MAP2320 - Métodos Numéricos em EDPs
Potencial eletrostatico entre placas paralelas

30 de outubro de 2019

1 Objetivos

Os objetivos deste exercicio computacional sao:

e Apresentar a modelagem do campo eletrostdtico entre duas placas para-
lelas;

e Implementar o método das diferengas finitas para a equacao de Poisson
no quadrado unitério;

e Comparar os métodos de Jacobi, Gauss-Seidel e SOR para a resolugao dos
sistemas.

2 Modelagem do problema

Sejam A e B duas placas paralelas planas, de area L X L e colocadas a uma
distancia L uma da outra. Sendo conhecidos os potenciais eletrostaticos V4 e
VB , vamos analisar como obter uma estimativa do potencial V em cada ponto
no interior da regiao entre as duas placas. Para simplificarmos a modelagem,
consideramos que os potenciais na regiao fora da placa sao nulos, de modo que
pela simetria do problema é possivel analisar apenas uma secgao transversal do
dominio, conforme a Figura 1.

Sendo ¢ o coeficiente de permissividade elétrica do meio, p, = p,(x,y) a
densidade de carga total em um ponto (x,y) entre as placas e E o campo
elétrico entre as placas, pela Lei de Maxwell temos que (Sadikul 2010):

V- (cE) = p, (1)

Além disso, pela Lei de Coulomb, temos que o campo elétrico E é contrério ao
gradiente do potencial, isto é

E=-VV (2)
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Figura 1: Placas e secao transversal

Substituindo (2]) em , e considerando o meio homogéneo (e constante entre
as placas) temos que:

V. (eE) =V (—eVV) = —AV = p,

Considerando f(x,y) = 2= e Q =]0, L[x]0, L[, temos o seguinte problema de
Poisson:

3)

—AV = fem Q
V = v em OS2

onde vy é o potencial no contorno que, neste caso, é dado por:

Va(z,L),0<x <L
vo(z, ) = Vg(z,0),0<2 <L
Ve(0,y),0<y <L
Vp(0,y),0<y <L

onde Vi e Vp sao definidas de forma a tornar o problema bem posto.

3 Discretizacao

Por conveniéncia de notagao, vamos descrever a solugao do problema como
u(z,y) ao invés de V(x,y). Também vamos descrever a condigido de fronteira
como ¢g(z,y) ao invés de vo(x,y). Dado um ntmero natural N € N, conside-
ramos o espacamento h = % de modo que o dominio discreto da equacgao é
descrito pelo conjunto:

Q= {(zs,y;) : @ =ih,0 <i < N,y; = jh,0< j < N}
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Figura 2: Dominio discreto

A fronteira e o interior deste conjunto sao respectivamente definidos por:
0, = {(z4,y;) = (ih, jh) : 1 € {0,N} ou j € {0, N}}
Qn ={(zs,y;) 12 =ih,1 <i <N —1,y; =jh,1 <j< N -1}

Nosso objetivo é aproximar u nos pontos (x;, y;) € Q. Para os indices iguais
a 0oua N (isto é em 9Qy) a condi¢ao de contorno do problema é fornecida
e portanto conhecemos u nesses pontos. Denotamos por u;; a aproximacao
da fungao u no ponto x; = th,y; = jh para ¢,j5 = 1,2,--- ,N — 1, isto §,
ui; = u(x;,y;). Também denotamos fi; = f(xs,y;) € 9ij = 9(xi,y;)-

O método de diferengas finitas consiste em aproximar as derivadas usando
expansoes em séries de Taylor truncadas. Para obter a discretizagao da segunda

derivada em x e em y vamos utilizar a combinagao das Séries de Taylor truncadas
avancada e retrégrada:

2 h3 h4

u(mi+17 yj) = ’U/(ZCZ‘, y])+hux (:Civ y])""?ua:w (xiv yj)"i_?uwza: (xh yj)'i_zuwwza: (aia y])
' (4)

2 h3 h4
U(xi—h yj) = u(:ci, yj)*hux(xiv yj)“i’?umc(zu yj)fguxzx(xiy yj)+ﬁuxmmc(ﬂia yj)
(5)
Onde «; €]x;—1,x;[ e f €]a;, ;41[. Somando e , obtemos:

u(@iv1,yy) — 2u(zi, y;) + ul@i, y;)
Uga (Tiy Yj) = e 2 : L2+ 7 (4, y5) (6)

Onde 7, (x;,y;) = O(h?) é o erro da discretizacio local cometido por esta
aproximacao no ponto (z;,y;). Analogamente, obtemos que a segunda derivada
em relacao a y é dada por:

(i, Y1) — 2u(zs, y5) + (i, yi—1
uyy(xi’yj) = ( L (h2 J) ( ’ )+Ty(33i>yj) (7)




Substituindo @ e em temos:

—u(zi—1,y;5) — w(@i, yi—1) + 4u(zs, yj) — w(wipr, vj) — w(@i, yjq1)
. . 2 . ’ =2 = f@i,y5) (i, y5)

(8)

Onde 74, (x,yj) = To(@i, y5) + Ty (@i, y5) = O(h?).
Ignorando o erro de discretizacao local, temos que as aproximagoes nos pon-
tos interiores satisfazem a seguinte relacao:

Ui = Wig-1 AU — i1 — Uige 1
h2

i, ;) (9)

Podemos ainda reescrever esta equagao como um sistema linear contendo
(N —1)? equacdes e (N — 1)? incégnitas, dado por:

—Ui_1, = Uij—1 + g — Uig1; — wijy1 = WP fij, parad,j=1,--- N —1 (em )
wij = gij» parai € {0,N} ou j € {0, N} (em 9y)
(10)

de forma que, utilizando a enumeracao lexicografica (veja na Figura 2), temos
que as aproximacoes sao obtidas através da resolugao do seguinte sistema linear.

Para ilustrar, se tomarmos N = 4, teriamos que o nosso sistema poderia ser
escrito matricialmente como:

4 -1 0]-1 0 o]0 0 o0 Ug h2fe 4+ uy + us
-1 4 —-1]10 -1 0|0 0 O Uy h2 fr + uo

0 -1 4]0 0 =10 0 o0 ug h2 fs 4 us + ug
-1 0 0] 4 -1 0]/-1 0 0 U1 h? f11 + u1o

0 -1 0 -1 4 -1 0 -1 0 U112 = h2f12

0 0 —-1]0 -1 4/0 0 -1 u13 h? fis + u1a

0 0 0 ]-1 0 0|4 =1 0 U16 h? fi6 + u1s + u21
0 0 00 -1 0/-1 4 -1 U1z R fi7 + uao

o 0 o]0 0 -10 -1 4 Uss h? fig + u1g + u23

No caso para N qualquer, o sistema pode ser escrito matricialmente como:

T I e 0 U, F
I T -—I T : :
-1 T -1
= (11)
-1 T I
I T -I 5
0 I T Un—1 Fn_y



Onde I denota a matriz identidade (N—1)x (N—1) e T é a matriz tridiagonal
(N —1) x (N —1) dada por:

4 -1
-1 4 -1
-1 4 -1
T = . (12)
-1 4 -1
-1 4
E também temos para k=1,--- ,N — 1:
U = (uk1, U2, -+ 5 Upn—1) € RVT! (13)

Naturalmente, as questoes a serem abordadas a partir de agora sao:
e Este sistema sempre possui solucao?
e Qual a maneira mais eficiente de resolver o sistema associado?

Uma outra questao seria se as aproximagoes obtidas convergem para a solugao
do problema quando h — 0. Isto de fato ocorre e a convergéncia é de ordem
2. Nao iremos demonstrar isto aqui, indicamos (Strikwerdal, [1990) para o leitor
interessado.

4 Existéncia de Solucao do Sistema Linear

Considere as seguintes definigoes:

Definicao 4.1. Uma matriz A = [a; ;] n X n é dita irredutivel se néo existir
uma matriz de permutagao P tal que:

r (B C

PAP' = <0 D
ondek <n,B=[b;lkx,C=][c;] kx(n—k)eD =[d;]e(n—k)x(n—k). Ou
seja, a matriz nao pode ser decomposta de forma que um conjunto de variaveis

fique independente das outras.

Definicao 4.2. Seja n um inteiro. Uma matriz A = [a;;] n x n é dita diagonal
dominante se:

n
\aii\ > Z |aij|,Vi = 1,"' ,n
j=1,i#i

e é dita fracamente diagonal dominante se:

n
\an\z Z |aij|,Vz':1,~~,n
j=1,i#1i

e vale a desigualdade estrita para alguma linha.



Teorema 4.1. (Ezisténcia de Solu¢do do sistema). Toda matriz diagonal do-
minante € inversivel e toda matriz fracamente diagonal dominante e irredutivel
€ inversivel.

Demonstracdo. Seja A uma matriz diagonal dominante e suponha, por absurdo,
que det(A4) = 0. Entao existe um vetor x # 0 tal que Az = 0 . Seja i o indice
tal que:

|z;| = M = max|z;| >0
J

Temos que a i-ésima linha do sistema Ax = 0 é dada por:
n n a
1,
aijxj:0:>mi:— 7jl‘j
Z Z s
=1 gt

Tomando o médulo dos dois lados, temos que:

n n
|asj| |ai;|
< il <M < M (absurdo!
_Z|au‘|‘ il = Z‘aii| ( )
J#i J#i
<1

n a‘»

|| = E:*”%‘
L
g#i

Logo det(A) # 0. No caso em que a matriz é fracamente diagonal dominante,
note que

n
(0751
E H:M <= |x;| = M quando a;; # 0
s
g
Como a matriz é irredutivel, podemos reordenar os indices onde |z;| = M de
forma a coloca-los em sequéncia crescente. Como existe pelo menos uma linha

onde a desigualdade € estrita, nesta linha caimos novamente no caso anterior.
O

Observe no exemplo para N = 4 (pagina 4) que os pontos préximos da fron-
teira possuem a desigualdade estrita enquanto que o ponto interior u;2 possui a
entrada da diagonal igual a soma dos outros elementos da linha 12. Além disso,
é possivel mostrar que a matriz do sistema (ou equivalentemente, do sis-
tema ) é irredutivel, de forma que o resultado a seguir garante a existéncia
e unicidade de solucao para os sistemas em estudo.

5 Meétodos Iterativos para a resolucao de siste-
mas lineares
Antes de iniciarmos o estudo de métodos iterativos para a resolucao de siste-

mas lineares, uma pergunta interessante a ser feita é: Por que utilizar métodos
iterativos para resolver sistemas lineares?



Sabemos que as aproximacoes do problema serao obtidas através da
resolugao de um sistema linear cuja matriz possui (N — 1)? elementos, onde
apenas 5 deles s@o nao nulos em cada uma das linhas. Utilizando o método de
Eliminaciao de Gauss seriam necesséarias em torno de (N — 1)% operagoes para
construir as aproximagoes do problema em estudo.

Para exemplificar o tempo de processamento que seria gasto, considere uma
malha com N = 100 (ou seja, h = 0.01) e que todas as operagoes realizadas
demorem o mesmo tempo de execugao de uma multiplicagao. Desta forma,
utilizando um computador capaz de realizar 10'° multiplicacoes por segundo
seriam necessarios aproximadamente 95 segundos. Porém, aumentando o valor
para N = 200 (h = 0.005) o tempo necessdrio aumenta para aproximadamente
1 hora e 43 minutos e para e N = 500 (h = 0.002) o tempo aumenta para mais
de 17 dias. Com isto, podemos concluir que o método de Eliminacao de Gauss
nao é uma boa estratégia para a resolucao deste problema. Portanto, iremos
procurar por um método com custo computacional baixo e que seja convergente.

Considere A = [a;;] n X n uma matriz real tal que det(A) # 0 e o sistema
linear Az = b . Nossa estratégia serd escrever A = M — N |, de modo que seja
possivel escrever um método iterativo da forma:

Mz — Nz =b= Mz*' = b+ Nz*

Considere também a hipétese de que det(M) # 0. Assim, caso tal processo seja
convergente, entdo o limite do processo serd a solucao do sistema Ax = b pois,
se

lim 2z, =T=MT=b+Nz=(M-N)T=b=AT=1b

k—o0
Definigao 5.1. Seja A uma matriz diagonalizavel. Dizemos que o maior auto-
valor (em mdédulo) de uma matriz A é o raio espectral da matriz, denotado por

p(A).

Proposicao 5.1. (Condi¢ao necessdria para a convergéncia dos métodos itera-
tivos) . Seja A =M — N , onde A e M sao inversiveis. Um método iterativo
serd convergente se, e somente se, p(M~1N) < 1.

Demonstracdo. Definindo e = T — xj temos que
Mepyr = Nep = ey = MTINeP = e, = (MIN)Feq

Logo,
er =0 = (M7IN)* -0

Mas isto ocorre se, e somente se, p(M~IN)k <1 <= p(M~IN) <1 O

Escrevendo A =L+ D+ U , onde L é a parte triangular inferior (lower), D
a diagonal da matriz e U a parte triangular superior (upper), podemos escrever
os métodos de Jacobi e Gauss-Seidel:

e Método de Jacobi: M = D,N = —(L + U). O método serd convergente
se, e somente se p(D~YHL+U)) <1



e Método de Gauss-Seidel: M = L + D, N = —U. O método serd conver-
gente se, e somente se p((D + L)~'U) < 1

Gostarfamos agora de saber se estes métodos podem ser aplicados para a
resolucéo do sistema ([10). O teorema a seguir fornece algumas condigbes nas
quais os métodos de Jacobi e Gauss-Seidel sao convergentes.

Teorema 5.1. Se A é uma matriz irredutivel e fracamente diagonal dominante,
entdo os métodos de Jacobi e Gauss-Seidel sao convergentes.

Demonstragao.

e Método de Jacobi: Seja A um autovalor da matriz D~!(L + U) . Temos
que:

det(D™Y(L+U)=AI) = 0 = det(D~ (L+U—AD)) = 0 = det(D~ ") det((L+U—AD)) = 0

Como A é fracamente diagonal dominante e irredutivel, temos que det(D) #
0 e, portanto, det(D~1) # 0 . Logo

det((L + U — AD)) =0

Caso |A| > 1 temos que (L + U — AD) é irredutivel e fracamente diagonal
dominante. Pelo Teorema (4.1), temos que a matriz é inversivel e, por-
tanto, det((L + U — AD)) # 0. Logo, |A| < 1 para todos os autovalores
de D=Y(L + U) de modo que p(D~Y(L+U)) < 1. Pela Proposigao (5.1),
temos que o método serd convergente.

e Método de Gauss-Seidel: Seja A um autovalor da matriz D=Y(L + U) .
Temos que:

det(D+ L)"'U - M) =0=det(D+ L) " (U~ XD+1L)) =0

= det((D + L) ") det(U — \N(D + L)) =0

Por hipétese det((D + L) # 0 , de modo que det(U — A(D + L)) = 0.
Caso A > 1 temos que (U — A\(D + L)) é irredutivel e fracamente diagonal
dominante. Novamente pelo Teorema (4.1) a matriz U — \(D + L) é
inversivel e det(U —A\(D+L)) # 0. Logo, |A| < 1 para todos os autovalores
de (D + L)~'U de modo que

p(—(D+L)"'U) < 1
Pela Proposigao (5.1), segue a convergéncia do método.
O

Agora que sabemos que ambos os métodos sao convergentes para o sistema
(10), seria interessante que pudéssemos estimar a velocidade de convergéncia de
cada um desses métodos. Para isto, considere T a solugao do sistema Ax = b



, T a aproximacao obtida na k-ésima iteracao do método, A} < Ay < -+ <
A =p(M~IN) e vi,v9,- -+ ,v, os autovalores e autovetores da matriz M1 N.
Assim:

zp —T = (M~IN)¥(zg — )

Como os autovetores formam uma base para o R™ | podemos escrever:

n
o — T = E C;V;
=1

Fazendo k£ — oo, temos:

n n—1 k
Ai
(M~INYF (2o —F) = E Neevy = \E E <)\) civi + cnXfu,
i=1 i=1 "

Desta forma, podemos concluir que:
[2hs1 =] = p(MTEN)E 2o — |

e a taxa de convergéncia das aproximacoes é controlada pelo valor de p(M ~1N).
Assim, para que um dado método iterativo apresente rapida convergéncia para
a solucao do problema devemos ter que p(M ~'N) deve ser pequeno o suficiente
para que poucas iteragoes sejam suficientes para fornecer boas aproximagoes.

Vamos considerar a matriz do sistema . Para o método de Jacobi, pode-
se mostrar que:

w2h?
p(M™'N) = cos(mh) ~ 1 — — < 1

o que mostra que o método de Jacobi possui uma baixa velocidade de con-

vergéncia. De maneira andloga, obtemos que para o método de Gauss-Seidel

p(M™IN) = cos?(wh) ~ 1 — n%h?

de forma que o método de Gauss-Seidel possui a velocidade de convergéncia
um pouco maior do que o método de Jacobi . Em ambos os casos, quando h — 0
a velocidade de convergéncia da solugao vai diminuindo, pois o raio espectral de
ambas as matrizes tendem a 1. Ou seja, quanto mais refinada a malha, menor
a velocidade de convergéncia dos métodos de Jacobi e de Gauss-Seidel.

Visando aumentar a velocidade de convergéncia vamos inserir um parametro
livre no problema de forma que com a manipulacao desse parametro seja possivel
aumentar a velocidade de convergéncia dos métodos numéricos. Dado o sistema
Ax = b e considerando w € R, vamos escrever a k 4 1-ésima iteracdo do método
como uma combinagao ponderada entre a k -ésima aproximagao e a k + 1-ésima
aproximagao obtida pelo método de Gauss-Seidel. Isto equivale a escrever:

k+1 _ W k+1 k k
v = <bi — E aigr; — E aijx]) + (1 —w)a;
K22

Jj<i j>i



Na forma matricial, temos que:

(D4 wL)z" = (1 —w)D — wU)z* + wb

onde a matriz de iteracdo do método serd dada por

S =(D+wL)™((1 —w)D —wl)

e 0 método serd convergente se, e somente se, p(S) < 1. Este método conhe-
cido como Sucessive Over-Relaxation ou SOR. Os resultados a seguir apresentam
os resultados de convergéncia e de velocidade de convergéncia do método SOR.

As demonstragoes nao serdo feitas aqui, pois utilizam alguns conceitos que
fogem ao escopo de uma primeira apresentagdo. Ao leitor interessado, a re-
feréncia (Stoer and Bulirschl |2002)) contém as provas dos resultados a seguir:

Teorema 5.2. Se o método SOR € convergente, entdo 0 < w < 2 .

Teorema 5.3. O parametro étimo para o método SOR quando aplicado a matriz
do sistema gerado por (8) é dado por:

- 2
1 +sin(7h)

w

Com este parametro, o raio espectral da matriz de iteracdao é:

_ 1 —sin(mh)

=——— ‘' ~1-27h
1+ sin(7h) m

p(S)

Assim como nos métodos de Jacobi e de Gauss Seidel, observa-se que o
raio espectral da matriz tende a 1 quando h tende a 0. Porém, neste método
a convergéncia é linear, enquanto que nos outros métodos a convergéncia é
quadrética.

6 Implementacao computacional

Na resolugao numérica do Problema iremos utilizar no vetor de solugoes
do sistema dois indices, um representando a linha e outro representando a co-
luna. A aplicacao dos métodos de Jacobi, Gauss-Seidel e SOR seguem a mesma
estrutura:

1. Crie matrizes U°¢, U™** ¢ F de dimensdes N x N.
2. Inicialize U° com alguma aproximacdo inicial;
3. Inicialize o lado direito do sistema F' com as informacoes da funcao f ;

4. Utilize a funcao ¢ para atribuir os valores aos contornos do dominio em
U°d (isto é, para os indices i, = 0 ou N );

10



5. Atualize os pontos internos de U™®" de acordo com o método utilizado
(Jacobi, Gauss Seidel ou SOR);

6. Calcule a diferenga entre as duas iteragoes (ver critério de parada);

7. Se a diferenca for maior do que uma tolerancia TOL, faca U4 = Unew
retorne ao passo (5). Caso contrério, encerre.

6.1 Critério de parada

Como critério de parada vamos avaliar a diferenca entre duas iteracoes, e pa-
ramos se esta diferenga for pequena. Assim, dada uma tolerancia inicial TOL,
iremos considerar como critério de parada a condigao

||Uk — Uk—l”h <TOL

onde a norma || - ||, é dada por:

N—1 %
10l = h[ 3 Um?]

ij=1

Esta é uma medida de variagao quadratica média entre iteracoes.

Observe que a tolerancia TOL pode ser uma estimativa muito pequena, de
modo que o algoritmo pode demorar muito para convergir. Desta forma, é
aconselhavel que seja colocado também uma restricdo no nimero méaximo de
passos a ser executado pelo cédigo.

7 Tarefa

Vocé deverda implementar os métodos de Jacobi, Gauss-Seidel e SOR para a
equagao de Poisson. As linguagens permitidas sdo: C, Python e Octave. Com
0 seu programa, vocé deverd resolver os exercicios abaixo.

Os parametros do programa sao NV, a fungao f, a condig¢ao de fronteira g, a
tolerancia TOL e o nimero méximo de iteracoes M AXITER.

Junto com o programa, vocé deverd entregar um relatério (em pdf) contendo
as discussoes pedidas nos exercicios.

Caso vocé queira usar uma outra linguagem ou tenha dividas, escreva um
email para o monitor (luansantos@ime.usp.br).

7.1 Exercicios

Considere a E| o ultimo algarismo do seu nimero USP e L = 1.

1. Para testarmos a implementacao computacional realizada, considere o pro-
blema (3) para

1Se ele for zero, considere a como o primeiro digito diferente de zero do seu niimero USP

11



2.

7.2

(a) f=0eu(z,y) = aec”sin(y) para (z,y) € IN.

(b) f(z,y) = 2an?cos(mr)sin(ry) e u(z,y) = acos(rz)sin(ry) para
(z,y) € ON.

e Resolva numericamente os problemas a) e b) para N = 23,24 ... 29
utilizando os métodos de Jacobi, Gauss-Seidel e SOR para a resolucao
do sistema linear associado. Utilize a aproximacao inicial nula e o
critério de parada com TOL = 1075 h.

e Compare a relagao entre os valores de N e a quantidade de iteragoes
necessarias (e o tempo computacional) para a resolucdo utilizando
cada um dos métodos.

e Compare as solugoes obtidas com a solucao exata do problema (ob-
serve que a funcao u descrita no contorno é a prépria solucao do
problema). Isto é, calcule o erro maximo ap6s o método ter conver-
gido:

erro = max|u(z:, ;) — U]
i

Onde u(z;,y;) é a solugdo exata e U;; ¢ a solugdo numérica. O que

acontece com o erro maximo para cada valor de N7 Faca um grafico
ou uma tabela que mostre o erro maximo para cada N.

Vamos agora utilizar o algoritmo implementado para a simulacao de um
modelo real. Considere o problema para Vu(x,1) = 110V, Vp(x,0) =
0V, Ve(0,y) = Vp(1,y) = 110sin(Fy) nos seguintes casos:

e Duas placas contendo ar entre elas (permissividade £ ~ 8.84 x 10712)
e com densidade constante p, = 100 x 10712,

e Duas placas paralelas contendo baquelita (permissividade € ~ 75 x
10~*2) e com densidade dada por p, = 10sin(7(z +y)) x 1078 .

Em ambos casos apresente gréaficos das solucoes.

Nas questoes 1 e 2, utilizando o método SOR com

2

YTIT sin(wh)

compare a quantidade de iteragbes necessérias (e o tempo computacional)
em relagao aos métodos de Jacobi e de Gauss-Seidel. Teste para outros
valores de w. O que pode-se observar?

Observagoes sobre a implementagao computacional

. Toda a notagao apresentada no enunciado considera que os indices comegam

em 0 (zero). Caso queira utilizar uma linguagem interpretada onde os
indices comecem em 1 (um) tenha muito cuidado com os indices. Utilize
precisao dupla em todos os calculos.
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2. Antes de realizar o método iterativo, deve-se inicializar os valores das
fronteiras Ug,U; 0,U; v € Un; , © = 1,---, N utilizando os valores de
u(x,y) conhecidos em Of).

3. Observe que o método de Jacobi para a matriz do sistema pode ser

feito num looping da forma:

1 .
Ui = Z( Z-Oidl’j—l—Uiofr‘ij—i-Uzé-d,l —l—Ui‘flﬁH +h?f;;) parai,j=1,---N—1

Escreva loopings semelhantes para os métodos de Gauss Seidel e SOR.
Né&o armazene a matriz do sistema (11)). Isto gastaria muita memoria sem
necessidade. Também nao use as matrizes L, D e U no seu programa.
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