Convolucao em &’

No que segue utilizaremos a seguinte notacao: se u € D'(R") definiremos @ € D'(R")
pela férmula

() = u(9), ¢eCFRY).
E fécil ver que @ € D'(RN).

Teorema. Seu € S ev € E'(RY) entao uxv € S e vale:

—

(1) u*v = 0u.
Note que em (1) o produto estd bem definido uma vez que, como visto em aula,
v € Oy

Demonstragao: Se ¢ € C*(RY) entdo, como ja visto anteriormente,

(2) (urv)(@) = [(urv)x](0).
Mostraremos agora que
(3) [(uxv) % §)(0) = u(® % ).

De fato temos [(uxv) * @](z) = [ux (v @)](z) (z € RY) e

[ux (vx§)](2) = uy, [(vx ) (x = y)] = uy {v:[d(x —y — 2)]}

Assim ) )
[(uxv) * 9](0) = uy {v:[¢(—y — 2)I}
Para y € RY fixado escreva 1 := ¢(—y + -) € C2°(R"N). Entdo

vald(—y — 2)] = () = 0(n) = 0:[d(~y + 2)] = ©:[d(y — 2)] = (V% ) (1)
e portanto
[(u % 0) % ¢](0) = u, [(0 % )(y)]
o que demonstra (3). Inserindo (3) em (2) obtemos

(4) (uxv)(¢) =u(®x9), ¢€CFRY).

Agora o lado direito de (4) se estende a um funcional continuo em S pois, para algum
compacto K C RY e constantes C' > 0, k € Z,,

sup [2*D% (0% ¢)(x)] < sup |20, [D7d(z — )|
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Logo uxv € §" e R X
(uxv)(¢) =u(vx¢), ¢ CZRY).

Por outro lado

(6%8)(@) = ol(Ba + )] = v, [ [ o] -

N

[, (09) o = Floi)o)

e, portanto,
(ux0)(9) = ulF(60)] = (¢0) = (4)(¢), ¢ € CZ(RY).
A demonstracao esta completa. O



