O teorema de aproximacao de Malgrange

No que segue denotaremos por P(D) um ODPL com coeficientes constantes em RY
de ordem m > 1 cujo simbolo se escreve na forma

Q) =a¢" + Y pi(¢)d. (0)
j=0

onde ¢’ = ((,...,(n), p; sa0 polinémios de grau < m — j e a # 0. Esta hipdtese
nao é restritiva, pois dado P(D) arbitrdrio de ordem m podemos tomar (; € CV de
norma 1 tal que P,,((p) # 0. Compondo com uma transformagao unitaria que leva
Co em e; = (1,0,...,0) obteremos um operador na forma (0) e todos os resultados
abaixo sao invariantes por transformagoes unitarias.

Teorema 1. Se f € £'(RY) entao a equagao
P(D)u = f (1)

possui uma solucao u € E'(RYN) se, e somente se, f(¢)/P(¢) define uma funcao inteira
em CN. Além disto, se f tem suporte contido na bola {x : |x| < A} o mesmo serd
verdade para u.

Demonstragao: Se (1) admite uma solugao u € £'(RY) entao tomando a transfor-
mada de Fourier em (1) nos fornece P(¢)u(¢) = f(¢) e portanto f(¢)/P(¢) (=u(())
define uma funcao inteira em CV. Para a reciproca provaremos antes um lema:

Lema. Seja h uma fungao inteira em C e p(z) = 3 7" a;z/ um polinémio em z de
grau m. Entao

lamh(0)] < max|p(z)h(2)]

Demonstragao do lema. Seja ¢(z) = 2™ > 7" @2 7. Entao g(2) é também um

polinémio em z de grau < m e ¢(0) = @,,. Pelo principio do méximo

|amh(0)] = [ (0)] = 1g(0)A(0)] < max|q(z)p(2)]-

|21=1

Para concluir a demonstracao do lema basta observar que |p(z)| = |q(z)] se |z] = 1.
De fato, uma vez que |z| = 1 temos

lg(2)] = 2™ Zdjz_j = Z ajz7l| = Zajzj = |p(2)]. O
=0 =0 =0
Final da demonstracio do teorema 1. Suponha que H(¢) := f(¢)/P(() seja uma
fungao inteira em CV. Pelo lema aplicado para p(z) = P(ze; +(), h(z) = H(ze; +()

(¢ fixado) temos

[aH(Q)] < max| P(zer + ) H(ze1 + O)] = max| f(ze1 + ).



uma vez que p(z) = az™+---. Agora, como f € &'(RY) tem suporte em {z : |z| < A}
existem constantes C' > 0, M € Z, tais que

F(O < C@+[¢H™ exp{Allm ([}, ¢ € CV.

Consequentemente

|aH (C)] < Cﬁllfff {1+ |zex + ¢)Y exp{A|Im(ze1 + ()|}

< 02" C(1+ ()M exp{A|lm [}, ¢ € CV,

e portanto H é a transformada de Fourier de um elemento u € £'(RY) com suporte
contido na bola {z : |x| < A} (teorema de Paley-Wiener-Schwartz). Como também
P(O)a(¢) = P(O)H(C) = f(¢) obtemos P(D)u = f, o que conclui a demonstracao
do teorema. O

Definigao Uma solucao u € C*°(RY) da equacao P(D)u = 0 é chamada solugao
exponencial se pode ser escrita na forma

u(r) = p(x) exp{(z, ()}

onde ¢ € CN e p(x) é um polinomio.

Vamos provar agora o Teorema de Aproximacao de Malgrange. Observamos que o
teorema é valido para todo Q C RY aberto convexo. Provaremos somente no caso
em que ) é uma bola, uma vez que o caso geral requer uma versao um pouco mais
precisa do Teorema de Paley-Wiener-Schwartz do que aquela provada no curso.

Teorema 2. Sejar > 0 e defina Q = {z € RY : |z| < r}. Entao toda solugao
u € C®(Q) da equacao P(D)u = 0 é limite, em C*(2), de uma sequéncia de
combinagoes lineares de solugoes exponenciais.

Note que quando N =1 a teoria das EDQO’s lineares nos diz que toda solucao u é de
fato uma combinacao linear de solugoes exponenciais.

Demonstracao. Seja F = {u € C*(Q) : P(D)u = 0}. Entado £ ¢é um espagco de
Fréchet (subespago fechado de C*°(Q2)) e todo elemento em seu dual é da forma v|g,
onde v € £'(Q). Pelo teorema de Hahn-Banach temos que mostrar que v =0 em E
se v se anula em toda solucao exponencial. Vamos a seguir mostrar que esta ultima
afirmacao implica a seguinte propriedade:

2(¢)/P(—¢) define uma funcio inteira em CV. (2)

Notemos que (2) implica a afirmacdo do teorema. De fato de (2) e do teorema 1
segue que existe p € £'(Q) tal que P(—D)u = v. Logo se u € E temos



Para concluirmos a demonstragao teorema 2 temos entao que mostrar vale (2) se v
se anula em toda solugao exponencial.

Note primeiramente que z — P(—ze; — () é um polinémio nao constante, qualquer
que seja o valor de (. Vamos primeiramente verificar que, qualquer que seja ( € CV,

2+ U(zeg + () /P(—ze1 — () (3)

define uma fungao inteira em C. De fato suponha que o denominador em (3) tenha
um zero de ordem k em zy. Se aplicarmos o operador d’/dz? (j < k) na identidade

P(D) {exp{—i(z,ze1 + () }} = P(—ze1 — () exp{—i(z, ze1 + ()}
e depois fizermos z = zy obteremos
P(D) {27 exp{—i{z,z0e1 + ()} } =0, j <k

Consequentemente x — 27 exp{—i(z, zpe; + ()} é uma solugao exponencial se j < k
e portanto .
v (27 exp{—i(z,z0e1 + ()}) =0, j<k.
Isto é o mesmo que dizer que
& .
o e+ O =z =0, j <k,

o que mostra que o numerador em (3) deve ter um zero de ordem pelo menos k em
2p. Logo (3) define uma funcao inteira em C.

Fixemos agora (y € CV e tomemos r > 0 tal que
|z| =r = P(—ze1 — (o) #0.
A continuidade da funcao

¢ — max |P(—ze; — ()]

|2|=r
mostra entao que existe Vj, vizinhanca aberta de ¢, em CV tal ue
|z| =r = P(—ze; — () #0, (€.
Aplicando a férmula integral de Cauchy para a fungao (3) centrada em z = 0 e para

¢ € Vj obtemos
O L[ g d
P(=CQ) 27 Jiyo P(—2e1 = () 2z

Logo v(¢)/P(—¢) é holomorfa em V. Como ( ¢ arbitrario o teorema 2 fica comple-
tamente demonstrado. 0



