MAP 413 - 10. Semestre de 2018

6a. lista de exercicios

1. Sejam 2 C RY aberto e u € C%(Q). Supinha que vale a seguinte propriedade:
e dado z € 2 existe § = d(x) > 0 tal que

1
ulr) = ——— u(y)do(y), 0 <r <.
(2) /m (y)do(y), 0<r <

wyrN-1

Mostre que u é harmonica em €). Sugestao: Tente aplicar o argumento utilizado na segunda
parte da demonstragdo da reciproca do teorema da média (veja também a sugestdo do
exercicio 4 abaixo).

2. Seja © um subconjunto aberto e conexo de R satisfazendo a seguinte propriedade:
r=(x1,...,en-1,2N5) € QX = (21,...,2Nn_1,—2y) € Q.
Seja u uma funcao harmonica em
Qp={z=(x1,...,2n) € Q: zy >0},
continua em

Qe ={z=(21,...,2n) €Q: 2y >0}

e nula quando xzy = 0. Mostre que existe uma funcao harmonica @ em §2 que coincide com
uem .

3. Seja Q = {(z1,72) € R? : 2y > 0, 73 > 0}. Resolva o problema

Au=0em Q, u e C*Q)NC(Q), limitada;
u(r1,0) = up(z1), =1 > 0;
u(0,29) =0, 29 >0,

onde ug é continua e limitada em [0, co[, uo(0) = 0.

Observacao. Lembre que a solucao limitada do problema de Dirichlet para o semi-espago
x9 > 0, com dado de fronteira vg(z1) (continua e limitada), é dada por

1 [ T
v(xy, 29) = —/ 2 vo(y) dy .

™ oo(xl_y>2+‘r%

4. Sejam Q C RY aberto e u € C?(Q). Mostre que as propriedades abaixo sdo equivalentes:

1. Au(x) > 0, para todo x €



2. Para todo x5 € Q e todo r > 0 tal que B,(z9) C Q vale

u(zg) < L/S o u(zo + ry) do(y).

WN

Sugestao: Para (1) = (2) estude a derivada da funcao

1

g(t) = —/ u(zo + ty)do(y), 0<t<r.
WN Js1(0)

Para (2) = (1) escreva a expansao de Taylor de ordem 2 de u em torno de zg e utilize o
exercicio 1 da lista 2.

5. Sejam  um aberto de R e H () o espaco constituido pelas fungoes harmonicas em
que pertencem a L?(Q2). Mostre que H(Q2) é um subespago fechado de L?(().

6. Sejam  um subconjunto aberto de RY e A € C°°(€2) uma familia de funcoes harmonicas
satisfazendo a seguinte propriedade: para todo K C €2 compacto existe C' > 0 tal que
supg |u] < C, Yu € A. Mostre que a mesma propriedade é vélida para as familias

ou

A=12 ueal j=1,... N
! {3%’ } /

Conclua, usando o Teorema de Arzela-Ascoli, que para todo K C 2 compacto, o conjunto

{ulg : vwe A} C C(K) é relativamente compacto em C(K). Aqui, como é usual, estamos

munindo C(K) com a distancia d(f, g) = supg |f — 9.



