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3a. lista de exerćıcios

1. Seja Ω um subconjunto aberto de RN , Ω 6= RN , e seja u uma função harmônica em Ω.
Mostre que para cada subconjunto compacto K de Ω vale a desigualdade

sup
x∈K
|u(x)| ≤ N

ωNdist (K, ∂Ω)N

∫
Ω

|u(x)| dx.

Conclua o seguinte resultado: se u é harmônica em RN e se u ∈ L1(RN) então u = 0.

2. Seja Ω ⊂ RN um aberto limitado e com fronteira regular. Seja também g ∈ C(Ω̄).
Mostre que não existe solução u ∈ C2(Ω̄) para o problema{

(∆u) (x) = eg(x), x ∈ Ω;
(∂u/∂~n)(y) = 0, y ∈ ∂Ω.

Aqui ~n é normal a ∂Ω e exterior a Ω.

3. Seja Ω um aberto limitado de RN e considere uma sequência {uj} de funções harmônicas
em Ω, cada uma delas cont́ınua em Ω̄. Suponha que

max
y∈∂Ω
|uj(y)− uk(y)| ≤ 1

j
+

1

k
, j, k = 1, 2, . . .

Mostre que {uj} converge uniformemente em Ω̄ para uma função u ∈ C(Ω̄), que é ainda
harmônica em Ω.

4. Seja D = {(x1, x2) ∈ R2 : x2
1 + x2

2 < 1}. Suponha que exista u harmônica em D,
cont́ınua em D̄ e que coincide com a função 2x2

1 em ∂D. Determine u(0).

5. Sejam U = {x : x ∈ RN , x 6= 0} e f ∈ C2(U). Defina, para x ∈ U ,

f](x) =

∫
S1(0)

f(|x|ω)dσ(ω).

Mostre que ∆(f]) = (∆f)].

Sugestão: Utilize o teorema da divergência e a fórmula de integração em coordenadas
polares.
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