MAP 413 - 10. Semestre de 2018
10a. lista de exercicios

1.. Sejam f € C?*(R) e g € C*(R), ambas se anulando no complementar de um subconjunto
compacto de R, e seja também u(z,t) a solugdo do problema

U (, 1) — Uge (2, 1) =0 em R X R; w(z,0) = f(x), u(z,0) = g(z).
Mostre que para cada t > 0 a funcao
x> (2, ) + ug(z,t)?

se anula no complementar de um compacto de R. Considere a fungao energia

E@t) = %/R [w(z,1)* + uy(z,t)?] da.

Mostre que t — E(t) é constante,
2. Considere o problema

Ugp — Uy — Uy =0 em R? x R
u(z,y,0) = f(z) + F(y)
u(,y,0) = g(x) + G(y).

Determine condi¢oes minimas de regularidade sobre f, F, g, G para que o problema acima
tenha solucao de classe C? em R? x R. Determine u.

3. Seja u € C*(R?) solugao de

Uy — Uy =0 2,1t € R?
u(x,0) = f(z) zE€R:
ut('r?()) = g(.ﬁ(:) LS ]R7

Dado (z,t) € R? com t > 0 seja K o compacto de R? cujo bordo ¢ definido pelo triangulo
com vértices A = (z,t), B = (z+1,0), C' = (z —¢,0). Suponha que g <0 em BC. Mostre
que o maximo de u em K é assumido em BC.

4. Seja u € C?*(R?) satisfazendo u(z,0) = us(x,0) = 0, x € R. Considere, para cada (x,t)
fixado, com t # 0, a regiao D(z,t) delimitada pelo eixo x e pelas retas determinadas pelos
pontos (z,t), (x —t,0) e (x,t), (x +¢,0). Mostre que

1
U(Iﬂf) - 5 /D( ) [utt(y7 S) - umﬂ:(y78>] dde
x,t



5. Seja ¢ € C(R?) com ||g|| 112y < 2. Utilize o exercicio anterior para mostrar que se

Uy — Upe +q(z,0)u =0 em R x R
u(z,0) =0, z € R
u(z,0) =0, z €R

entao u = 0.
6. Seja ¢ € C*°(R) uma funcao par. Mostre que a solugao do problema

Uy — Ayu =0 em R3 x R,
u(z,0) = ¢(|z]), us(2,0) =0 em R3,

é da forma u(x,t) = v(|z|,t). Obtenha a férmula explicita de u e determine sua regulari-
dade.

7. Sejam a, b, ¢ € R satisfazendo a? — b?> = 4c. Determine a solucao geral de
Uy — Uy + AU + by + cu =0

em R?. Ainda sob estas condigoes determine a solucao u(z,t) de classe C? em R? para o
problema de Cauchy

Upp — Ugy + atty +buy +cu =0 em R?
u(z,0) = f(z), u(x,0) = g(z) emR,
8. Considere o problema de Cauchy

Uy — Ugy — U =0 em R?
uw(r,0) =1+ 22, uy(2,0) =0 em R.

Resolva este problema escrevendo a solucao na forma
U(SE, t) = Z aj<x>tj>
j=0

substituindo esta expressao na equagdo e determinando os coeficientes a;(z) por relagoes
de recorréncia. Resposta: u(z,t) = (1 + z*) cosht + t senh t.



