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1 Preliminares - O problema de Dirichlet

Denotaremos por

∆ =
∂2

∂x2
1

+ · · ·+ ∂2

∂x2
N

o operador de Laplace (ou laplaciano) em RN .

1.1 Definição. Seja Ω ⊂ RN um subconjunto aberto. Uma função u ∈ C2(Ω) é dita harmônica em Ω se
∆u = 0 em Ω.

Note que se u é a valores complexos então u é harmônica se, e somente se, Reu e Imu são harmônicas;
isto se deve ao fato de ∆ ser um operador com coeficientes reais. Assim, para o estudo das propriedades
das funções harmônicas podemos nos restringir ao caso em que as funções são a valores reais.

1.2 Exemplo. São exemplos de funções harmônicas

1. Seja Ω = RN e u(x) = a+ 〈x, b〉, com a ∈ R e b ∈ RN ;

2. Seja Ω ⊂ C ' R2 aberto e f : Ω→ C uma função holomorfa então Ref e Imf são harmônicas;

3. Seja Ω = RN . Se ζ = (ζ1, . . . , ζN ) ∈ CN satisfaz ζ2
1 + · · · + ζ2

N = 0, então u(x) = Re e〈x,ζ〉 e
v(x) = Im e〈x,ζ〉 são harmônicas.

1.3 Teorema. Sejam Ω ⊂ RN um subconjunto aberto limitado e u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω).

1. Se ∆u ≥ 0, então
max

Ω
u = max

∂Ω
u;

2. Se ∆u ≤ 0, então
min

Ω
u = min

∂Ω
u.

1.4 Corolário. (Prinćıpio do máximo, forma fraca) Seja Ω ⊂ RN um subconjunto aberto limitado e
u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) harmônica em Ω. Então

max
Ω

u = max
∂Ω

u, min
Ω
u = min

∂Ω
u.

1.5 Observação. Se u é harmônica e se |u(x)| ≤M para x ∈ ∂Ω segue do Corolário 1.4 que |u(x)| ≤M
para x ∈ Ω. Em particular, se u ≡ 0 em ∂Ω, então u ≡ 0 em Ω.

Demonstração do Teorema 1.3. Mostraremos (1.), a demonstração de (2.) é análoga. Consideremos

m = max
∂Ω

u ,

M = max
Ω

u .

Suponha, por absurdo, que m < M . Então existe x0 ∈ Ω tal que u(x0) = M e, ademais, vale ∇u(x0) = 0
e ∆u(x0) ≤ 0. Seja v ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) a função dada por

v(x) = u(x) + ε|x− x0|2,

em que ε > 0 é um número que determinaremos a seguir. Temos v(x0) = M , e para x ∈ ∂Ω, vale
v(x) ≤ m+εδ(Ω)2, em que δ(Ω) é o diâmetro de Ω. Logo, se escolhermos ε > 0 tal que ε < (M−m)/δ(Ω)2,
teremos v(x) < M . Tal escolha implica que existe x1 ∈ Ω um ponto no qual a função v assume seu valor
máximo. Mas ∆v(x1) = ∆u(x1) + 2Nε ≥ 2Nε > 0, uma contradição.
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O problema de Dirichlet para Ω consiste em, dada u0∂Ω → R cont́ınua, determinar u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω)
tal que {

∆u = 0 em Ω,

u = u0 em ∂Ω.

1.6 Definição. Um subconjunto aberto Ω ⊂ RN é dito um aberto de Dirichlet se o problema de Dirichlet
tiver solução para toda u0.

Note que o problema de Dirichlet admite no máximo uma solução, uma consequência do resultado
enunciado na observação 1.5.

1.7 Digressão. Sejam Ω um aberto de Dirichlet e x ∈ Ω. O funcional

T : C(∂Ω)→ R,

que associa a cada u0 ∈ C(∂Ω) o valor u(x), em que u é a solução do problema de Dirichlet com dado de
fronteira u0, está bem definido, é cont́ınuo, pois |T (u0)| ≤ max |u0|, e é positivo. Pelo teorema de Riesz,
existe uma medida de Borel regular µx sobre ∂Ω tal que

u(x) = T (u0) =

∫
∂Ω

u0(y) dµx(y),

e portanto a função u é reconstitúıda através de integração de seu valor de fronteira com relação a medidas
apropriadas.

2 Identidades de Green

Seja Ω ⊂ RN um aberto com fronteira regular como definido nas notas de aula da disciplina “Cálculo
Integral”, página 66, em

www.ime.usp.br/∼cordaro/calculo-integral-2o-semestre-de-2017

Sejam ~n o campo unitário normal a ∂Ω e dσ a medida de superf́ıcie definida em ∂Ω. Nas notas de aula
mencionadas acima encontra-se a demonstração do teorema da divergência se ~X é um campo vetorial com
coeficientes em C1(Ω̄) vale ∫

Ω

div ~X dx =

∫
∂Ω

〈 ~X(y), ~n(y)〉dσ(y). (1)

Sejam u, v ∈ C2(Ω). Aplicando o teorema da divergência para ~X = v∇u obtemos a primeira identidade de
Green ∫

Ω

(v∆u+ 〈∇v,∇u〉) dx =

∫
∂Ω

v
∂u

∂~n
dσ. (2)

Trocando u por v e subtraindo as identidades obtemos a segunda identidade de Green∫
Ω

(v∆u− u∆v) dx =

∫
∂Ω

(
v
∂u

∂~n
− u∂v

∂~n

)
dσ. (3)

Como consequência da primeira identidade de Green temos a seguinte proposição

2.1 Proposição. Seja u ∈ C1(Ω) ∩ C2(Ω) uma função harmônica em Ω.

1. Se ∂u/∂~n = 0 em ∂Ω, então u é localmente constante em Ω;

2. Vale a seguinte identidade ∫
∂Ω

∂u

∂~n
dσ = 0.

Demonstração. Ambos os ı́tens seguem da primeira identidade de Green (2) para (1.) tome u = v e para
(2.) tome v = 1.
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3 A propriedade da média

Denotaremos a esfera de raio R > 0 e centrada em x0 ∈ RN por SR(x0) = {x ∈ RN |x − x0| = R} e
a bola aberta de raio R > 0 e centrada em x0 ∈ RN por BR(x0) = {x ∈ RN |x − x0| < R}. Note que
BR(x0) é uma aberto com fronteira regular. A passagem a coordenadas polares em RN \ {0} é feita com
as identidades {

x = ry, r = |x|, |y| = 1,

dx = rN−1 dr dσ(y),

em que dσ é a medida de superf́ıcie em S1(0). Denotaremos a medida da esfera unitária em RN por

ωN = |S1(0)| =
∫
S1(0)

dσ.

Nosso objetivo agora é calcular ωN e para isso introduzimos a função gama

Γ(x) =

∫ ∞
0

e−ttx−1 dt, x > 0.

Um simples cálculo1 mostra que Γ(x + 1) = xΓ(x). Ademais Γ(1) = 1, logo temos Γ(n) = (n − 1)!, para
n ∈ Z+ \ {0}. Da identidade ∫ ∞

0

e−tt−1/2 dt = 2

∫ ∞
0

e−s
2

ds,

segue que Γ(1/2) =
√
π. Agora

πN/2 =

∫
RN

e−|x|
2

dx

=

∫ ∞
0

∫
S1(0)

e−r
2

rN−1 dσ(y) dr

= ωN

∫ ∞
0

e−r
2

rN−1 dr

=
ωN
2

∫ ∞
0

e−ss
N−2

2 ds

=
ωN
2

Γ(N/2),

logo

ωN =
2πN/2

Γ(N/2)
.

Assim, para N = 2k temos Γ(N/2) = (k − 1)! e portanto

ω2k =
2πk

(k − 1)!
.

Por outro lado, para N = 2k + 1 temos

Γ(N/2) = Γ(k + 1/2) =

(
k − 1

2

)(
k − 3

2

)
· · · 1

2
Γ(1/2) = Γ(1/2)

k∏
l=1

(
k − 2l − 1

2

)
,

portanto

ω2k+1 =
2k+1πk

(2k − 1)(2k − 3) · · · 1
.

1use
d

dt
tx = xtx−1 e integre por partes.
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Podemos também calcular o volume da bola

|BR(x0)| = |BR(0)|

=

∫
BR(0)

dx

=

∫ R

0

∫
S1(0)

rN−1 dσ(y) dr

=
RNωN
N

.

Aplicando o teorema da divergência (1), temos a identidade

N |BR(0)| =
∫
SR(0)

〈y, y/R〉dσ(y) = R|SR(0)|,

que implica |SR(x0)| = ωNR
N−1. Por fim, faremos uso constante do seguinte fato∫

SR(0)

f(y) dσ(y) = RN−1

∫
S1(0)

f(Rz) dσ(z), f ∈ C(SR(0)). (4)

Para a demonstração da fórmula acima veja o exerćıcio 8.

3.1 Teorema. (A propriedade da média para funções harmônicas) Sejam Ω ⊂ RN um subconjunto
aberto e u uma função harmônica em Ω. Se BR(x0) tem fecho contido em Ω então

u(x0) =
1

|SR(x0)|

∫
SR(x0)

u(y) dσ(y).

3.2 Observação. Aplicando (4) no Teorema 3.1 obtemos

u(x0) =
1

ωNRN−1

∫
SR(x0)

u(y) dσ(y)

=
1

ωNRN−1

∫
SR(0)

u(x0 + y) dσ(y)

=
1

ωN

∫
S1(0)

u(x0 +Rz) dσ(z).

Demonstração (do Teorema 3.1). Definimos

v(x) =


1

|x− x0|N−2
, N ≥ 3,

− log |x− x0|, N = 2.

Um cálculo direto mostra que v é harmônica em RN \{x0}. Faremos a demonstração para o caso N ≥ 3, o
caso N = 2 tem demonstração análoga. Para 0 < ε < R, seja Uε = BR(x0) \Bε(x0). Aplicando a segunda
identidade de Green (3), temos∫

∂Uε

(
u(y)

∂v

∂~n
(y)− v(y)

∂u

∂~n
(y)

)
dσ(y) = 0.

Como v é constante em cada componente de ∂Uε = SR(x0) ∪ Sε(x0), podemos aplicar a Proposição 2.1 e
concluir ∫

SR(x0)

u(y)
∂v

∂~n
(y) dσ(y) =

∫
Sε(x0)

u(y)
∂v

∂~n
(y) dσ(y).
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Para y ∈ SR(x0), temos

∂v

∂~n
(y) =

N∑
j=1

∂v

∂yj
(y)

yj − x0j

R

=

N∑
j=1

(2−N)|y − x0|1−N
(yj − x0j)

2

|y − x0|R

= (2−N)R1−N ,

logo

(2−N)R1−N
∫
SR(x0)

u(y) dσ(y) = (2−N)ε1−N
∫
Sε(x0)

u(y) dσ(y),

e portanto
1

ωNRN−1

∫
SR(x0)

u(y) dσ(y) =
1

ωNεN−1

∫
Sε(x0)

u(y) dσ(y) −→ u(x0),

quando ε −→ 0, pois u é cont́ınua em x0. De fato, para formalizar esta última afirmação seja η > 0
arbitrário e tomemos δ > 0 tal que

|x− x0| < δ =⇒ |u(x)− u(x0)| < η.

Certamente podemos escrever esta propriedade assumindo que a bola de centro x0 e raio δ > 0 está contida
em Ω. Logo, se 0 < ε < δ,∣∣∣∣∣ 1

ωNεN−1

∫
Sε(x0)

u(y) dσ(y)− u(x0)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ 1

ωNεN−1

∫
Sε(x0)

u(y) dσ(y)− u(x0)
1

ωNεN−1

∫
Sε(x0)

dσ(y)

∣∣∣∣∣
≤ 1

ωNεN−1

∫
Sε(x0)

|u(y)− u(x0)|dσ(y) ≤ 1

ωNεN−1

∫
Sε(x0)

η dσ(y) = η,

o que demonstra nossa afirmação.

3.3 Corolário. (A propriedade da média volumétrica) Sejam Ω ⊂ RN um subconjunto aberto e u
uma função harmônica em Ω. Se BR(x0) tem fecho contido em Ω então

u(x0) =
1

|BR(x0)|

∫
BR(x0)

u(x) dx.

Demonstração. Para 0 ≤ ρ ≤ R, temos

u(x0) =
1

ωN

∫
S1(0)

u(x0 + ρy) dσ(y),

logo ∫ R

0

ρN−1u(x0) dρ =
1

ωN

∫ R

0

∫
S1(0)

u(x0 + ρy)ρN−1 dσ(y) dρ,

e portanto

u(x0) =
N

RNωN

∫
BR(x0)

u(x) dx.

3.4 Corolário. (Prinćıpio do máximo, forma forte) Seja Ω ⊂ RN um subconjunto aberto e conexo. Seja
u ∈ C2(Ω) real e harmônica. Suponha que supu = a < ∞. Se existir x0 ∈ Ω tal que u(x0) = a, então
u = a em Ω.
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Demonstração. Por hipótese o conjunto

A = {x ∈ Ω : u(x) = a}

é não vazio. Como A é claramente fechado em Ω (por que?) e também como Ω é conexo, bastará mostrar
que A é aberto em Ω. Seja então x∗ ∈ A e tomemos uma bola Br(x∗) com fecho contido em Ω. Como
a = supu temos, pela propriedade da média volumétrica

N

ωNRN

∫
Br(x∗)

{a− u(x)}︸ ︷︷ ︸
≥0

dx = 0,

de onde conclúımos que u(x) = a para x ∈ Br(x∗). A demonstração está completa.

Nosso objetivo agora é provar a rećıproca do Teorema 3.1

3.5 Teorema. Seja u ∈ C(Ω) e suponha que para cada x0 ∈ Ω temos

u(x0) =
1

RN−1ωN

∫
SR(x0)

u(y) dσ(y),

sempre que 0 < r < d(x0, ∂Ω) (distância de x0 a ∂Ω). Então u ∈ C∞(Ω) e é uma função harmônica em
Ω.

Antes de apresentar a demonstração do Teorema 3.5, precisamos desenvolver algumas ferramentas

3.6 Digressão. (Funções teste) A função

h(t) =

{
e−1/t, t > 0,

0, t ≤ 0.

é de classe C∞ em R, logo a função g(t) = h(1− t)h(1+ t) é de classe C∞, se anula fora do intervalo [−1, 1]
e vale g(0) > 0. Para x ∈ RN , definimos

ϕ(x) = Ag(|x|2), com A =

(∫
RN

g(|y|2) dy

)−1

,

logo ϕ é de classe C∞ em RN , se anula fora de B1(0), vale
∫
ϕ = 1 e ϕ é radial, ou seja, o valor ϕ(x) só

depende de |x|. Para cada ε > 0, definimos

ϕε(x) =
1

εN
ϕ
(x
ε

)
, x ∈ RN ,

de modo que ϕε é de classe C∞ em RN , se anula fora de Bε(0), vale
∫
ϕε = 1 e ϕε é radial.

Demonstração (do Teorema 3.5) Para cada ε > 0, considere o conjunto

Ωε = {x ∈ Ω : d(x, ∂Ω) > ε}.

A função dada por
Ωε × RN 3 (x, y) 7→ ϕε(x− y) ∈ R

é de classe C∞ e para cada x ∈ Ωε fixado, a correspondente função em y ∈ RN se anula no complementar
de um subconjunto compacto de Ω. Logo, verifica-se que a função

Uε(x) =

∫
RN

ϕε(x− y)u(y) dy,
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é de classe C∞ em Ωε (derivação sob o sinal de integração). Mostraremos abaixo que para x ∈ Ωε, tem-se
Uε(x) = u(x), o que pela arbitrariedade de ε > 0 permite concluir que u é de classe C∞. De fato

Uε(x) =
1

εN

∫
RN

ϕ

(
x− y
ε

)
u(y) dy

=

∫
B1(0)

u(x− εy)ϕ(y) dy

=

∫
S1(0)

∫ 1

0

u(x− εrẏ)ϕ(rẏ)rN−1 dr dσ(ẏ)

= A

∫ 1

0

rN−1g(r2)

(∫
S1(0)

u(x− εrẏ) dσ(ẏ)

)
︸ ︷︷ ︸

=ωNu(x)

dr

= Au(x)

∫
B1(0)

g(|x|2) dx

= u(x), x ∈ Ωε.

Resta mostrar que a função u é harmônica e para isto faremos uso do seguinte lema:

3.7 Lema. Sejam v ∈ C2(Ω), x0 ∈ Ω e para 0 < r < d(x0, ∂Ω) defina a função

λ(r) =

∫
S1(0)

v(x0 + ry) dσ(y).

Então

λ′(r) = rN−1

∫
Sr(x0)

∂v

∂~n
(z) dσ(z).

Assumindo a validade do lema por um momento vamos concluir a demonstração do teorema. Aplicando
o Lema 3.7 com u substituindo v e observando que então λ é constante seguirá que∫

Sr(x0)

∂u

∂~n
dσ(y) =

∫
Br(x0)

∆udx,

quaisquer que sejam x0 ∈ Ω e 0 < r < d(x0, ∂Ω). Assim ∆u = 0 em Ω e portanto resta agora demonstrar
o Lema 3.7.

Demonstração. (do Lema 3.7) Um cáculo direto fornece

λ′(r) =

∫
S1(0)

〈∇v(x0 + ry), y〉dσ(y)

= rN−1

∫
Sr(0)

〈∇v(x0 + z), z/r〉dσ(z)

= rN−1

∫
Sr(x0)

〈∇v(y), (y − x0)/r〉dσ(y),

de onde segue a conclusão.

3.8 Corolário. Toda função harmônica é de classe C∞.

3.9 Corolário. Seja {un} uma sequência de funções harmônicas em Ω. Se un −→ u uniformemente
sobre os compactos de Ω, então u é uma função harmônica.
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Demonstração. A função u é cont́ınua pois é limite uniforme sobre os compactos de Ω de uma sequência
de funções cont́ınuas. Para provar que u é harmônica basta então mostrar que u satisfaz a propriedade da
média. Seja então BR(x0) uma bola com fecho contido em Ω. Como cada un é harmônica temos

un(x0) =
1

ωNrN−1

∫
Sr(x0)

un(y) dσ(y), 0 < r ≤ R.

Passando ao limite estas igualdades quando n → ∞ segue a propriedade desejada, uma vez que a con-
vergência uniforme sobre os compactos de Ω da sequência {un} implica

1

ωNrN−1

∫
Sr(x0)

un(y) dσ(y) −→ 1

ωNrN−1

∫
Sr(x0)

u(y) dσ(y).

3.10 Corolário. Seja Ω ⊂ RN um subconjunto aberto e limitado. Suponha que o problema de Dirichlet
para Ω possui solução sempre que o valor na fronteira for a restrição de um polinômio em RN . Então Ω
é um aberto de Dirichlet.

Demonstração. Seja u0 ∈ C(∂Ω). Pelo teorema de Stone-Weierstrass existe uma sequência {pn} de po-
linômios em RN tal que pn → u0 uniformemente em ∂Ω. Para cada n existe un ∈ C∞(Ω)∩C(Ω̄) harmônica
em Ω satisfazendo un = pn em ∂Ω. Pelo Corolário 1.4

max
Ω̄
|um − un| = max

∂Ω
|um − un| = max

∂Ω
|pm − pn| −→ 0 quando m,n→∞.

Pelo critério de Cauchy para convergência uniforme, existe u ∈ C(Ω̄) tal que un → u uniformente em Ω.
Em particular u = u0 em ∂Ω. Finalmente, pelo corolário anterior u é harmônica, e portanto de classe C∞

em Ω.

Vimos que toda solução de classe C2 da equação ∆u = 0 é automaticamente de classe C∞. Na realidade
podemos dizer mais toda função harmônica é de fato real-anaĺıtica. Lembremos que se Ω ⊂ RN é aberto
e se f ∈ C∞(Ω) então f é real-anaĺıtica se para cada ponto x0 ∈ Ω a série de Taylor de f centrada em
x0 converge para f , uniforme e absolutamente, em uma vizinhança de x0. Uma propriedade equivalente é
a seguinte f ∈ C∞(Ω) é real-anaĺıtica se, e somente se, para toda bola fechada B contida em Ω existem
constantes C > 0 e h > 0 tais que

sup
B
|∂αu| ≤ Ch|α||α|!, α ∈ ZN+ . (5)

Para uma demonstração consultar o texto ”anaĺıticas” em

www.ime.usp.br/∼cordaro/analise-real-1o-semestre-de-2017.

3.11 Teorema. Toda função harmônica u em um aberto Ω de RN é real-anaĺıtica em Ω.

Demonstração. Como u é de classe C∞ é fácil então ver que ∂αu também é harmônica, qualquer que seja
α ∈ ZN+ . Sejam x0 ∈ Ω e R > 0 tal que BR(x0) tem fecho contido em Ω. Se j ∈ {1, . . . , N} aplicando a
propriedade da média volumétrica para ∂u/∂xj obtemos

∂u

∂xj
(x0) =

N

ωNRN

∫
BR(x0)

∂u

∂xj
(x)dx.

Seja ~X(x) = (0, . . . , 0, u(x), 0, . . . , 0), onde u(x) aparece na j-ésima posição. Então div ~X(x) = (∂u/∂xj)(x)
e portanto, pelo teorema da divergência,

∂u

∂xj
(x0) =

N

ωNRN

∫
Sr(x0)

〈 ~X(y), (y − x0)/R〉dσ(y).
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Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, ∣∣∣∣ ∂u∂xj (x0)

∣∣∣∣ ≤ N

R
sup
SR(x0)

|u| .

Sejam B ⊂ B′ ⊂ Ω bolas fechadas com raios r e r′ respectivamente, r < r′. Aplicando a desigualdade
precedente para um ponto arbitrário x0 ∈ B e R = r′ − r obtemos

sup
B

∣∣∣∣ ∂u∂xj
∣∣∣∣ ≤ N

r′ − r
sup
B′
|u|, j = 1, . . . , N. (6)

Estamos agora em posição para concluir a demonstração do teorema. Fixemos Br(x∗) uma bola com
fecho contido em Ω e seja d > 0 tal que a bola Br+d(x∗) também tenha fecho contido em Ω. Seja α
um multi-́ındice e aplique (6) iteradamente, para as bolas B

.
= Br+(i−1)d/|α|(x∗) ⊂ B′

.
= Br+id/|α|(x∗),

i = 1, . . . , |α|. Obtemos

sup
Br(x∗)

|Dαu| ≤ N |α||α||α|

d|α|
sup

Br+d(x∗)

|u| .

Uma vez que nn < enn! para todo n ∈ N provamos que u satisfaz (5) e portanto u é real-anaĺıtica em Ω.
A demonstração está completa.

4 Potencial newtoniano

O potencial newtoniano é dado pela expressão

E(x) =


− 1

(N − 2)ωN |x|N−2
, N ≥ 3,

1

2π
log |x|, N = 2.

Demonstra-se que E é uma função harmônica em RN \ {0} e pertence a L1
loc(RN ). Para esta última

informação basta mostrar que E é integrável em B1(0) e isto segue facilmente se escrevermos a integral de
−E(x) sobre B1(0) em coordenadas polares.

4.1 Teorema. (Terceira identidade de Green) Seja Ω ⊂ RN um aberto com fronteira regular. Seja
u ∈ C2(Ω). Para todo x ∈ Ω vale

u(x) =

∫
Ω

E(x− y)∆u(y) dy +

∫
∂Ω

(
u(y)

∂E

∂~ny
(x− y)− E(x− y)

∂u

∂~n
(y)

)
dσ(y).

Demonstração. Fixe x ∈ Ω. Para 0 < ε < d(x, ∂Ω), seja Uε = Ω \Bε(x). Temos∫
Uε

E(x− y)∆u(y) dy = ∫
∂Ω

(
E(x− y)

∂u

∂~n
(y)− u(y)

∂E

∂~ny
(x− y)

)
dσ(y)

−
∫
Sε(x)

(
E(x− y)

∂u

∂~nε
(y)− u(y)

∂E

∂~nε
(x− y)

)
dσ(y).
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Usando ∇E(x) = x/
(
ωN |x|N

)
qualquer que seja N ≥ 2, podemos passar ao limite

lim
ε→0

∫
Uε

E(x− y)∆u(y) dy =

∫
Ω

E(x− y)∆u(y) dy,

lim
ε→0

∫
Sε(x)

E(x− y)
∂u

∂~nε
(y) dσ(y) = 0,

lim
ε→0

∫
Sε(x)

u(y)
∂E

∂~nε
(x− y) dσ(y) = lim

ε→0

1

ωNεN−1

∫
Sε(x)

u(y) dσ(y) = u(x),

e segue a tese.

4.2 Corolário. Seja u ∈ C2(RN ) uma função com suporte compacto, ou seja, que se anule no comple-
mentar de um subconjunto compacto de RN . Então

u(x) =

∫
RN

E(x− y)∆u(y) dy, x ∈ RN .

5 Função de Green

Seja Ω ⊂ RN um subconjunto aberto e suponha que para cada x ∈ Ω o seguinte problema de Dirichlet
tenha solução {

∆vx = 0, em Ω,

vx = E(x− · ), em ∂Ω,
(7)

com vx ∈ C2(Ω). A função de Green para Ω é dada por

G(x, y) = E(x− y)− vx(y), (x, y) ∈ (Ω× Ω) \ {(z, z)z ∈ Ω}.

Como função de y, a função G(x, · ) é harmônica para y 6= x e G(x, · ) = 0 em ∂Ω.
Suponha agora que Ω seja um aberto com fronteira regular e seja u ∈ C2(Ω) . Aplicando o Teorema

4.1 (terceira identidade de Green), temos

u(x) =

∫
Ω

G(x, y)∆u(y) dy +

∫
Ω

vx(y)∆u(y) dy

+

∫
∂Ω

(
u(y)

∂G

∂~ny
(x, y) + u(y)

∂vx
∂~ny

(y)− vx(y)
∂u

∂~ny
(y)

)
dσ(y).

Por outro lado, a segunda identidade de Green (3) nos dá∫
∂Ω

(
u(y)

∂vx
∂~ny

(y)− vx(y)
∂u

∂~ny
(y)

)
dσ(y) = −

∫
Ω

vx(y)∆u(y) dy.

Portanto, temos a seguinte identidade (denominada fórmula de Poisson)

u(x) =

∫
Ω

G(x, y)∆u(y) dy +

∫
∂Ω

u(y)
∂G

∂~ny
(x, y) dσ(y).

Em suma, temos o seguinte teorema

5.1 Teorema. Seja Ω ⊂ RN um aberto um aberto com fronteira regular. Se u ∈ C2(Ω) é solução do
problema {

∆u = f, em Ω,

u = u0, em ∂Ω,
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em que f ∈ C(Ω) e u0 ∈ C(∂Ω), então

u(x) =

∫
Ω

G(x, y)f(y) dy +

∫
∂Ω

u0(y)
∂G

∂~ny
(x, y) dσ(y).

5.2 Exemplo. (Função de Green para a bola unitária) Consideremos Ω = B1(0), com N ≥ 3. Ou
seja, temos

E(x− y) =
1

ωN (2−N)
|x− y|2−N , x 6= y.

Seja x ∈ B1(0)\{0}. A função dada por vx(y) = |x|2−NE(x∗−y) é harmônica em B1(0) quando x∗ /∈ B1(0).
Tomemos x∗ o simétrico de x com relação a S1(0), ou seja, temos x∗ = x/|x|2. A propriedade fundamental
de x∗ é

|x− y| = |x||x∗ − y|, para |y| = 1.

De fato

〈x∗ − y, x∗ − y〉 =
1

|x|2
− 2

|x|2
〈x, y〉+ |y|2,

logo
|x|2|x∗ − y|2 = 1− 2〈x, y〉+ |x|2 = |x− y|2.

Portanto temos vx(y) = E(x− y) se |y| = 1 para x 6= 0. Quando x = 0, temos E(0− y) = 1/(ωN (2−N))
para |y| = 1, logo podemos tomar v0(y) = 1/(ωN (2−N)), ∀y ∈ B1(0).
Conclusão Para cada x ∈ Ω = B1(0), resolvemos o problema de Dirichlet (7), portanto a função de Green
para B1(0) é dada por

G(x, y) =


E(x− y)− |x|2−NE(x∗ − y), x 6= 0,

E(y)− 1

ωN (2−N)
, x = 0,

(8)

em que x∗ = x/|x|2.

5.3 Observação. Um racioćınio análogo ao do Exemplo 5.2 permite concluir que a função de Green para
B1(0) quando N = 2 é

G(x, y) =


1

2π
log |x− y| − 1

2π
log |x||x∗ − y|, x 6= 0,

1

2π
log |y|, x = 0,

(9)

em que x∗ = x/|x|2.

5.4 Exemplo. (Núcleo de Poisson para a bola unitária) Dando continuidade ao estudado no
Exemplo 5.2, temos para x 6= 0

∂G

∂~ny
(x, y) =

1

ωN

〈
− x− y
|x− y|N

+
|x|2−N (x∗ − y)

|x∗ − y|N
, y

〉
,

e usando o fato
|x|−N

|x∗ − y|N
=

1

|x− y|N
,

segue

K(x, y) =
∂G

∂~ny
(x, y) =

1

ωN |x− y|N
〈y − x+ x− |x|2y, y〉 =

1− |x|2

ωN |x− y|N
(10)

É um exerćıcio verificar que a fórmula (10) também vale quando N = 2. A função K definida pela fórmula
(10) é denominada núcleo de Poisson para B1(0). O núcleo de Poisson possui as seguintes propriedades
(exerćıcio)

12



1. Quaisquer que sejam x ∈ B1(0) e y ∈ S1(0), temos K(x, y) > 0;

2. Para todo x ∈ B1(0), vale ∫
S1(0)

K(x, y) dσ(y) = 1;

3. Quaisquer que sejam x ∈ B1(0) e y ∈ S1(0), temos ∆xK(x, y) = 0 (exerćıcio 5);

4. Se u ∈ C2(B1(0)) e ∆u = 0 em B1(0), então

u(x) =

∫
S1(0)

K(x, y)u(y) dσ(y), x ∈ B1(0).

5.5 Teorema. (Solução do problema de Dirichlet para a bola unitária) Seja u0 ∈ C(S1(0)).
A função dada por

u(x) =


∫
S1(0)

K(x, y)u0(y) dσ(y), x ∈ B1(0),

u0(x), x ∈ S1(0),

é harmônica em B1(0) e cont́ınua em B1(0).

Demonstração. Derivando sob o sinal de integração, a propriedade (3.) do núcleo de Poisson implica que
u é harmônica em B1(0). Só precisamos então mostrar que u é cont́ınua em y0 ∈ S1(0), arbitrário. Ou
seja, temos que mostrar

lim
B1(0)3x→y0

∫
S1(0)

K(x, y)u0(y) dσ(y) = u0(y0). (11)

Aplicando a propriedade (2.) do núcleo de Poisson, temos∫
S1(0)

K(x, y)u0(y) dσ(y)− u0(y0) =

∫
S1(0)

K(x, y)(u0(y)− u0(y0)) dσ(y).

Escrevamos esta última integral como I1 + I2 em que

I1 =

∫
V0

K(x, y)(u0(y)− u0(y0)) dσ(y),

I2 =

∫
S1(0)\V0

K(x, y)(u0(y)− u0(y0)) dσ(y),

e V0 é uma vizinhança de y0 em S1(0) que escolheremos a seguir. Seja ε > 0. Tomemos V0 tal que se
y ∈ V0, então |u0(y)− u0(y0)| < ε/2. Aplicando as propriedades (1.) e (2.) do núcleo de Poisson, temos

|I1| ≤
ε

2

∫
S1(0)

K(x, y) dσ(y) =
ε

2
.

Para a outra parcela, temos

|I2| ≤ 2 sup |u0|
∫
S1(0)\V0

K(x, y) dσ(y),

mas

lim
B1(0)3x→y0

∫
S1(0)\V0

K(x, y) dσ(y) = 0,

uma vez que para x próximo de y0 o denominador em (10) será limitado inferiormente e o numerador em
(10) tenderá a zero. Portanto, existe δ > 0 tal que |I2| ≤ ε/2 se x ∈ B1(0) ∩Bδ(y0).
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5.6 Observação. Seja u0 ∈ C(SR(x0)). Então a função

S1(0) 3 y 7→ u0(x0 +Ry) ∈ C,

é cont́ınua em S1(0). Seja U ∈ C(B1(0)) harmônica em B1(0) tal que U(y) = u0(x0 +Ry) para y ∈ S1(0).
Defina u(x) = U((x − x0)/R), x ∈ BR(x0). Então u é harmônica em BR(x0), cont́ınua em BR(x0) e
coincide com u0 em SR(x0). Se x ∈ BR(x0), temos

u(x) =

∫
S1(0)

K

(
x− x0

R
, y

)
u0(x0 +Ry) dσ(y)

=
1

RN−1

∫
SR(0)

K

(
x− x0

R
,
z

R

)
u0(x0 + z) dσ(z)

=
1

RN−1

∫
SR(x0)

K

(
x− x0

R
,
y − x0

R

)
u0(y) dσ(y)

=

∫
SR(x0)

KR,x0(x, y)u0(y) dσ(y),

em que

KR,x0(x, y) =
1

ωNR

R2 − |x− x0|2

|x− y|N
.

A função KR,x0
é denominada núcleo de Poisson para BR(x0).

A seguir, apresentaremos algumas consequências do Teorema 5.5.

5.7 Teorema. (Singularidades remov́ıveis) Seja Ω ⊂ RN um subconjunto aberto e seja x0 ∈ Ω. Se u
é uma função harmônica em Ω \ {x0} tal que

lim
x→x0

u(x)

E(x− x0)
= 0,

então existe ũ harmônica em Ω tal que ũ = u em Ω \ {x0}.

Demonstração. Suponha que N ≥ 3 (a demonstração para N = 2 é análoga). Podemos supor que u é
uma função real. Seja δ > 0 tal que Bδ(x0) b Ω. Seja v a função harmônica em Bδ(x0) tal que v = u em
Sδ(x0). Seja w = u− v em Bδ(x0) \ {x0} (note que w é real e é harmônica em Bδ(x0) \ {x0}). É suficiente
mostrar w = 0. A hipótese sobre u garante a validade do seguinte limite

lim
x→x0

w(x)

|x− x0|2−N − δ2−N = 0.

Logo, dado ε > 0, tome 0 < r < δ tal que

|w(x)| ≤ ε(|x− x0|2−N − δ2−N ), ∀x ∈ Br(x0) \ {x0}.

Observe que a função x 7→ ε(|x−x0|2−N − δ2−N ) é positiva e harmônica em Bδ(x0) \Br(x0), vale zero em
Sδ(x0) e é limitante superior de |w(x)| em Sr(x0). Aplicando o Corolário 1.4 (prinćıpio do máximo) para
±w(x)− ε(|x− x0|2−N − δ2−N ) em Bδ(x0) \Br(x0), podemos concluir

|w(x)| ≤ ε(|x− x0|2−N − δ2−N ), ∀x ∈ Bδ(x0) \ {x0}.

Como ε é arbitrário, segue que w = 0.
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5.8 Exemplo. (Zaremba) Seja Ω = B1(0) \ {0}. E considere o seguinte problema de Dirichlet
∆u = 0 em Ω,

u(x) = 0 em S1(0),

u(0) = 1.

Suponha que o problema acima admita uma solucão u ∈ C2(Ω)∩C(Ω). Como u é limitada em Ω, podemos
aplicar o Teorema 5.7 (singularidades remov́ıveis) e concluir que u é harmônica em B1(0). Logo, pelo
Corolário 1.4 (prinćıpio do máximo), temos u = 0 em B1(0), uma contradição. Portanto, o problema de
Dirichlet acima não admite solução em C2(Ω) ∩ C(Ω).

Para o que segue, denotaremos

H = {x ∈ RN : x = (x1, . . . , xN ), xN > 0}.

5.9 Teorema. (Prinćıpio da reflexão de Schwarz) Seja u ∈ C(H) uma função harmônica em H.
Suponha que u = 0 em ∂H e defina

ũ(x) =

{
u(x), x ∈ H,

−u(x1, . . . , xN−1,−xN ), x /∈ H.

Então ũ é harmônica em RN .

Demonstração. A função ũ é cont́ınua e harmônica em RN \ ∂H. Temos que mostrar que ũ é harmônica
em uma vizinhança de um ponto arbitrário de ∂H. Sejam x0 ∈ ∂H e δ > 0 arbitrários. Seja v ∈ C(Bδ(x0))
a função harmônica em Bδ(x0) tal que v = ũ em Sδ(x0). Mostremos que v = 0 em Bδ(x0) ∩ ∂H. De
fato, pondo v](x) = −v(x1, . . . , xN−1,−xN ), x ∈ Bδ(x0), temos que v] é harmônica em Bδ(x0) e para
x ∈ Sδ(x0) temos

v](x) = −v(x1, . . . , xN−1,−xN ) = −ũ(x1, . . . , xN−1,−xN ) = ũ(x) = v(x),

logo v] = v em Bδ(x0), i.e., a função v é ı́mpar em xN , e portanto v = 0 quando xN = 0. Considere
w = ũ− v. A função w é harmônica em Bδ(x0)∩H, cont́ınua em Bδ(x0) ∩H e vale zero na fronteira deste
conjunto, portanto ũ = v em Bδ(x0) ∩H. Analogamente, temos ũ = v em Bδ(x0)∩{x ∈ RN xN ≤ 0}.

6 A desigualdade de Harnack

6.1 Teorema. (Desigualdade de Harnack) Seja u uma função harmônica em BR(x0) tal que u ≥ 0
e seja x ∈ BR(x0). Então(

R

R+ |x− x0|

)N−2
R− |x− x0|
R+ |x− x0|

u(x0) ≤ u(x) ≤
(

R

R− |x− x0|

)N−2
R+ |x− x0|
R− |x− x0|

u(x0). (12)

Demonstração. Tome |x− x0| < ρ < R. Temos

u(x) =
ρ2 − |x− x0|2

ρωN

∫
Sρ(x0)

u(y)

|y − x|N
dσ(y),

e ρ− |x− x0| ≤ |y − x| ≤ ρ+ |x− x0|, para y ∈ Sρ(x0). Como u ≥ 0, temos

ρ2 − |x− x0|2

ρωN

1

(ρ+ |x− x0|)N

∫
Sρ(x0)

u(y) dσ(y) ≤ u(x) ≤

ρ2 − |x− x0|2

ρωN

1

(ρ− |x− x0|)N

∫
Sρ(x0)

u(y) dσ(y),
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então basta usar ∫
Sρ(x0)

u(y) dσ(y) = ωNρ
N−1u(x0),

simplificar e fazer ρ −→ R.

Nas aplicações, será muito útil a seguinte versão da desigualdade de Harnack

6.2 Corolário. Seja u uma função harmônica em BR(x0) tal que u ≥ 0 e seja 0 < r < R. Então(
R− r
R+ r

)N
u(x′) ≤ u(x) ≤

(
R+ r

R− r

)N
u(x′), ∀x, x′ ∈ Br(x0).

Demonstração. Aplicando o Teorema 6.1, temos(
R

R+ r

)N−2
R− r
R+ r

u(x0) ≤ u(x) ≤
(

R

R− r

)N−2
R+ r

R− r
u(x0),

para x ∈ Br(x0) já que neste caso |x−x0| ≤ r.. Agora, se u = 0 em BR(x0), então a desigualdade é óbvia.
Caso contrário, temos u > 0 (Corolário 3.4) e basta escrever a desigualdade acima para u(x′) e fazer uma
divisão.

6.3 Corolário. (Teorema da convergência monótona de Harnack) Sejam Ω ⊂ RN aberto e
conexo e {un} uma sequência de funções harmônicas em Ω tal que un ≤ un+1, ∀n ∈ Z+. Então ocorre um
dos dois casos

1. Existe x0 ∈ Ω tal que {un(x0)} é limitada. Neste caso, a sequência {un} converge uniformemente
sobre os compactos de Ω (para uma função harmônica);

2. Para todo x ∈ Ω, temos limun(x) = ∞. Neste caso, temos un −→ ∞ uniformemente sobre os
compactos de Ω.

Demonstração. Considere os conjuntos

Ω1 =
{
x ∈ Ω : sup

n
un(x) <∞

}
,

Ω2 =
{
x ∈ Ω : sup

n
un(x) =∞

}
.

Vamos mostrar que Ω1 e Ω2 são abertos. Se x1 ∈ Ω1 tome r > 0 tal que Br(x1) tem fecho contido em Ω.
É uma simples consequência do corolário 6.2 a existência de C > 0 tal que

0 ≤ un+p(x)− un(x) ≤ C(un+p(x1)− un(x1)), ∀x ∈ Br(x1), ∀n, p ∈ N

Assim Br(x1) ⊂ Ω1 e {un} é uniformemente convergente em Br(x1). Em particular Ω1 é aberto. Do
mesmo modo, assumindo que x2 ∈ Ω2 se tomarmos ρ > 0 tal que Bρ(x2) tem fecho contido em Ω então
Bρ(x1) ⊂ Ω2 e {un} diverge uniformemente para +∞ em Bρ(x2). Em particular Ω2 é também aberto e a
tese segue do fato de Ω ser conexo.

6.4 Corolário. (Teorema de Liouville) Seja u uma função harmônica em RN e real. Se supu <∞
ou inf u > −∞, então u é constante. Em outras palavras, se u é harmônica em RN então ou u é constante
ou a imagem de u é igual a R.

Demonstração. Considerando −u se necessário e subtraindo uma constante conveniente podemos assumir
u ≥ 0. Aplicamos o Corolário 6.2, com x′ = 0 e x ∈ RN arbitrário. Tomando r > |x| e fazendo R −→ ∞
segue u(x) = u(0).
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O problema de Dirichlet para H consiste em, dada u0 ∈ C(∂H), determinar u harmônica em H, cont́ınua
em H e satisfazendo u = u0 em ∂H. Este problema não goza de unicidade pois se u é uma solução então
u(x) + xN também será. Teremos unicidade, entretanto, se nos restingirmos ao ambiente das funções
limitadas.

6.5 Teorema. Seja u é harmônica em H, cont́ınua em H e limitada. Se u = 0 em ∂H então u é
identicamente nula.

Demonstração. Pelo teorema 5.9 existe ũ harmônica em R coincidindo com u em H; além do mais, dada a
representação expĺıcita de ũ no teorema 5.9 segue que ũ é limitada se u o for. Pelo Teorema de Liouville
ũ é constante. Como porém ũ se anula em ∂H segue que ũ, e a fortiori u, se anula identicamente.

Uma versão, em uma direção um pouco diferente, do Teorema de Liouville pode ser obtida simplesmente
usando a propriedade da média volumétrica. Concluiremos nosso texto com este resultado.

6.6 Teorema. Seja u uma função harmônica em RN . Suponha que existam constantes C > 0 e θ ∈ [0, 1[
tais que

|u(x)| ≤ C(1 + |x|θ), x ∈ RN . (13)

Então u é constante.

Note que este resultado é preciso uma vez que uma função polinomial de grau 1 em RN é uma função
harmônica que satisfaz (13) com θ = 1.

Demonstração. Seja x ∈ RN , x 6= 0. Para qualquer R > 0, temos

|u(x)− u(0)| = N

RNωN

∣∣∣∣∣
∫
BR(x)

u(y) dy −
∫
BR(0)

u(y) dy

∣∣∣∣∣
=

N

RNωN

∣∣∣∣∫
A1

u(y) dy −
∫
A2

u(y) dy

∣∣∣∣
em que

A1 = {y ∈ RN |y − x| < R e |y| > R},
A2 = {y ∈ RN |y| < R e |y − x| > R}.

Observe que para y ∈ A1 temos R < |y| < R+ |x| e que para y ∈ A2 temos R− |x| < |y| < R. Portanto

|u(x)− u(0)| ≤ N

RNωN

∫
R−|x|≤|y|≤R+|x|

|u(y)|dy

≤ CN

RNωN

∫
R−|x|≤|y|≤R+|x|

(1 + |y|θ)dy

=
CN

RN

∫
R−|x|≤r≤R+|x|

(1 + rθ)rN−1dr

=
CN(1 + (R+ |x|)θ)

RN

∫
R−|x|≤r≤R+|x|

rN−1dr

=
CN

RN
(1 + (R+ |x|)θ)

[
(R+ |x|)N − (R− |x|)N

]
−→ 0,

quando R −→∞ uma vez que (R+ |x|)N − (R− |x|)N é um polinomio de grau N − 1.
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Exerćıcios

1. Mostre que se u é harmônica em RN e se T : RN → RN é uma transformação ortogonal então u ◦ T
também é harmônica em RN . Lembre que uma transformação linear T : RN → RN é ortogonal se
(tT )T = T (tT ) = I, a aplicação identidade.

2. Determine todas as funções harmônicas em Rn \ {0} da forma u(x) = f(|x|), onde f :]0,∞[→ R é de
classe C2.

3. Use o resultado obtido no exerćıcio anterior para obter u harmônica em Ω = {x ∈ RN : r < |x| < R},
onde 0 < r < R < ∞, cont́ınua em Ω e satisfazendo u(x) = a se |x| = r, u(x) = b se |x| = R (aqui
a, b ∈ R).

4. Sejam Ω ⊂ RN aberto, u harmônica em Ω e x0 ∈ Ω. Mostre que se N ≥ 2 então u−1{u(x0)} é
infinito. E quando N = 1?

5. Fixado y ∈ RN defina

V (x) =
|y|2 − |x|2

|y − x|N
, x ∈ RN \ {y}.

Mostre que V é harmônica em RN \ {y}.

6. Calcule as integrais ∫
S1(0)

yjdσ(y),

∫
S1(0)

yjykdσ(y).

7. Sejam (x, y) as coordenadas em R2 e considere os ODPL com coeficientes constantes:

∂

∂z

.
=

1

2

(
∂

∂x
− i ∂

∂y

)
,

∂

∂z̄

.
=

1

2

(
∂

∂x
+ i

∂

∂y

)
.

Mostre que

∆ = 4
∂

∂z

∂

∂z̄
.

8. Sejam R > 0 e f : SR(0)→ R cont́ınua. Mostre que∫
SR(0)

f(y)dσ(y) = RN−1

∫
S1(0)

f(Rz)dσ(z).

Sugestão: Mostre, primeiramente, que esta fórmula é válida para f ∈ C2(RN ) escrevendo a expansão
de Taylor de f de ordem 1 na origem na forma

f(x) = f(0) +

N∑
j=1

gj(x)xj , com gj ∈ C1(RN ),
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e aplicando o teorema da divergência para o campo ~g = (g1, . . . , gN ). Conclua o caso geral evocando
o teorema de Stone-Weierstrass.

9. Seja Ω ⊂ RN um aberto com fronteira regular e conexo. Seja, também, f : R → R satisfazendo
tf(t) ≥ 0 para todo t ∈ R. Mostre que toda solução u ∈ C2(Ω̄) do problema{

∆u = f(u) em Ω
∂u/∂~n = 0 em ∂Ω

(∗)

é necessariamente constante (aqui ~n denota a normal unitária exterior a ∂Ω). Determine, também,
uma condição adicional sobre f que garanta que toda solução de (∗) se anula identicamente.

10. Seja Ω um subconjunto aberto de RN , Ω 6= RN , e seja u uma função harmônica em Ω. Mostre que
para cada subconjunto compacto K de Ω vale a desigualdade

sup
x∈K
|u(x)| ≤ N

ωNdist (K, ∂Ω)N

∫
Ω

|u(x)|dx.

Conclua o seguinte resultado: se u é harmônica em RN e se u ∈ L1(RN ) então u = 0.

11. Seja Ω ⊂ RN um aberto limitado e com fronteira regular. Seja também g ∈ C(Ω̄). Mostre que não
existe solução u ∈ C2(Ω̄) para o problema{

(∆u) (x) = eg(x), x ∈ Ω;
(∂u/∂~n)(y) = 0, y ∈ ∂Ω.

Aqui ~n é normal a ∂Ω e exterior a Ω.

12. Seja Ω um aberto limitado de RN e considere uma sequência {uj} de funções harmônicas em Ω, cada
uma delas cont́ınua em Ω̄. Suponha que

max
y∈∂Ω

|uj(y)− uk(y)| ≤ 1

j
+

1

k
, j, k = 1, 2, . . .

Mostre que {uj} converge uniformemente em Ω̄ para uma função u ∈ C(Ω̄), que é ainda harmônica
em Ω.

13. Seja D = {(x1, x2) ∈ R2 : x2
1 + x2

2 < 1}. Suponha que exista u harmônica em D, cont́ınua em D̄ e
que coincide com a função 2x2

1 em ∂D. Determine u(0).

14. Sejam U = {x : x ∈ RN , x 6= 0} e f ∈ C2(U). Defina, para x ∈ U ,

f](x) =

∫
S1(0)

f(|x|ω)dσ(ω).

Mostre que ∆(f]) = (∆f)].

Sugestão: Utilize o teorema da divergência e a fórmula de integração em coordenadas polares.

15. Sejam Ω um aberto regular de R2, com fronteira de classe C1, u ∈ C2(Ω̄), x ∈ Ω e

E(y) =
1

2π
log |y| y ∈ R2, y 6= 0.

Verifique a validade da fórmula

u(x) =

∫
Ω

E(x− y) ∆u(y) dy +

∫
∂Ω

{
u(y)

∂E(x− y)

∂ ~ny
− E(x− y)

∂u

∂~n
(y)

}
dσ(y).
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16. Proceda formalmente para determinar a função de Green e a fórmula de Poisson para o semi-espaço

H = {x = (x1, . . . , xN ) ∈ RN : xN > 0}.

Conclua que, para N = 2, a única solução limitada do problema de Dirichlet para o semi-espaço
x2 > 0, com dado de fronteira v0 ∈ C(∂H) ∩ L∞(∂H), é dada por

v(x1, x2) =
1

π

∫ ∞
−∞

x2

(x1 − y)2 + x2
2

v0(y) dy .

17. Verifique que a função de Green para a bola B1(0) em R2 é dada por

G(x, y) =
1

2π

{
log |x− y| − log[|x|2|y|2 + 1− 2(x · y)]1/2

}
.

18. Sejam Ω um aberto em RN e F ⊂ Ω tais que F não tem pontos de acumulação em Ω. Mostre que se
u é harmônica e limitada em Ω \ F então u se estende a uma função harmônica em Ω.

19. Seja f ∈ C∞(RN ) se anulando no complementar de um compacto de RN . Denotando por E(x) o
potencial newtoniano em RN mostre que

u(x) =

∫
RN

E(x− y)f(y) dy, x ∈ RN ,

é de classe C∞ e que ∆u = f em RN .

20. Seja u harmônica em Ω = {x ∈ R2 : |x| > 1}. Mostre que

v(y) = u

(
y1

|y|2
,− y2

|y|2

)
é harmônica em U = {y ∈ R2 : 0 < |y| < 1}. Sugestão: Para simplificar os cálculos defina
g1 = y1|y|−2, g2 = −y2|y|−2 e mostre que (g1)y1 = (g2)y2 , (g1)y2 = −(g2)y1 .

21. Seja Ω como no exerćıcio anterior. Demonstre a unicidade para o seguinte problema:{
∆u = 0 em Ω
u = u0 em S1(0).

Aqui assumimos u0 cont́ınua em S1(0) e impomos u cont́ınua e limitada em Ω.

22. Sejam Ω ⊂ RN aberto, u ∈ C2(Ω) e f ∈ C∞(Ω) tais que ∆u = f . Mostre que u ∈ C∞(Ω). Sugestão:
É suficiente mostrar que u|B é de classe C∞ para qualquer bola aberta B com fecho contido em Ω.
Fixada uma tal bola mostre que existe g ∈ C∞(RN ) se anulando no complementar de um compacto
de RN ecoincidindo com f em B (cf. as notas de aula da disciplina ”Cálculo Integral”mencionadas
no texto). Resolva ∆v = g utilizando o exerćıcio 18 acima.

23. Sejam Ω ⊂ RN aberto e u ∈ C2(Ω). Suponha que vale a seguinte propriedade:

• dado x ∈ Ω existe δ = δ(x) > 0 tal que

u(x) =
1

ωNrN−1

∫
Sr(x)

u(y)dσ(y), 0 < r ≤ δ.

Mostre que u é harmônica em Ω.

20



24. Sejam Ω ⊂ RN aberto e conexo e u harmônica em Ω. Mostre que se u se anula em um aberto não
vazio de Ω então u se anula identicamente em Ω.

25. Seja Ω um subconjunto aberto e conexo de RN satisfazendo a seguinte propriedade:

x = (x1, . . . , xN−1, xN ) ∈ Ω =⇒ (x1, . . . , xN−1,−xN ) ∈ Ω.

Seja u uma função harmônica em

Ω+ = {x = (x1, . . . , xN ) ∈ Ω : xN > 0},

cont́ınua em
Ω• = {x = (x1, . . . , xN ) ∈ Ω : xN ≥ 0},

e nula quando xN = 0. Conclua que existe uma única função ũ em Ω que coincide com u em Ω+.

26. Seja Ω = {(x1, x2) ∈ R2 : x1 > 0, x2 > 0}. Resolva o problema ∆u = 0 em Ω, u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω̄), limitada;
u(x1, 0) = u0(x1), x1 ≥ 0;
u(0, x2) = 0, x2 ≥ 0,

onde u0 é cont́ınua e limitada em [0,∞[, u0(0) = 0. Sugestão: Use o exerćıco 16.

27. Sejam Ω ⊂ RN aberto e u ∈ C2(Ω). Mostre que as propriedades abaixo são equivalentes:

(a) ∆u(x) ≥ 0, para todo x ∈ Ω

(b) Para todo x0 ∈ Ω e todo r > 0 tal que Br(x0) ⊂ Ω vale

u(x0) ≤ 1

ωN

∫
S1(0)

u(x0 + ry) dσ(y).

Sugestão: Para (1) ⇒ (2) estude a derivada da função

g(t) =
1

ωN

∫
S1(0)

u(x0 + ty)dσ(y), 0 ≤ t ≤ r.

Para (2) ⇒ (1) escreva a expansão de Taylor de ordem 2 de u em torno de x0 e utilize o exerćıcio 6.

28. Sejam Ω um aberto de RN eH(Ω) o espaço constitúıdo pelas funções harmônicas em Ω que pertencem
a L2(Ω). Mostre que H(Ω) é um subespaço fechado de L2(Ω).

29. Sejam Ω um subconjunto aberto de RN e A ⊂ C∞(Ω) uma famı́lia de funções harmônicas satisfazendo
a seguinte propriedade: para todo K ⊂ Ω compacto existe C > 0 tal que supK |u| ≤ C, ∀u ∈ A.
Mostre que a mesma propriedade é válida para as famı́lias

Aj
.
=

{
∂u

∂xj
: u ∈ A

}
, j = 1, . . . , N.

Conclua, usando o Teorema de Arzelà-Ascoli, que para todoK ⊂ Ω compacto, o conjunto {u|K : u ∈ A} ⊂
C(K) é relativamente compacto em C(K). Aqui, como é usual, estamos munindo C(K) com a
distância d(f, g) = supK |f − g|.

- - - - - oooo - - - - -
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