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1. Seja © C RY um aberto limitado e suponha que para uma dada sequéncia {f;} em
C(0f2) o problema de Dirichlet para € tenha solucao com dado de fronteira f;, j =1,2.. ..
Suponha que f; — f uniformemente sobre J€2. Mostre entao que o problema de Dirichlet
para €2 tem solucao com dado de fronteira f.

Solugdo: Para cada j seja u; € C%(2) N C(Q) a solugio do problema de Dirichlet com
dado de fronteira f;. Como a sequéncia {f;} ¢ uniformemente convergente ela satisfaz o
critério de Cauchy para convergéncia uniforme. Assim, como {u;} é uma sequéncia de
fungoes harmonicas, pelo principio do maximo em sua forma fraca,

max |u; — ug| = max lu; —up] — 0 quando j, k — oo.
Q

Logo a sequéncia {u;} satisfaz o critério de Cauchy para convergéncia uniforme em Qe
portanto existe u € C(€2) tal que u; — u uniformemente em 2. Em particular u; — u
uniformemente sobre os compactos de €2 de onde segue que u é harmonica em 2. Finalmente

ulpg = lim ujlpg = lim f; = f
j—o0 j—o0

e portanto u e solucao do problema de Dirichlet com dado de fronteira f. 0
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2. Sejam Q um aberto em RY e F' C  tais que F nao tem pontos de acumulacio em
2. Mostre que se u é harmonica e limitada em Q \ F' entdao u se estende a uma fungao
harmonica em 2.

Solugao. Como F' nao tem pontos de acumulacao em €2 dado x € F existe r > 0 tal que
B.(z) C Qe B.(x)NF = {z}. Assim basta mostrar que a fungao harmonica v = u|p, (2)\ {z}
se estende a uma fun¢do harmoénica definida em B,(z). Agora v é limitada (pois u é
limitada) e também

)
lim ———— =0,
y=e By — x)
pois |v(y)| < M para algum M > 0 e lim,,, 1/E(y — ) = 0. Aplicando o teorema da
singularidade removivel segue o resultado U
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3. Seja © C RY um aberto limitado ‘e com fronteira regular. Seja também g € C(Q).
Mostre que nao existe solugao u € C?(Q2) para o problema

{ (Au) (z) = 9@ 2 €
(Ou/0n)(y) =0, y € I9.



Aqui 77 é normal a 0f) e exterior a ).

Solugao. Suponha que 0 problema admita uma solucao w e aplique o _teorema da di-
vergéencia para o campo Vu que tem componentes em C*(Q). Como divVu = Au temos

ou
o0 On

/ Au(z) de = / (Vau(y), i(g)do(y) = | L4(y)doly) = 0.
Q o0

/ 9 dp = 0,
Q

o que uma contradicdo, pois se g(z) > ¢ para x € Q (tal ¢ existe pois g é continua e  é
compacto) obtemos

Asssim obtemos

/ eI dz > e|Q] > 0.
Q
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4. Seja Q um subconjunto aberto de RY e seja u uma funcao harmonica em Q. Mostre
que se Br(x) tem fecho contido em  entdo para todo x € Br(xg) tem-se
1 R? — |z — x?

WNE Jyesp(zo) |z =y

(%) u(r) =

u(y) do(y).

Conclua deste fato que toda fungao harmonica é de fato de classe C*.

Solugao. Para z € B,(xy) defina v(x) pelo lado direito da férmula (x). Entao v €
C?*(B,(x0)) N C(B,(xg)) resolve o seguinte problema de Dirichlet:

Av =0 em B,(x9), v =u em S,(xo).

Como a restricao de u a B,(xg)) também resolve este mesmo problema de Dirichlet, por
unicidade (principio do maximo, forma fraca) obtemos u = v, e a primeira parte do exercicio
estd verificada. Para provar que u é C'™° basta mostrar que a restricao de u a qualquer bola
Br(zg) com fecho contido em € é de classe C*. Logo basta mostrar que a integral no lado
direito da férmula (%) é de classe C> em Bpg(zo). Agora a fungdo

(1) Bg(wg) > 7 Ry

¢ infinitamente diferencidvel para cada y € Sg(xo) fixado; além disto se K C Bg(zg) é
compacto e se a € ZLY existe C > 0 tal que a derivada de ordem « de (f) tem valor
absoluto limitado por C' se x € K e se y € Sgr(xp). Isto permite a derivagao de qualquer
ordem sob o sinal de integracao, o que mostra o que queremos.
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5. Seja Q2 C RY aberto e denote por D; = 9/0x;, j=1,...,N.

1. Mostre que se u ¢ harmonica em 2 o mesmo ¢é verdade para Dju, j =1,..., N;



2. Seja Bgr(xo) com fecho contido em 2. Use a propriedade da média volumétrica para
mostrar que se v € harmonica em () entao

|Dju(xo)| <

=)=

sup |ul.
Sr(zo)

3. Sejam K C Q compacto e U C Q aberto tais que K C U e U é compacto em (.
Mostre que se u é harmonica em {2 entao

Diu| < ——— .
sup | Djul < G gy supll

4. Conclua que se {u,} é uma sequéncia de fungoes harmonicas em {2 que converge
uniformemente sobre os compactos de €2 para u entao o mesmo é verdade para as
sequéncias {Dju,}, j=1,...,N, com D;u, — D;u.

Solucgao Toda funcao harmoénica é de classe C*°. Em particular é de classe C? e portanto
D;iD}u = DiDju, k=1,...,N.
Logo
N N N
ADju=Y DiDju=> D;Diu=D;Y Dju=D;Au=0.
k=1 k=1 k=1

Isto mostra (1). Para (2) note que aplicando a propriedade da média volumétrica para D;u

obtemos
N

UJNRN Br(zo)

Dju(xy) = Dju(x)dx.

Seja X () = (0,...,0,u(x),0,...,0), onde u(z) aparece na j-ésima posicio. Entdo div X (z) =
Dju(x) e portanto, pelo teorema da divergéncia,

N
wNRN S (

(X(y), (y — 20)/R) do(y).

x0)

Dju(xo) =

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,
(X (W), (y — z0)/R)| < |X(y)| - |y — ol /R
lu(y)l 1
—Ju(y =

e portanto

N / — N N1
Du(zxg)| < X)), (y —z9)/R)|do(y) < sup |u| | wyR
IDu(en)| < o [ R, o= a0/l o) < o { sup )

o que mostra (2).



Sejam agora K e U como em (3). Seja p = dist(K,0U); se x € K entao B,(z) C U.
Em particular S,(z) C U e portanto, por (2),

N N N
Dju()] < 2 sup [u] < = sup |u| = — sup [u].
Sp(ﬂf) U U

Como z € K ¢é arbitrério segue (3).

Seja finalmente {u,} como em (4). Por um resultado provado em classe (reciproca da
propriedade da média) segue que u é harmonica em 2. Vamos provar que Dju, — Dju
uniformemente sobre os compactos de 2. Fixemos um compacto K de €2 e escolhamos
U como (3) em (por exemplo, podemos tomar U = {z : dist(z, K) < ¢}, com ¢ > 0
suficientemente pequeno). Aplicando (3), onde substituimos u por u,, — u, obtemos

N
sup |1D;(un — u)| = sup | Djun — Dju| < dst (K, o0) WP |un — ul,

desigualdade esta valida para todo j =1,..., N e todo n € N. Como sup;; |D;u, —u| = 0
quando n — oo o mesmo vale para supg |D;u, — ul, o que conclui o argumento.
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