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3a. prova - Gabarito

1. Seja {a,} uma sequéncia de ntimeros reais tal que Y -~ n?|a,| < co. Mostre que a série

[e.e]
.2
u(z,t) = E ane " 'sennx
n=1

define uma fungao infinitamente diferencidvel em Rx]0, oo|, de classe C!' em R x [0, 00[ e
satisfazendo u; — Uz, = 0 em Rx]0, 0o.

Solugao. Vamos primeiramente verificar que a série define uma fugao infinitamente dife-
rencidvel em Rx]0, oo[. Observe que

FOF (ane " 'senna) = +a,n* e " g(nx)

onde g = sen ou g = cos. Seja K C Rx]0,00[ compacto. Existe € > 0 tal que (x,t) €
K =t > ¢. Logo

sup |820F (ane ™ tsennz)| < |a,|n? e

(z,t)eK
Note agora que > - n?la,| < oo implica que a sequéncia {a,} é limitada em R. Pelo
critério da raiz a série ) >~ n2ktig—en® ¢ convergente e portanto u é de classe C'*° em
R x]0, oo pelo exercicio 1 da lista extra. Além do mais, pelo mesmo exercicio, as derivadas

de u podem ser obtidas por derivagao termo a termo. Em particular

(T, t) — Uge(x, ) = Z a, (0, — 92) (e " 'sennz) =

n=1
[ee]
—n2 2
= E an{—n*e " 'sennx + n*e " 'sennx} = 0.
n=1

Vamos agora verificar que u é de clsse C!' em R x [0,00[. Note, antes demais nada, que
Yoot lan] < oo e 0 nla,| < oo, pelo critério da comparacao. Por outro lado temos

—nt
sup  |ane " 'sennx| < |ay,|,
(z,t)ERX[0,00[

sup  |name "t cosnz| < nlay|,
(z,t)ER%[0,00[

sup  |(—=n?)ane " sen na| < n?|ay,|,
(z,t)ERX[0,00[

e portanto, novamente pelo mesmo argumento, segue a afirmagcao. l
2. Resolva o problema do calor para a barra semi-infinita

Up — Ugg = 0, t>0,x>0;

u(z,0) = up(x), x>0

u(0,t) =0, t>0.



Aqui ug é continua e limitada em [0, co| e satisfaz uy(0) = 0.

Solugao. Seja Uy a extensao impar de uy a R. Como uy(0) = 0 segue que @y é continua.
Como ug ¢ limitada segue também que g € limitada. Seja

u(z, 1) MG (y)dy.

%E'

Entao u é de classe C*° em Rx]0, 00|, satisfaz a equagao do calor, é continua em R X
[0,00[ e @(x,0) = Gy(z), z € R. Logo se definirmos u(z,t) como sendo a restrigdo de @
a [0, 00[x]0, 00 vemos que u satisfaz as duas primeiras propriedades requeridas. Resta
verificar que u(0,t) = 0 para t > 0. Temos, contudo,

u(0,t) = (0,t) eV Mg (y)dy =0, t >0,
(0,) = a ﬁﬁ' o(y)dy
uma vez que y — tg(y) exp{—y?/4t} é uma funcao fmpar. O

3. Resolva o problema
Uy — Ugy = 22 + 12 em R x R,
u(z,0) =cosz, x € R,
ur(z,0) =senz, x € R.

Solugao. A solugao u(z,t) do problema serd a soma u;(x,t) + us(z,t), onde uy(z,t) é a
solucao do correspondente problema homogéneo, a qual é dada pela férmula de D’ Alembert,

1 1 T+t
uy(z,t) = 5 {cos(z +t) 4+ cos(x — t)} + 5/ sen 7dr

—t

e us(x,t) é a solugao do correspondente problema nao homogéneo com condigoes iniciais
nulas, a qual é dada pelo principio de Duhamel,

1
us(x,t) = 3 /D( )(y2 + 5?) dyds.
x,t

Um céalculo explicito fornece

2t2 t4
u(z,t) = cos(x —t) + —~ + 5

4. Seja u € C*(R?) solugao de

utt—umzo x,tER,
u(z,0) = f(z), z€eR,
ul(,0) = g(x), z€R,



Dado (z,t) € R? com t > 0 seja K o compacto de R? cujo bordo é definido pelo triangulo
com vértices A = (z,t), B = (v +1,0), C' = (z —¢,0). Suponha que g <0 em BC. Mostre
que o maximo de u em K é assumido em BC.

Solucdo. Seja (z¢,ty) € K. Entdo o segmento [x¢ — tg, 29 + to] C BC. Além do mais
temos, pela féormula de D’Alembert,

— 15,0 tp,0) 1 [Totto — 15,0 to, 0
(o, ty) = u(zg — to, 0) + u(xg + to, )+_ g(s)ds < u(xo — to, 0) + u(zo + o, 0)
2 2 Joote 2

pois ¢ < 0 em [z — o, Tg + to]. Seja

M := maxu.

C
Pela desigualdade precedente

M+ M
2

=M.

u(xo, o) <

Como (zg,ty) é um ponto arbitrario de K e como BC C K, obtemos maxgxu < M <
maxg u, isto é, maxg u = M.
5. Demonstre, estudando o comportamento da funcao

O

E(t) = %/Oa {ue(z,t)* + ug(2,1)°} dz

a unicidade de solucao do problema

Uy — Uz = 0 em |0, a[ xR,
u(z,0) = f(z), = €0,al,
ut(x,O) - g(l’), T e [O,a],
u(0,t) = u(a,t) =0, t € R.

Aqui u € C?([0,a] x R), f € C*([0,a]) e g € C*([0,a).

Solugao. Temos que mostrar que se f = g = 0 entdo u = 0. Neste caso temos u(z,0) =0
e, derivando, u,(z,0) = 0. Como também u(x,0) = 0 obtemos F(0) = 0. Suponha, por
um instante, que tenhamos mostrado que E’(t) = 0 para todo t € R. Logo E = 0 donde
obtemos que Vu = 0 em [0,a] x R. Assim u ¢é constante em [0, a] x R; mas u(z,0) = 0 e
portanto u = 0, que é o que queriamos mostrar.

Temos

E'(t) = /Oa {ug(z, t)ug (2, t) + ug(x, ) ug(z, t)} de.

Mas
U (X, V) Uy (2, 1) = (ugtty) (2, 1) — (2, ) Upy (2, t)



e, portanto,

- >4
g

=0

B = /Oa{ut(x,t) (tgg (2, 8) — 2y (2, )] + (1101 )o (1)} I

= / (ugtiy)y(z,t) do
0
= um(aa t)Ut(l’, CL) - ur(oa t)ut(oa t)
Finalmente, como u(0,t) = wu(a,t) = 0 para todo t obtemos, derivando em ¢, u;(0,t) =
u(a,t) = 0 e portanto E'(t) = 0. O

6. Seja f € C*(R) fmpar, f = 0 no complementar de [—2, —1] U [1,2]. Esboce, no semi-
plano {(z,t) € R* : t > 0}, o conjunto dos pontos onde vocé pode assegurar que a solugao
do problema abaixo se anula:

Uy — Ugy = 0 em Rx]0, o0],
u(z,0) = f(z), z€R,
u(z,0) =0, zeR.

Solugao. O dominio influéncia do conjunto [—2, 1] U[1,2] para t > 0 serd a reuniao © das
quatro regioes abaixo

D) ={(z,t):t>0, 2<z+t< -1}

Dy ={(z,t) :t>0, 2<zx—t<-1}
Dy ={(z,t):t>0,1<z+t<2}
Dy={(z,t):t>0,1<xz—t<2}.
Logo podemos assegurar que u se anula no complementar de ®. Agora, uma vez que

flx+t)+ flz—1)

u(z,t) = 5

e que f é uma funcao impar, podemos também concluir que u também se anula no conjunto

{(0,t) e R?: ¢ > 0}.

Observacao. Uma vez que f é de classe C?, em particular continua, temos f(—2) = f(—1) =
f(1) = f(2) = 0. Logo u também se anula na fronteira de © relativa a {(z,t) : ¢ >0}. O



