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2a. prova - Gabarito

1. Sejam f,g € S(RY). Mostre que

Solugao: Temos

e portanto

() [ twaae= [ o[ o gman a

Agora
U(x,y) = e Y f(x)g(y) € L'RY x RY)

uma vez que, pelo Teorema de Tonelli,

[ ety = [ 1@ lo)ldady = |l ol < o0
X

RN xRN

e portanto podemos, pelo Teorema de Fubini, inverter a ordem de integracao em (),
obtendo

/]RN f(@) {/RN e (y>dy} de = /RN 9y) { /RN et f (l‘)dw} dy = /R _9) fly) dy

2. Sejam f,g € C(R) N L'(R). Suponha que f e g se anulam em ] — oo, 0]. Mostre entao
que f x g também se anula em | — oo, 0].

Solugao: Como ¢g(y) = 0 se y < 0 obtemos

e /f:v— y)dy:/owf(x_y)g(y)dy

Mas se x < 0 entdo x —y < 0 se y > 0 e portanto f(x —y) = 0. Logo
(f*g)(z / f:r:— g(y)dy = 0.

3. Dados h € RY e f € S(RY) defina 7,(f)(x) = f(x + h).

—_—

e Determine 7,(f) em termos de J.



R h—0

e Mostre que 7,(f) — f em LY(RY).

Solugao: Temos

W€ = [ e e = [ ) ay = 09 Fe),

RN

onde fizemos y = x + h. Portanto

—

Th(f)(€) = " f(€).
Logo

— ~

17(F) = Flls vy = / Im(A)©) = o)l dg = / e ™9 1| f(©)]dg = 0 quando h — 0
R R
pelo teorema da convergnéncia dominada, ja que
M8 — 1)|F(€)| = 0 quando h — 0 para todo & € RY;

M8 —1)|F(€)] < 2|F(€)] € LYRY) para todo h € RY.

4. Seja {a,} uma sequéncia de nimeros reais.

e Mostre que se {a,} é limitada entao a série

o
2
u(z,t) = g ane " 'sennx
n=1

define uma funcao infinitamente diferencidvel em Rx]0, oo satisfazendo uy — u,, = 0.
e Mostre que se > |a,| < 0o entdo u é continua em R x [0, ool.

Solugao. Para a primeira parte bastara mostrar que dado € > 0 as séries das derivadas
dos somandos convergem uniformemente em R X [g, 00[. Derivando j vezes com relagao a
x e k vezes com relacao a t obtemos a série

> an(—n)* e g(na)
n=1

onde g = +sen ou g = £ cos. Para mostrar a convergéncia uniforme desta série em
R x [, 00| bastara mostrar que seu termo geral é uniformemente limitado R X [g, 00| por
uma constante M, > 0 tal que ) M, < oo (M-teste de Weierstrass). Temos

an(—n)*nle ™ g(nx)| < Cn®* e em R x [g, 00],

onde C' > 0 é tal que |a,| < C para todo n > 1. Logo podemos tomar

.2
M, = Cn?ktieg=en”,



Uma vez que

MYn = QU@ ine=en y 110 = 0

o teste da raiz mostra que ), M,, < co. Assim u é infinitamente diferencidavel em R x]0, ocol.
Como entao as derivadas de u sao obtidas pelas séries das respectivas derivadas, temos

up(z,t) — Uge (2, 1) Zan (0, — 0?) {

:0

Para a segunda parte temos

ane_”ztsennx‘ < |a,| em R x [0, oo

tsen mc} =0.

Como ) |a,| < oo segue pelo M-teste de Weierstrass que a série que define u converge
uniformemente em R x [0,00[. Como limite uniforme de fungées continuas define uma

fungao continua segue que u é continua em R x [0, oof.

5. Seja u(x,t) uma solugao de classe C? da equacao
U = Uy + TU
em |0, a[x]0,T[C R?, continua em [0, a] x [0,T]. Mostre que

max |u| < e’/? max|u|
[0,a]%[0,7]

onde v = ({0} x [0, T1) U ({a} x [0, TT) U ([0, a] x {0}).

Solugao. Seja v(x,t) = e **/?u(z,t). Entdo

vz, t) = e 2wy (m, ) —te Pz, t) = e {uy (3, 1) — tu(z, t)} =

e

’tQ/Zum(x, t) = vge(z,1).

Logo v statisfaz a equacao do calor e, como consequéncia, o principio do maximo. Assim

(1) max_|v| = max|v|.
[0,a]x[0,T] v

Como |v| < |u| obtemos

(2) max |v| < max |ul.
bl o

Por outro lado se 0 <t < T e x € |0, a] temos
o, )] > e Pu(r, )
e portanto

(3) max |u| <e”/? max |u].
[0,a]x[0,7] [0,a] x[0,7]



A conclusao do exercicio segue de (1), (2) e (3).

6. Sejam m € Z, e P(§) = ngm ao£“ um polindomio em RY nao identicamente nulo.
Assuma o seguinte resultado como conhecido:

{¢ € RY : P(¢&) = 0} é um conjunto com interior vazio.

Mostre entao que se f € S(RY) e se P(D)f =0 entao f = 0.

Solugao. Tomando a transformada de Fourier em ambos os membros da equagao P(D)f =
0 obtemos

F{PD)FHEO =F D aaDf ¢ (&)= > aaF(Df)E) = > aali&)*f() = 0.

la<m lor|<m la]<m

Se denotarmos Q(§) = >,/ da(i)* entao () é um polinémio em R nao identicamente

nulo e Q(£)f(€) = 0 para todo & € RN, Aplicamos o resultado enunciado no exercicio: o
conjunto onde @ se anula tem interior vazio ou, o que é equivalente, RV \ Q~1{0} é denso em
RY. Seja entdo & € RY arbitrario. Existe {&,} C RV \Q'{0}, & — &. Temos Q(&,) # 0
para todo n € N, o que implica f(f’n) = 0 para todo n € N. Logo f(fo) = lim,, f(fn) =0.
Concluimos que f = 0 em R" e, como a transformada de Fourier é uma bijecao em S,
segue que f = 0.



