O Teorema de Krein-Milman e Aplicacoes

Lucas Afonso e Sueni Faustino

O Teorema de Krein-Milman é um resultado importante sobre conjuntos compactos con-
vexos em espacgos vetoriais topologicos. Ele nos permite relacionar tais conjuntos com o
conjunto dos seus pontos extremais. Ha diversas aplicagoes do Teorema de Krein-Milman,
geralmente ligadas a existéncias de certos objetos matematicos de interesse. Neste trabalho
mostraremos como este teorema, em sua primeira versao, nos permite estudar a existéncia de
pré-dual de um espago de Banach. Provaremos também uma forma de representagao integral
equivalente ao teorema de Krein-Milman e, com isso, provaremos o teorema de Bernstein,
que caracteriza uma certa classe de fungoes suaves.

1 Preliminares

Nesta segao recordaremos alguma defini¢oes e resultados, a fim de enunciar o teorema em
questao. Tais conceitos podem ser encontrados em [1] e [3].

Definicao 1.1. Seja X um espaco topolégico. Dizemos que f: X — R € uma fun¢ao semi-
continua superiormente (respectivamente, semi-continua inferiormente) em a € X se para
cada nimero real h > f(a) (respectivamente, para cada nimero real k < f(a)) existe uma
vizinhanga V de a tal que para qualquer x € V temos h > f(x) (respectivamente, k < f(x)).
Uma fungao € dita semi-continua superiormente (respectivamente, semi-continua inferior-
mente) em X se € semi-continua superiormente (respectivamente, semi-continua inferior-
mente) em cada a € X.

Proposicao 1.1. Seja X um espago topologico. A funcao f : X — R € semi-continua
superiormente (respectivamente, semi-continua inferiormente) se, e somente se, para cada
nimero real h, f~'([—oo,h]) (respectivamente, f~(Jh,+oc])) é fechado (respectivamente,
aberto) em X.

Proposicao 1.2. Sejam X um espaco topologico e A C X um compacto. Seja, também,
f: X — R uma funcao semi-continua superiormente. Entao, f atinge seu mdximo em A.

Definicao 1.2. Sejam X um espaco topologico e A C X. Um hiperplano H é chamado
hiperplano suporte de A se existe pelo menos um elemento xg € H N A e todos os pontos de
A estao inteiramente contidos em um dos lados definidos por H.



2 O Teorema de Krein-Milman

Definicao 2.1. Sejam E um espago vetorial e A um subconjunto convexo de E. Dizemos
que x € A € um ponto extremal de A se x nao € ponto interior de nenhum segmento aberto
contido em A. Em outras palavras, x € um ponto extremal de A sey € A, z € A, y # z,
0 <A< tal que

r=Ay+(1—-XN)z

entao, T =1y ou T = Z.
Denotaremos o congunto dos pontos extremais de A por E(A).

Example 2.1. No espaco RY, todos os pontos da esfera Sy_, sdo pontos extremais da bola
fechada By.
De fato, sejam ny <1, sz <1le0<A\<1. A seguinte relacao

)\Zyl-—i—(l—)\)z,zi :)\Qny—ir( Zz +2X(1 = A Zyzzl

s6 é possivel se, e somente se, ny = sz = Zyzzl = 1. Mas, isto implica que
Z (yi — Zi)Q = 0, donde y; = z;, para todo i; e isto prova o exemplo.
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Example 2.2. Seja A C R® dadoporA—{xy, )| 22 + y? *I}U{ (1 O:I:l} Denote
por B a envoltéria convexa de A. Temos que o conjunto dos pontos extremais de B é dado
por £(B) = {(z,y,0)] 2 +y* =1,z # 1} U {(1,0,£1)}. Note que (1,0,0) = 3(1,0,1) +
1(1,0,—1) ndo ¢ um ponto extremal. E isto nos mostra que £(B) néo ¢ fechado.

Ambos os exemplos anteriores sdo em espacos de dimensao finita. Observamos que o
conjunto dos pontos extremais nao sao fechados. Mais adiante veremos exemplos no caso de
dimensao infinita e, neste caso, o conjunto dos pontos extremais pode ser denso.

O proximo resultado nos afirma, sob determinadas hipdteses, a existéncia de pontos
extremais.

Proposicao 2.1. Seja E um espaco localmente convexo Hausdorff e seja A C E compacto,
convero e nao-vazio. Suponha que f : A — R seja uma funcao convexa e semi-continua
superiormente em A. Entao, f assume seu mdximo em algum ponto de E(A).

Demonstracao. Considere F a familia de subconjuntos X de A que sao nao-vazio, fechado
e que para qualquer segmento aberto [ em A tal que [N A # () temos que [ C X. Temos as
seguintes propriedades em relacao a F:

(i) F#0;
(ii) Seja a € A, Temos que a € F se, e somente se, a € um ponto extremal de A;

(iii) Toda intersec¢@o ndo-vazia de uma familia {X,} de subconjuntos de F pertence a F;
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(iv) Seja X € F e seja h uma fungdo convexa e semi-continua superiormente em A. Seja

Y o conjunto dos pontos x € X tais que a restrigdo h|X assume seu maximo em X.
Entao, Y € F.

De fato, como A € F, temos que F # (); o que mostra (7). Claramente se verifica o item
(ii). Para mostrar (ii7), seja [ um segmento aberto em A tal que [N (NX,) # 0. Entdo, para
cada a, INX, # (). Como cada X, € F, temos | C X, para todo a. Dai, I € NX,. Por fim,
como h é semi-continua superiormente em A, temos que h|X é semi-continua superiormente
em X. Logo pelas Proposigoes (1.1) e (1.2), Y é fechado e nao-vazio, respectivamente.
Agora, seja

It M4+ (1=XNy, z€A yeA 0<A<],

um segmento aberto em A tal que [NY # (). Neste caso, temos z = Az + (1 — Ny, z € Y.
ComoY C X e X € F,segue quel C X. Isto é, x € X ey € X. Por outro lado, como h é
convexa,

max h(w) = h(z) < Ah(z) + (1 = Ny < Amaxh(w) + (1 — A) max h(w) = max h(w).

weX weX weX weX

Logo, podemos sempre ter a igualdade se, e so se, h(z) = max h(w) = h(y). Dai, x € Y e
we

y € Y;donde [ CY e, portanto, z € F. E isto prova o item (iv).
Com estas propriedades estabelecidas, seja M o conjunto de = € A tal que f assume seu
méaximo em A. Por (iv), M € F. Colocaremos em F a seguinte relacao de ordem:

Xl,XQE.F, X <Xy Xy C X

Logo, temos uma ordenagao parcial.

Sejam Fy C F totalmente ordenado e Xy = NxexrX. Temos que Xj é fechado e nao-
vazio. Seja, agora, [ um segmento aberto em A tal que [N Xy # (. Por (iii), [ C X,. Assim,
Xo € F. Logo, pelo Lema de Zorn, existe N C M o qual é elemento minimal de F.

Para terminar a prova, mostraremos que N consiste de um tnico elemento; que, por (ii),
é um ponto extremal de A. Para isto, provaremos que a restrigao u|y, Yu € E’, é constante.
De fato, seja N’ o conjunto dos x € N onde u|y assume seu maximo em N. Por (iv), N' € F.
Como N é minimal de F, temos qeu N’ = N. Assim, u|y = cte, Vu € E’. Dai, segue que
N = {xy}. Pois, suponha, por contradigao, que existem xz; € N e x5 € N tais que x1 # .
Pelo Teorema de Hahn-Bannach, existe um funcional linear u € E’ tal que u(zy) # u(xs); o
que contradiz o fato de u ser contante em N.

m

Corolario 2.1. Seja E espago localmente convexo Hausdorff e seja A C E compacto e
convezro. Entao, todo hiperplano suporte fechado de A contém pelo menos um ponto extremal

de A.

Demonstracao. Seja f(x) = v uma equagao de H. Suponha que f(z) <, z € A. Como f
é convexa e semi-continua superiormente em A, pela Proposicao 2.1, f assume seu maximo
em algum ponto de E(A). O

O préximo resultado seréd utilizado na demonstragao do teorema principal.



Proposicao 2.2. Sejam E um espago localmente convero, C' C E fechado e convexo e
A C E. Entao, A C C se, e somente se, para toda funcio u : E — R afim e continua tal
que u(x) > 0, Vo € C, entio u(y) > 0, Vy € A.

Demonstra¢ao. Suponha que A C C' e seja u uma fungdo afim e continua tal que u(x) > 0,
Ve e C. Sejay € A. Como A C C, u(y) > 0.

A reciproca mostraremos por contradi¢ao. Assuma que se v : £ — R é uma funcao afim
e continua tal que u(x) > 0, Vo € C, entdo u(y) > 0, Yy € A. Suponha, por contradigao,
que exista * € (A — C). Logo, existe um hiperplano fechado que separa = de C. Seja
f(2) = a uma equagdo de H. Suponha que f(r) < a e defina u = f — a. Neste caso,
u(y) = f(y) —a >0,y € C. No entanto, u(z) = f(x) — a < 0; o que contradiz a hipotese.
Logo, A € C'. E isto termina a prova. n

Passaremos entao ao resultado principal.

Teorema 2.1. (Krein-Milman) Seja E um espago localmente convexo Hausdorff e seja A C
E um compacto e convexo. Entao, A = co(E(A)); onde ¢o(E(A)) € o fecho da envoltiria

conveza de E(A).

Demonstragao. Chamaremos C' = ¢o(E(A)). Como E(A) C A e A é convexo, segue que
C =7c0(E(A)) C A= A (atltima igualdade resulta do fato de A ser fechado). Logo, C' C A.

Para mostrar que A C C, seja u : A — R uma funcao afim e continua tal que u(z) < 0,
x € C. Pela Proposi¢ao 2.1, temos que u(y) < 0, y € A. Logo, pela Proposigao 2.2,
AcC. O

3 Aplicacoes

Sabemos que, dado um espaco de Banach F, a reflexidade do mesmo implica a reflexividade
todo subspaco fechado de E. Além disso, sabemos que a imagem de E sobre o mapa J : £ —
E" dado por J(z)(f) = f(z),Vf € E' é um subspago fechado do bidual E”. Isso implica que,
quando E nao ¢ reflexivo, nenhum dos elementos da sequéncia (E,),en definida por By = E
e E,11 = E/, n > 1 pode ser reflexivo. A primeira aplicagdo do teorema de Krein-Milman

nos ajuda a descobrir quando um espaco de Banach F é o primeiro elemento dessa sequéncia.

Teorema 3.1. Seja E um espago de Banach e B1(0) = {z € E | ||z|| < 1} a bola unitdria
centrada no zero. Se E(B1(0)) for finito e dimE = oo entao nao existe F' espago de Banach
tal que F' = E.

Demonstracao. A prova segue por absurdo. Suponha que exista tal F'. O teorema de Banach-
Alaoglu implica que B;(0) é compacto na topologia fraca*. Como B;(0) é convexo, o teorema
de Krein-Milman implica que B;(0) = ¢o(E(B1(0)). Como E(B;(0)) é finito, temos duas
possibilidades:

Neste caso, B1(0) = & e, portanto, £ = &. Como isso é absurdo, concluimos o
teorema.



o £(B1(0)) # @
Neste caso, temos que F' = lin(E(B1(0)) ~ K", onde K = C,R e n = |£(B1(0))|, onde
lin(V') é o menor subespago vetorial que contém V. O teorema de Krein-Milman nos
diz que B;1(0) = co(E(B41(0)) C F e, com isso, concluimos que E = F. Como n < oo e
dimFE = oo por hipdtese chegamos a um absurdo.

[
Corolario 3.1. Nao eziste E espago de Banach tal que E' = C([0,1])

Demonstra¢ao. Tome f € By(0). Suponha que 3 zq € [0, 1] tal que |f(xo)] < 1. Como f é

continua, para € = M temos que 39 > 0 tal que:

|z —yl <0 =|[f(x0) — fly)| <e

Isso implica que |f(y)| < m, Yy € (zg — 0,9 + 0). Considere a funcao ¢ : [0,1] — R:

1, xe(:vo—%,xo—l—%)
2(x—z0)+2, z€[zo+3,70+0)
2z —x0) —2, € (mg—0d,20+ 2]
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0, caso contrario

g(r) =

Vamos mostrar que as fungoesf + g estao em B;(0).Para isso devemos mostrar que
|f £eg|| < 1. Note que a fungdo g é nula fora de (o — d,z9 + J), entdo s6 precisamos
checar o que acontece para y € (g — 0,9 + 0). Neste intervalo temos que:

|f(y) £egy)| < |fy)|+e<1

E, portanto, concluimos que, se f € £(B1(0)) entdo |f(z)] =1, Vo € [0,1]. Como as unicas
fungoes satisfazendo esta condi¢do no caso real sdo f = £1 temos que £(B1(0)) tem, no
méximo, dois elementos. Aplicando o teorema 1.1, concluimos o corolario. n

Observacao 3.1. No caso das funcgoes a valores complexos, ha uma complicagao pois
|f(z)] = 1, Vo € [0,1] ndo implica que f ¢é constante. Para lidar com isto, basta tomar
Re(f) e aplicar o raciocinio do corolario 1.1. Dessa forma, concluimos que se f € £(B;(0)),
entdo Re(f) = +1. Como |f(z)| = 1 temos que Im(f(x)) =0, Va € [0, 1]

Definicao 3.1. Seja E um espago localmente convero Hausdorff. Tome X C E compacto e
put uma medida de probabilidade em X. Um ponto x € E € dito ser o baricentro de u se, e
somente se, YA € E' vale:

Ax) = /X A(y)dp(y)

Denotaremos tal ponto por b(p).

I'Consideramos sempre medidas de Borel neste texto.



Teorema 3.2. Seja E um espacgo localmente convexo Hausdorff e Y C E um compacto.
Suponha que X = co(Y') é compacto. Dado p uma medida de probabilidade sobre Y, existe
um unico b(p) € X tal que

AB(u)) = /Y Ay)du(y), VA € E

Demonstrag¢ao. Vamos dividir a prova do teorema em duas partes
e Existéncia de b(pu)

Vamos considerar primeiro E como sendo um espaco vetorial sobre R. Para A € F’ fixado
considere Hy = {z € X | A(z) = [, A( y)}. Afirmamos que este conjunto nao é vazio.
De fato, como X é compacto por hlpotese ex1stem r* e x, tal que:

A(z,) < Ax) < A(z"), Ve e X (1)

Por p ser medida de probabilidade, (1) implica que:

Az) < /Y A@)dp(z) < Az

Portanto, existe A € (0,1) tal que Az, 4+ (1 — A\)z* € Hp Note que este conjunto é fechado,

pela continuidade de A. A existéncia de b(p) segue de mostrarmos que [ Hy # (). Como X
A€E
¢ compacto, basta mostrar que toda interseccao finita é nao vazia. Tome A; € E', i =1, ...n.

Considere o mapa F' : Y — R™ definido por F(y) = (A1(y),..., An(y)). Claramente F' é
continua e linear e F (X)é um Compacto convexo de R™. Suponha, por absurdo, que o ponto
= ([, M(y)du oy A (y)) € F(X). O teorema de Hahn-Banach implica que
existe a = (ay, ... an) tal que (a x> > sup{(a, F'(y)) | y € X}. Se definirmos A = """ | a;A;
Isso implica que:

(a,z) = /Y Ay)du(y) > sup{A(y)ly € X}

Com isto concluimos um absurdo pois [, A(y)du(y) < sup{A(y)ly € X} e, assim, concluimos
a primeira parte. Para o caso complexo, basta tomar a parte real e imaginaria de A e aplicar
o raciocinio acima para cada uma delas. Temos que Hy = Hpgep) N Hppa) € dal o resto do
raciocinio fica igual.

e Unicidade de b(u)

A unicidade é clara pelo teorema de Hahn-Banach. Se existisse outro baricentro x entao
haveria um funcional A tal que A(z) # A(b(n)). Portanto x ndo poderia ser baricentro. []

Teorema 3.3. Seja E um espago localmente convexo Hausdorff, Y C E compacto e suponha
X =7co(Y) um compacto. Entao x € X se, e somente se, existe . medida de probabilidade
sobre Y tal que x = b(j)



Demonstracao. A volta deste teorema segue do teorema 1.2. Falta apenas a ida. Tome
x € X. Entdo existe um net (z,)aca € co(Y) que converge para x. Dai temos que, para
cada z,, existe A\?, i = 1,...,n, e y* € Y tal que 2, = > .o A\fy?. Temos que cada z,
é, portanto, baricentro da medida Y ;% Afdye onde d,0 ¢ a medida de Dirac centrada em
y. Defina puq = 37" Afdye. Temos que (fa)aca ¢ um net em C(Y)'. Como as medidas
de probabilidade formam um conjunto compacto em C(Y)" na topologia fraca* temos que
existe um subnet (ug)gep convergente, para 1, digamos.

Concluimos que, para todo A € E' vale [, A(y)dus(y) = [, A(y)du(y). Como x5 é
subnet de z,, ela também converge para x. Além disso, x5 ¢ baricentro da pg. Entdo A(z) =
limg A(zs) = limg [, A(y)dus(y) = [ A(y)du(y). Como isso vale para todo funcional A €
E’, temos que x € baricentro da p. H

Agora podemos enunciar a representagao integral dos pontos de um compacto convexo
em um espagco localmente convexo Hausdorff que segue do teorema de Krein-Milman.

Teorema 3.4. Seja E um espaco localmente compacto Hausdorff e X C E um compacto

convexo. Entao, Vx € X existe y uma medida de probabilidade em E(X) tal que x = b(u).

Demonstragao. Tomando Y = £(X) no teorema 1.3 temos que todo = € co(Y') é o baricentro
de uma medida de probabilidade p sobre Y. Pelo teorema de Krein-Milman, temos que
X =co(Y). O

Observacao 3.2. Usando o teorema acima podemos provar o teorema de Krein-Milman.
A prova segue assim: Ja sabemos que ¢o(£(X)) C X, falta mostrar a outra inclusdo. As-
sumindo 2, o teorema 1.2 nos diz que, dado = € X temos que z € @(£(X)), ou seja,
X =@(E(X)). Note que E(X) C co(E(X)), portanto X = @(£(X)) C @(£(X)).

Vamos dar uma aplicagao desse teorema provando um importante teorema de Bernstein
sobre uma classe especial de fungoes suaves. Vamos comecar com uma defini¢ao:

Definicao 3.2. Seja f € C*((0,00)). Dizemos que f é completamente mondtona se, e

somente se, vale:
mn

d
—1)'—=>0, V N
( )dx”_’ n e

Example 3.1. A fungdo f(z) = e™® é um exemplo de fungdo completamente monotona.
Outro exemplo ¢ a fungao f(z) = % Este tltimo exemplo é interessante pois se trata de

uma fun¢ao completamente monétona nao limitada.

Vamos colocar em C*°((0,00)) a topologia gerada pelas seminormas:

%

“w

Pmn(f) = sup |y e [1/m,ml],i=1,...,n

Isso torna C'*°((0,00)) um espago de Montel, em particular, um espago localmente convexo
Hausdorft.

Lema 3.1. Seja K C C*((0,00)) o conjunto das fungoes completamente mondtonas tais
que f € limitada e f(0T) = lig)lf(a:) < 1. Entao K é compacto e convexo.
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Demonstrac¢ao. Note que no caso de f ser limitada o limite f(0%) sempre existe pois f é
decrescente. Vamos dividir a prova em duas partes:

e K é convexo

Tome f,g € K e A € (0,1). E claro que Af(07) + (1 — A\)g(0%) < 1. Além disso, como
0 < A <1 temos que A\(—1)"4 ,{ +(1=NZL>0.

e K é compacto
Como C*((0,00)) é Montel, basta mostrar que K é fechado e limitado. E facil ver que K
deve ser fechado, entao apenas mostraremos que K é limitado. Para isso, basta mostrar que
existe Cy,, > 0 tal que:

Pmn(f) < Cpm, VfEK
Para isso, vamos precisar do seguinte lema:
Lema 3.2. Seja f € K, a >0 en €N fizado. Entao, para todo y € [a,o0):
arf
1L
(=1

Demonstracao. A prova segue por indugao. Para n = 0 segue que:

fla) < f(07) <1
Considere [a/2,a], onde a > 0. O teorema do valor médio implica que Jc € (a/2,a) tal que:

dn+1f dnf dnf
S (@) = h(a) - 2 (a/2) (3)

Assuma que (2) vale para n. Entao usando a desigualdade para a/2 temos que:

(y) < &777,211(714*1)/2 (2>

it a dn—Hf

(3) zowez i = oo

Pois, por (3), temos que (1) 4471 (¢) = (1) (a/2)~ (1" (a) Como (~ 1)+ 427f

¢é decrescente, por f ser completamente mondtona, temos que:

-n n+1
a n(n+1)/2 5 (_ ad f
(2) 2 > (=) 2dm”+1< @)

]

Em vista do lema 1.2 e como f é completamente mono6tona temos que, fixado m € N
vale, para todo n € N:

dn
mron(n /2 < g < (_1)nd f(y) < m"2nHD2 vy e [1/m, m]
xn

Isso implica que:
pm,n(f) S mn2n(n+1)/2



Precisamos calcular os pontos extremais de K. Isso seré feito no proximo lema:
Lema 3.3. Seja f € E(K). Entao Ja € [0,400] tal que f(x) = e "

Demonstracao. Tome zq > 0, f € K e defina a funcao u(z) = f(z + zo) — f(x)f(z) para
todo x > 0. Vamos mostrar que f+u € K. Vamos comecar mostrando que o limite a direita
de 0 é menor que 1. De fato,

m(f +u)(z) = f(zo) + f(07)(1 = f(x0)) <1

z0

E também temos:

lim(f —u)(z) = f(07) = f(zo) + f(07) f(z0) <1

z0

Falta mostrar que ambas sao completamente monotonas.

D ) - T ) T ) — (-1 T () 2 0
E para f — u temos:
T ) — P ) - Ty )+ pan -1 T ) 2 0

Se f € E(K) entao f+u = f, logo u = 0. Isso nos da que f(z + zo) = f(x)f(xo) como f é
continua, temos que ou f = 0, ou f(x) = e~** para algum « real. Como f é completamente
mondétona, concluimos que a > 0.

Falta demonstrarmos que alpha percorre todo o intervalo do enunciado. Considere, para
r > 0 a fungdo T, : K — K definida por T,(f)(z) = f(rx), Vx € [0,00). A funcdo ¢é
claramente injetora e convexa. Com isso, T,.(E(K)) C E(K). De fato, pois se para algum
fe&(K)Tf ¢ E(K) conseguimos achar uma combinagao convexa nao trivial que resulta
em f. Como isso vale para todo r > 0, em vista do que ja foi provado, temos que « deve
percorrer todo o intervalo [0, o). O

Observagao 3.3. Note que a fungao T : [0, +00] — E(K) definida por:

T(a):{o’ a =00

e~ " caso contrario

¢ um homeomorfismo, logo £(K') é compacto e, em particular, é fechado.
Por fim, enunciaremos e provaremos o teorema de Bernstein.

Teorema 3.5 (Bernstein). Seja f € C*((0,00)) uma fung¢ao completamente mondtona com
f(07) < 0o. Entao existe uma medida de probabilidade X\ tal que:

fla) = [ e duta)
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Demonstragao. Seja f em K. Em vista do Lema 1.1, sabemos que K é um conjunto convexo
e compacto. Como visto na Observacao 1.3, £(K) é fechado, portanto o teorema 2.4 implica
que existe ¢ uma medida de probabilidade sobre £(K') onde:

M= [ A@iN), ¥4 € C¥((0,00))
E(K)
Como os funcionais 0, (f) = f(z), para x > 0, s@o continuos, temos que:

fa) = / RO

Novamente, em vista da Observacao 1.3, defina para os borelianos E C [0, 0] a medida
w(E) = MT(E)) Isso esta bem definido porque, como 7' é homeomorfismo a imagem de
boreliano é um boreliano. Temos que para fungoes simples ¢ : [0,00] — R, escrita como
é(x) = ,_, akXE,, vale a seguinte relagao:

$(x)dp(x) =Y arp(Ey) =) atAT(Ey)) = ¢oT ' (z)dA()

[0,00] k=1 k=1 E(K)

O teorema da convergéncia monétona garante que a mesma relagao vale para fungdes posi-
tivas. Isso nos da que:

fz) = / L ) = / " e dpu(a)
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