Funcgoes Holomorfas a Valores em um C-Espaco

Vetorial Topologico

Jadevilson Cruz Ribeiro

Rafael Pereira Lima

28 de junho de 2017

1 Introducao

Neste trabalho iremos apresentar um conceito de fungoes holomorfas de 2 em X, onde
2 C C e X é um espago vetorial topoldgico. O principal objetivo deste trabalho é mostrar
que fungoes fracamente holomorfas sob certas condigoes sao fortemente holomorfas. Para
isso, precisamos definir integrais a valores vetoriais. Sob certas condigoes, vamos mostrar
que podemos generalizar os resultados de func¢oes holomorfas no sentido usual para funcoes

holomorfas em um certo espaco vetorial topologico.

2 Integracao de funcoes a valores vetoriais

Se X é um espago vetorial topologico e ) um espaco mensurdvel com medida p, queremos

definir a integral de f: Q — X

/Qfdu



Podemos tentar construir essa integral de modo analogo a defini¢ao da integral de Lebes-

gue.

Digressao: A construgao da integral de Lebesgue no espaco de fun¢bes mensuraveis de

@ em R, segue trés passos principais:

(i) Dizemos que uma fungao f : @ — R é mensuravel se para todo nimero o > 0, o

conjunto {z € @ : f(z) > a} ¢ mensuravel.

(ii) Definimos as fungoes simples como sendo as fungoes ¢ : () — R que podem ser escritas

como
n

Y= E :aiXAi
=1

onde cada A; C @ é mensuravel, cada a; > 0. Dizemos que essa soma é uma represen-

tacao de ¢. Note que essa representacao nao é unica.

(iii) Calculamos a integral de cada fung¢ao simples ¢ como
/ pdp =Y ai(A;)
Q i=1

A integral de uma funcao simples nao depende de sua representacao. Por isso, a integral

esta bem definida.
(iv) Definimos a integral de uma fungdo mensuravel positiva f : @ — R como

/fdu:sup{/ godu:gpsimplesegoﬁf}
Q Q

Usando o mesmo raciocinio, podemos tentar construir a integral de uma fungao f : Q — X

em um espaco vetorial topolégico X da seguinte forma:
(i) Definimos as fungoes simples como sendo as fungoes ¢ : @ — X tais que
n
Y= Z xiXAi
i=1

onde cada x; € X, cada A; C @ é mensuravel com pu(A;) < co. Chamamos essa soma

de uma representacao de .



(ii) Definimos a integral de ¢ como
/ pdp =Y zip(A;)
Q@ i=1

Vamos mostrar que a integral de uma funcao simples esta bem definida, ou seja, nao

depende de sua representacao.

Lema 1. Se ¢ : Q — X € uma fungao simples com representa¢ao

Y= Z TiX 4,
=1

Entao ¢ possui uma representacao

= UXs,
j=1

tal que By, ..., B,, sao disjuntos, ByU...UB,,=A;U...UA, ¢

Z rip(A;) = Z yii(By)

Demonstracao. Vamos provar por inducao.

(i) Para n =1, escolha m =1, By = A; e y; = x1. Segue a conclusao.

ii) Suponha que a proposicao é verdadeira para n € N. Vamos mostrar que a propo-
G

sicao vale para n + 1.

Seja

n+1

Y= Z TiX a;
=1

Note que Y & ;X 4, € uma representagao de uma funcao simples. Por hipotese

de inducao, existem ¥, ...,y € Q e existem By, ..., B,, disjuntos tais que
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Z TiXa, = Z YiXp, © Z zip(A;) = Z yi(B;)
i=1 j=1 i=1 j=1
Como By, ..., B,, sao disjuntos, segue que A, 1NBy, ..., A, 1N B, sdo disjuntos.

Defina, parat=1,...,2m + 1,

( (
A1 N B; sei<m Tpi1+Yyi seit<m
Ci =4 Bi_m \ Ans1 sem<i1<2m © 2= Yi_m sem <1i<2m
\An+1\U;nlej sei=2m+1 Tptt sei=2m+1
Entao,
a)
2m+1 nt1

D an(Ci) =Y wrp(Ay)
i

=1



pois

2m+1

Z Ciﬂ(ci)

=1

porque

Ms

cp(Ch) + Z cip(Cy) + coma1 (Comy1)
=1

(@1 +Y)i(Ant N B) + Y Yiempt(Biom \ Any1)

i=1 i=m+1
+ Tt (AnJrl \ U Bz)
=1

= Z Tpiiph (Appr N B;) + Z Yitt (Ang1 N By)

+ Z Yitt (Bi \ Ang1) + Tnga (An+1 \ U Bl)
i—1 =1

= Tpt1 ((U Bi) N An+1>
i=1

- Z Yi [1(Ansr 0 By) + p(Bi \ Anta)]

+ T (An+1 \ U Bz)
=1

= Tny1p(Antr) + Z yip(B

i=1

= Tpy1f(Any1) + Z pp(Ay)

NE

k=1
n+1
= E i p(A)
k=1
2m—+1 n+1

Jea-Ua
=1 =1



=AU LmJ Bi)

= A1 U UA,-) pois A;U...UA, =B, U...UB,,

=1

c) Ch,...,Copyq sdo disjuntos.

B, ..., B, sao disjuntos. Entao, para todo i, < m com i # j, temos
Cz' N Cj = (An+1 N Bl) N (An-‘,-l N BJ) =

Sem <i,7 <2mei+# j, entao

C; N Cj = (Bifm \ An+1) N (Bj*m \ An+1) =0

Agora,se 1 <1< m, m<j<2mek=2m, entao

Oi N Cj = (An+1 N Bz) N (Bj—m \ An—i—l) =J

C;NCy = (Appr N B) N ( il <U3l>> =0
Cjﬂck ( j— m\AnJrl ( n+1\<UBl>> =49

d)

2m+1

Y= Z ZiXC'i
=1

Seja

2m+1

¢ - Z ZiXCz‘
=1



Sejaxz € Q. Sex ¢ AyU...UA, 4 entao z ¢ Cy U ... U Cyyyq. Entao
p(x) =0 =9(x).

Sex e AjU...UA,;1 = CLU...UCCy,41, entao existe um tunico i tal que
A. Sei < mentdo x € Apy1 N B;. Entao X, () =1e Xp(z) =1se, e

somente se, [ = 7. Entao

Y(T) =2 = Tnp1 + Yi = Tnp1 + Z X5, ()

=1

= $”+1XAM_1<‘T> + Z T X a, (z)
k=1

= ()

B. Sem < i < 2m,entdo z € B;_,, \ A,11. Entao XAnH(x) =0e Xp, () =1

se, e somente se, [ =17 — m. Entao

n+1

Y(x) = ZleBl ZkaAk Zxk’XAk

C. Sei=2m+1, entao:c¢ BiU...B,ex € A, . Logo
() = Tnpa

= X, () Tni + > uXp, (%)
=1

= Xa,,, (@) Tni1 + szXAk(J:)

k=1

= (x)

Logo
2m+1 n+1

¢ = Z ZiXCi = ZkaAk =
i=1 k=1



Proposicao 1. A integral de ¢ nao depende da representagao.

Demonstragao. Seja ¢ : ) — X uma fungao simples ndo nula (para ¢ = 0 a demons-

tracdo ¢é trivial). Sejam ) ", aiX a, € Y oret Tr X x, duas representagoes de .

Podemos assumir, sem perda de generalidade, que A; U...UA,, = X; U...UX,. Se

AU...UA, C X;U...UX,, podemos construir a seguinte representacao de ¢

m

Z @i X a, T OX (X0 0%\ (A10...UAR)

i=1
Note que essa representagao preserva a integral. (Andalogo para A; U...U A, D

XjU...UX,)

Pelo Lema 1, existem By,..., B, C @ mensuraveis e disjuntos, Y7,...,Y, conjuntos
mensuraveis e disjuntos, by, ...,b,,y1,...,ys € Y, tais que

p = Zb X5, = i:XlXXl
zw - >t
Z:w Zysu(Yz
UA = UB = UXk LSJYZ
=1

=1

Vamos mostrar que b;u(B; NY;) = yiu(B; NY;) para todo 1, j.

Suponha que B; NY; # &. Entao existe x € B; NY,. Como By,..., B, sao disjuntos
e Y1,...,Y; sao disjuntos, temos ¢(z) = b; = y;. Entao b;u(B; NY)) = yip(B; NY)).
Suponha que B; NY; = @. Entao u(B; NY;) =0=b;u(B; NY)) = yu(B; NY))

Agora iremos mostrar que Y .-, a;u(A;) = > ip(X;)



=> b)Y u(BNY) pois V7, . ..
p=

:Zyjp (U(B ﬂY)) pois By, ...,

por (1)

por (1)

, Yy sao disjuntos

B,, sao disjuntos

por (1)

por (1)

]

Note que a integral de ¢ é um elemento de X, nao necessariamente um nimero. No

entanto, temos um problema ao tentar definir a integral de uma funcao f : Q — X, pois nao

existe uma relagao de ordem 6bvia entre fungoes de () em X.

A integral de uma fungao simples satisfaz a seguinte propriedade:



Proposicao 2. Sejam QQ um espago mensurdvel com medida 1 e X um espago vetorial

topoldgico. Se o : Q — X € uma funcao simples, entao, para todo A € X',

Ap = Ao é Lebesgue integravel com integral de Lebesgue

/A(pd,u

Q

A/ godu:/Atpdu
Q Q

Demonstracao. Seja ¢ : Q — X uma funcao simples. Entao existem A;, As,

Mazis ainda,

LA, CQ

mensuraveis e ri,xs, ..., T, tais que

Y= Z wiXAi
=1

Entao

/Qcpdu = Z%‘M(Ai)
i=1

Seja A € X'. Entao, definindo Ay como A o ¢, temos, para todo ¢ € @,

(Ap)(q) = A (Z JCiXAi(Q))

= Z(sz)XAZ(Q)

=1

Logo

n

Ap = Z(Azi)XAi

i=1
onde cada Az; € C (ou R). Entao A¢ é uma fungao simples no sentido de Lebesgue.

Entao podemos calcular sua integral como

10



Mas

Vamos definir a integral de f de modo que a propriedade

A(/Qfdu> :/QAfdu,VAeX’

seja satisfeita. Note que Af, definida como Ao f, é uma func¢ao de @ em C (ou R). Entao se
/. 0 A fdu estiver definida, a integral sera de Lebesgue. Para isso apresentaremos a defini¢ao

de fungoes fracamente mensuraveis.

Definigao 1. Seja QQ um espag¢o mensurdvel com medida . Uma funcao f: Q — X € dita

fracamente mensurdvel se Af é mensurdvel no sentido de Lebesque para todo A € X'.

Definicao 2. Seja 1 uma medida sobre um espaco mensurdvel Q). Seja X um espago vetorial

topoldgico cujo dual X' separa pontos de X.
Seja f: QQ — X fracamente mensurdvel.

Se existir y € X tal que

VA € X', Ay = / Afdu
Q
entao definimos
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yz/Qfdu

Observacao 1. Note que, sob as condicoes da definicao, existe no mdximo um y € X tal
que

VA € X' Ay = / Afdu
Q

o que implica que a integral de f, se existir, estd bem definida.
Demonstracao. Seja f: Q) — X tal que existe y € X onde

yz/@fdu

Seja z € X, z # y. Como X’ separa pontos de X, existe A € X’ tal que Ay # Az. Assim

/Afd,u:Ay;éAz
Q

Logo

2%/Qfd/t
O

Lema 2. Seja X um espago vetorial topologico. Seja ) um espago topologico com medida

de Borel p tal que p(Q) < oo. Seja f: QQ — X continua tal que f(Q) é compacto.

Entao, para todo V. € ®x(0), existem Aj,..., A, C Q mensurdveis e disjuntos com

U, Ai=Q exy,...,z, € Q tais que a fungao simples ¢ definida como

0 =2 F@)Xa,

satisfaz a sequinte propriedade:

Ve e Q,po(x) € f(z)+V
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Demonstragao. Dado V' € $x(0), seja W € ®x(0) aberto e equilibrado tal que W C V.

Entao
f@Q c U@ +w)
z€Q
Como f(Q) é compacto, existem x1,...,x, tais que

mwcﬁﬁcUumwﬂn

Seja, para todo i = 1,...,n, U; = f~1(f(z;) + W). Entao, pela continuidade de f, cada

U; é aberto e

= Q) (U(f(xi) + W)) =UJ @) +w)

i=1 =1
n

Q' +mw) = U,

=1 =1

Defina, para cadai=1,...,n,
Uy, sei=1
A, = i—1
Ui\UUk, sei>1
k=1

Observe que cada A; é mensuravel, pois A; é aberto e, para ¢ > 1, A é a interse¢ao de um

aberto (U;) com um fechado ((Ji_) Ux)C. Além disso, Ay, ..., A, sdo dois a dois disjuntos e

Seja



Entao, dado = € @, existe um tnico A; com x € A;. Assim, p(z) = f(z;), e
e-W=W pois W ¢ equilibrado

]

Teorema 1. Seja X um espago vetorial topologico tal que X' separa pontos de X. Seja

uma medida de Borel sobre um espago topoldgico Hausdorff Q tal que 0 < u(Q) < oo.

Sejam f : QQ — X continua e H = Conv(f(Q)). Se H € relativamente compacto, entio

existe a integral de f:

yz/Qfdu

ey € pu(@QH.

Demonstragao. Seja I = ®x(0) com a relagao de ordem = definida como:

U<WeWcCU

Entdo I ¢ um conjunto dirigido. Como f(Q) C H e H é compacto, entio f(Q) é compacto.
Logo, pelo Lema 2, para todo V' € I, existe

nV)

%
pv = Z fal ))XAEW
i=1
tal que, para todo = € @, ¢y (z) € f(z)+ V. Entdo ¢ converge para f pontualmente.

(a) Suponha que p é uma medida de probabilidade sobre Q.

Seja (yy)ver um net definido como

14



yVZ/SOVdM
Q

Entao cada yy é uma combinagao convexa de elementos de f(Q), pois

(V)

(V)
ZWjLWWZENWWMMW)GEEMWFﬂ
i=1 i=1

Logo, cada yy € H, o que implica que ((yy)yves) é uma sequéncia em H. Como H ¢é

compacto, (yv)ves possui um subnet (yp(g))pes convergindo para algum y € H.

Entao, dado € > 0,

(i) Como (yn(a))pes —> y e A é continua, existe 51 € J tal que, para todo 3 € J,
€
B2 B = [Myns) — Ayl < 5

(i) Como A é continua em 0, existe V. tal que A(VZ) C B.(0).

(©n(a))ges € um subnet de (¢a)acs- Logo, existe By tal que, para todo € J com

B > Bs, temos, para todo = € @,

one) (1) = f(r) € Vo = App) — Af(x) € B-(0)

Entao

‘ / (Ags —Af)du‘ < / Ags — Af] dy
Q Q

£
S/—w
02

g g g
=§/Qldu=§u(62)=§

Seja By € J com [y > B1 e By > (2. Entao, se 8 > [y,
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= [ Asan| =aw [ Nesduct [ Agadi~ [ Agan
Q Q Q Q

= Ay—A/ ¢5du+/(As@ﬁ—Af)du’
Q Q

= Ay—Ay5+/
Q

< |Ay — Ayg| + ‘/Q(AW —Af)du‘

T

Como € > 0 é arbitrario, temos

Ay = / Afdp
Q

Como A € X’ é arbitrario e X’ separa pontos de X, segue que

yz/Qfdu

Suponha que p(A) # 1. Seja v uma medida sobre @) tal que, para todo A C () mensu-

ravel,

Entao v é uma medida de probabilidade sobre Q).

Logo, pelo item (a), existe z € H tal que

z:/Qfdy

Seja

Entao y € p(Q)H e

V= s = @ = gy (@) [ ) = [ s

16
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]

Corolario 1. Seja X um espago de Fréchet. Seja p uma medida de Borel sobre um espago

topoldgico Hausdorff e compacto @Q tal que 0 < pu(Q) < oo.

Sejam f: Q) — X continua e H = Conv(f(Q)). Entao existe a integral de f:

yz/Qfdu

ey € u(@H.

Demonstracao. X é Fréchet, entao X' separa pontos de X.

Como @ é compacto, f é continua e X é Fréchet, entdao H = Conv(f(Q)) é relativamente

compacto. Logo, podemos aplicar o Teorema 1. O

3 Funcoes Holomorfas

Definicao 3. Seja 2 um subconjunto aberto de C. Seja X um espaco vetorial topoldgico.

(a) A funcao f:Q — X € dita fracamente holomorfa em Q2 se Af € holomorfa no sentido

usual para cada A € X'.

(b) A fungao f:Q — X € dita fortemente holomorfa em § se o limite

o $0) = 1)

w—z w —z
existe para todo z € Q.

Note que o quociente W ¢ o produto do escalar w—z € C pelo vetor f(w)—f(z) € X.

z

Proposicao 3. Toda funcao fortemente holomorfa é fracamente holomorfa.

Demonstrag¢ao. Sejam X um espago vetorial topologico, €2 um aberto em Ce f: Q) — X

uma funcao fortemente holomorfa. Seja A € X'.
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Dado z € €2, o limite
L fw) = £(2)

w—z w — z

existe. Como A é continua e linear, vale

A(Fgﬂ@;i@):hmA(W@—ﬂ@)

o AUw) — AU()
o (D) = (A)(2)

Como z € () é arbitrario, A f é holomorfa. Como A é arbitrario, f é fracamente holomorfa.

]

Lema 3. Seja Q, K C C, tais que Q) € aberto, K é compacto e 0 € ).

Seja a1 Q) x K — C continua na topologia produto.

Se
a(0,n) =0,Yne K

entao, dado € > 0, existe § > 0 tal que

VzeQlzl <d= (Vne K, |a(z,n)| <e)

Demonstragao. Dado € > 0, a!(B.(0)) é aberto e contém {0} x K.
Sejan € K. Entao (0,n) € a~1(B.(0)).
Como os abertos de C x C sao gerados por produtos cartesianos de abertos em C, existem

r,s > 0 tais que

B,(0) x (Bs(n) N K) C a™'(B:(0))

18



Definindo 4, = min{r, s}, temos

(0,m) € Bs, (0) x (Bj,(n) N K) (2)

Logo, é possivel definir 4, para todo 1 € K, de forma que (2) seja satisfeita. Assim,

{0} x K C U B;,(0) x (Bs,(n) N K) C U Bs,(0) x By, (n)

nekK nekK

Mas {0} x K é compacto, entao existem 7y, ...,n, € K tais que

{0} x K c | Bs, (0) x Bs, ()

J=1

Seja 6 = min{d,, : j =1,...,n}. Seja z € Q2 com |z| < J. Dado n € K,

(2.m) € Bs,,(0) x (Bs,, (1;) N K) para algum j € {1,...,n}
=(z,n) € a”1(B.(0))

=la(z,n)] <e
0

Teorema 2. Seja €2 um aberto de C e seja X um espaco de Fréchet complexo. Se f : } — X

€ fracamente holomorfa, entao:

(a) f € fortemente continua em Q.

(b) O teorema de Cauchy e a formula de Cauchy valem: Se I' é um caminho fechado em §)

tal que Indr(w) = 0 para cada w ¢ 2, entdo
[ e =o ©
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f(z) = = / (€= =) F(Q)dc (4)

211
sez € Q elIndr(z) =1. SeT'; e 'y sao caminhos fechados em § tais que

Indyp, (w) = Indp,(w)

para qualquer w ¢ ), entdo

/F (0 = / RGL (5)

(c) f é fortemente holomorfa em Q.

Demonstragao. (a) Assumindo que 0 € €2, vamos provar que f é fortemente continua em 0.
Definindo, para todo r > 0, A, = {z € C: |z| < r}, escolha r de modo que Ay, C Q.

Seja A € X'. Como Af é holomorfa, temos, para todo z € C tal que 0 < |z| < 2r,

aplicando a féormula integral de Cauchy o seguinte resultado

(Af)(z) = (Af)O) 1 [L/(g_z)—l(Af)(g ¢ — L/g—l Af)(g)dg]

z 21

11
T Zomi [/FC (AF)(6)d¢ - /C AN d(}

Ll (C% - Z) (AF)(Q)dc

_,z2m/%v {HZ Jd¢

i O

% Fm(f\f)(@)d(

(Af)z) = (ANH0) 1 [ (A
2 =3 '/r<c—z)<d<

20



onde I' é a fronteira de A,, orientada positivamente.
Seja
M(A) = max |[(Af)(z)|

€A,

Seja z € C com 0 < |z| < r. Seja I' a fronteira de A, orientada positivamente. Entao

A1) - (Af>(0>‘ = [z A[f(2) — FO))
- 271m/p (—= dg'
_2 (AT
= o /|¢—
<r 'M(A

Entao o conjunto

(101005 <)

é fracamente limitado em X.

Entao o conjunto é fortemente limitado em X. Assim, se V' é uma vizinhanca da origem,

existe t < oo tal que, para 0 < |z| < r:
— f(0
M etV = f(z) — f(0) € 2tV

Entao f(z) — f(0) fortemente quanto z — 0.

(b) SejaI' um caminho fechado em 2. Entao sua imagem ¢é limitada em C. Logo, a envoltoria

convexa da imagem de I' possui fecho compacto. Portanto, pelo Teorema 1

/F F(=)dc

21

existe. Assim,



(i) Suponha que Indr(w) = 0 para todo w ¢ §2. Seja A € X’. Como Af & holomorfa,

temos

/F (AF)(Q)dC =0

Entao

/F F(Q)d¢ =0

pela unicidade da integral de f.

(ii) Suponha que Indr(w) = 1 para todo w ¢ Q. Entao

VA € X', (Af)(z) ! /F(C —2) H(AF)(Q)d¢

~ omi

Entao

f(z) = = / (€ — =) F(Q)dc

27

(iii) Seja z € Q tal que Indr(z) = 1. Se I'; e I'y sdo caminhos fechados tais que

Indr, (w) = Indr,(w)

para todo w ¢ (), entdo, para todo A € X',

/F WA= [ (AHQdc

1)

Logo,
F(Qde = [ f(Q)d¢
I Ty

(c¢) Por simplicidade, vamos assumir que 0 € €2 e iremos demonstrar que

1 1) = F(0)

z—0 z

existe.
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Seja r > 0 tal que Ay, C €. Seja I' a fronteira de Ay, orientada no sentido anti-horario.

Defina

1

Y= omi

/F C2(Q)de (6)

Note que y estd bem definido, pois a fungao ¢ — (27i)~'("2 é continua em Ay, \ A,.

Entao podemos aplicar o Teorema 1.

Queremos mostrar que

lim —————~ = Yy
z—0 z

Observe que escolhemos y inspirados no seguinte resultado de fungoes analiticas:

- / 1 f(¢
f analitica = f'(2) = %/r G E i)QdC
Pelo item (b), para todo z € Ay, temos
1
16) = g [ (€= r0)ac

10) = 5= [ O
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Entao, se z € Ay e 2 # 0,

f(Z)—f(O):l{LA<C_Z Q) d(__/glf dg}

z 2 | 2m
1 1
:Z%Upc F(O)dC - Fcf<<>d<}

_LlL (L - ¢) foc

2omi Jo\C—2 ¢

- ’Z(C"Zj);f@czc
%L/z (—2)
- (_C_Z><f<<>d<

o F_é‘éﬂc—lzx}f@dg

1 (1 —((—2)¢+¢
Sl T }f@dg
_ 11 —QZ+z<+QZ}
i ol o= |19

1 1 z{
27” e C2(C )Zl fle)de

= mi / IO+ o [ /O

=y+9(2)

onde definimos ¢ : Ay, — C como

1 z
) = %/me(o@

Como 0A,, é compacto e a fungao « : intA,, x 0A,, — C definida como

z

"0 ET

f(©)

é tal que a(0,¢) = 0 para todo ( € 0As,, entao, pelo Lema 3, dado € > 0, existe 6 > 0

tal que
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f(Q) £
2] < 6 = V¢ € Oy, CQ’& 5<%
Entao, se |z| < ¢
2l = 27m/(2 d('
<5 [ a0
1
< o _r|dC|
1 e
= %527('27’ =&
Logo g(z) — 0 quando z — 0.
Assim,
f(z) = f(0)

z

Portanto, f é fortemente holomorfa.

— 1y quando z — 0

]

Observacao 2. Sejam X um espago de Montel complexo e 2 C C um aberto. Para mostrar

que f : X — Q € fortemente continua em €2, basta mostrar que f € fracamente continua,

pois num espago de Montel toda func¢ao fracamente continua é fortemente continua.

Teorema 3. Seja X um espaco vetorial topoldgico tal que X' separa pontos de X. Seja

f: C — X fracamente holomorfa com imagem fracamente limitada em X. FEntao f é

constante.

Demonstracao. Dado A € X', Af é uma fun¢ao holomorfa no sentido usual e limitada. Seja

z € C. Entao, pelo Teorema de Liouville,

Af(z) = Af(0)

Como X' separa pontos de X, segue que f(z) =
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f(0). Portanto f é constante.



Appendices

A Alguns resultados de funcoes analiticas

Teorema 4. (Férmula Integral de Cauchy) Sejam Q aberto conexo, f : Q@ — C ho-
lomorfa e T' : [0,1] — Q wma curva fechada em Q e C por partes . Se a € Q\ Im(T)

Entao,

F(@)nde(a) = 5 [ )

m Jrz—a

dz.

Teorema 5. (Formula Integral de Cauchy para derivadas ) Sejam € aberto conezo,
f:Q — C holomorfa e T' : [0,1] — Q uma curva fechada em Q e C' por partes . Se
a e Q\ Im(I') Entao,

|
OIS N (O N
7@ =05 /F (C— 2™
Teorema 6. (Teorema de Cauchy-Goursat) Sejam Q aberto, f : Q@ — C holomorfa.

Seja A um tridngulo convexo e fechado contido em ). Entao,

/8 [z =0.

Teorema 7. (Teorema de Cauchy) Sejam ) aberto e simplesmemnte conezo, f:Q — C

holomorfa e n uma curva fechada em Q e C' por partes . Entao,

/ f(w)dw = 0.
n
Teorema 8. (Teorema de Liouville)Toda funcao inteira e limitada € constante
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