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Capitulo 1

Algebras de Fréchet

1.1 Introducao

O texto a seguir, cuja principal fonte desse trabalho é o livro [1] de Goldmann, foi
preparado para um semindrio para a disciplina “Espacos localmente convexos e aplicagoes”
ministrada no primeiro semestre de 2017 pelo Prof. Dr. Paulo Domingos Cordaro.

O objetivo é apresentar alguns resultados fundamentais da teoria de &lgebras de
Fréchet relacionados com andlise espectral e também dar uma caracterizagao de algebras
de Fréchet usando algebras de Banach.

1.2 Preliminares

Nesse texto, vamos sempre considerar uma algebra associativa, comutativa e com
unidade A sobre o corpo dos nimeros complexos.

Definicao 1. Uma algebra de Banach € uma dlgebra A que também um espago de Banach
e satisfaz

Ifgll < IIfllllgll Vf,geAell]=1.

Exemplo 1. Seja K um compacto Hausdorff nao vazio. O conjunto C(K) de todas as
fungoes continuas em K a valores complexos € uma dlgebra de Banach se munido da
norma do supremo

1l = Sup [f(@)], f e CK).

Definigao 2. Seja A uma dlgebra. Uma seminorma p: A — [0,00) € dita multiplicativa
se

p(xy) < p(x)p(y) Va,y € A.

Definicao 3. Um subconjunto U C A é dito multiplicativo se UU C U.

Definigao 4. Uma algebra topoldgica € uma dlgebra A que é um espago vetorial topologico
tal que a multiplicacdo

(a,b) e Ax A abe A

¢ uma aplicacao continua.



CAPITULO 1. ALGEBRAS DE FRECHET 2

Definicao 5. Uma dlgebra topologica € dita localmente multiplicativamente convexa se
existe uma base de vizinhancas da origem que sao multiplicativas e convezas.

Definicao 6. Uma dlgebra localmente multiplicativamente convexa é chamada de dlgebra
de Fréchet se é metrizavel e completa.

Exemplo 2. Seja Q C CN um aberto e O(Q) o conjunto de todas as fungées holomorfas
em ). Para cada compacto K C ) temos que

[flle = sup [f(z)], [ € O(Q),
reK
¢ uma familia de seminormas para O(2). Com a familia de seminormas || -||k, o conjunto
O(R2) € uma dlgebra de Fréchet.

Seja A uma algebra de Fréchet e escolhemos uma familia de seminormas {p,},. A
partir daqui, sempre assumimos que p, < p,+1 para todo n.
Para cada n € N, denotamos por I,, o ideal

I, =kerp, ={a € A:p,(a) =0}
e denotamos por A, o completamento da dlgebra A/I, com respeito a norma

Pola+ In) = pn(a).

Entao A,, é uma algebra de Banach por definicao. Note que A, possui uma identidade
pois A possui uma identidade.

1.3 Teorema de Arens-Michael

Nesta secao é apresentada uma caracterizacao de algebras de Fréchet como um limite
projetivo de algebras de Banach. Essa caracterizagao é 1til pois ela permite que varios
resultados de algebras de Banach sejam adaptados para algebras de Fréchet.

Comecaremos essa se¢ao introduzindo o conceito de limite projetivo.

Defini¢ao 7. Seja {E,,d,} uma sequéncia de espagos métricos e assuma que para cada
n € N tenhamos uma aplicagao continua

©n - En+1 — En

Dizemos que essa sequéncia constitui um sistema projetivo de espacos métricos

n Pn—

Se n(E,11) € denso em E, para todo n € N, entao falamos que a sequéncia constitui
um sistema projetivo denso.

Definicao 8. O subconjunto
@En = {(fn) S H E, : QOn(fn—&-l) = fn Vn € N}
neN

munido da topologia relativa da topologia produto é chamado de limite projetivo de um
sistema projetivo.
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Lema 1. Seja l&nEn o limite projetivo de um sistema projetivo denso

n Pn—

de espacos métricos completos. Nessas condigoes, a aplica¢ao

(fa) € im E, ™ fi € By,
possui imagem densa para todo k € N.
Observacao 1. Esse lema € usualmente chamado de versao abstrata do teorema de

Mittag-Lefflier. De fato, o teorema cldssico de Mittag-Leffler para funcoes meromorfas
e o teorema da categoria de Baire podem ser deduzidos dele.

Agora consideramos o sistema projetivo denso

n Pn—

em que cada B,, é uma &dlgebra de Banach com norma ||||,, e cada ¢,, ¢ um homomorfismo
continuo de algebras de Banach.

O conjunto [] B, munido de operagoes algébricas definidas coordenada por coorde-
nada é uma algebra. A topologia de [[ B, é gerada por uma familia de seminormas
multiplicativas

pe((fn)) = max||fyll; 5 <k, keN

Como o produto de espagos completos é completo, temos que [[ B,, é uma dlgebra de
Fréchet.

Lema 2. O conjunto T&an ¢ um subespago fechado de [[ B,.

Uma consequéncia do lema anterior é que lim B,, ¢ uma algebra de Fréchet.
Seja (f,) € m B, = A. Para k € N existe Cy > 0 tal que

I felle < pre((fn)) < Ckll frlle

pois cada ¢; é continua e

| fr—illi—i = llpr—i 0o ppa(fi)llk—1, i=1,....,k—1.

Portanto as semi-normas

pe((fn)) = ”fk”k

definem uma topologia equivalente em A = lim B,,.
Seja I, = {(fn) € A: pe((f)) = 0} e denotemos por Ay o completamento de A/ com
respeito a norma

Pe((fo) + 1) = pe((fa)) = |l ficllx-
A aplicacao

(fa) + In € AL, = fir € By
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é injetiva e um homomorfismo de algebras continuo. Pelo Lema 1, a aplicacao T' possui
imagem densa e portanto pode ser estendida a um homomorfismo de dlgebras topolégico

De fato, podemos identificar A/I; com um subespago de Ay, e se a € Ay, entao existe uma
sequéncia {a;} C A/I} convergingo para a em A;. Como T é continua, temos que {T'(a;)}
¢ uma sequéncia de Cauchy e assim existe o limite lim; 7'(a;). Note que se {b;} C A/I}
¢ outra sequéncia convergindo para a, entao a; — b; — 0 e por continuidade e linearidade
temos que T'(b; — a;) — 0 o que implica que lim; T'(b;) = lim; T'(a;). Podemos entao
definir T'(a) = lim; T'(a;). Por definigio, essa aplicagio é continua, além disso é facil de
verificar que ela é também linear.

Teorema 1. Seja

n Pn—
"'_>Bn+1¢_>Bn__‘L>Bn—l_>"'

um sistema projetivo denso de dlgebras de Banach. Entao A = @Bn ¢ uma dlgebra de
Fréchet.

Demonstragcao. Segue da discussao acima que A = lgl B,, é uma élgebra de Fréchet. [J
Provamos anteriormente que A = @ B,, é uma &lgebra de Fréchet se

o= Bt 25 By 25 Byl =
¢ um limite projetivo de sistema projetivo denso. Agora queremos mostrar que toda
algebra de Fréchet pode ser escrita dessa maneira.

Seja A uma &lgebra de Fréchet e considere a sequéncia de seminormas {p,},. Como
feito anteriormente, consideramos A, o completamento de A/, = A/ker p, com respeito
a norma p'(f + ker p,) = p,(f), identificamos A/, com um subespago de A,, e denotamos
por 7, a aplicacao canodnica

feA— f+kerp,.

Para m > n definimos

como a aplicacao
f+kerp,, € A/ kerp,, — f + kerp, € A/kerp,

e por
T Am — Ap

a extensao continua de 7/,
Temos que 7, .., Ty € Ty, estdo bem definidas e sdo homomorfismos continuos de
algebras que possuem imagem densa e, além disso,

p;z(ﬂmm(f» <p,.(f) VfeA, (1.1)

pois pn, < Prn.-
Consideramos o seguinte sistema projetivo denso de algebras de Banach
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Tn+1,n
_>An+1;>An_>

e também o seguinte sistema projetivo denso de espagos normados

AI 7T'In+1,n A/
cee —> n+1% n—>....

Note que como identificamos A/, com um subespago de A,, temos que I&H A C 1&1 A,
Consideremos a seguinte aplicagao

feA=T(f) = (m(f)n € @A;

Temos que 7" é homomorfismos de algebras e é uma bijecao. De fato, se T'(f) = 0
entdo m,(f) = 0 para todo n e isso significa que p,(f) = 0 para todo n e portanto
f =0em A. Por outro lado, dado (f,), € l&nA’n temos que 7, (fur1) = f, isto é
fni1 — fn € kerp, e iterando o argumento, para m > n, temos f,, — f, € kerp, e entao
existe f = lim f,, que satisfaz T'(f) = (fu)n € Hm A}, e T" é sobrejetora.

Segue do Teorema da Aplicacao Aberta que 77 é um isomorfismo topolégico e portanto
@nA; é completo. Segue diretamente do Lema 1 que a aplicagao 7" tem imagem densa e
portanto @ Al é denso em l'LnAn. Logo l&mA;1 ¢ fechado e denso em l'LnAn e portanto
a imagem de 7" é lim A,,.

Reunindo o que obtemos acima temos o seguinte resultado:

Teorema 2. As afirmacoes a sequir sao equivalentes para uma dlgebra A:
1. A dlgebra A é uma dlgebra de Fréchet;

2. A dlgebra A é um limite projetivo de um sistema denso projetivo de dlgebras de
Banach.

1.4 Nocoes da Teoria Espectral das Algebras de Fréchet

Definigao 9. Seja A uma dlgebra de Fréchet.

1. Denotamos por S(A) o conjunto de todos os homomorfismos nao nulos com valores

nos nimeros complexos e denotamos por M(A) o conjunto de todos os elementos
continuos de S(A). Chamamos M(A) de espectro de A.

2. Para f € A, definimos a fun¢do
p € S(A) = fp) = olf).
A funcao f ¢ chamada de transformada de Gelfand de f. Definimos

A= fluw : f €A

3. Sempre munimos S(A) e M(A) com a topologia fraca, isto é, a menor topologia que
faz com que a transformadas de Gelfand sejam fungoes continuas em S(A) e M(A).
FEssa topologia é chamada de topologia de Gelfand.



CAPITULO 1. ALGEBRAS DE FRECHET 6

Definicao 10. Um espaco Hausdorff € chamado de hemicompacto se existe uma exaustao
enumerdvel por compactos
"'CKnCKn+1 C ---

de X tal que para cada compacto K existe um n € N tal que K C K,. Chamamos tal
exaustao de admissivel.

Seja A,, o completamento de A/I,, com respeito & norma p/,(a+ I,,) = p,(a) *. Assim,
A,, é uma algebra de Banach com unidade. Mostraremos agora que o espectro da algebra
de Fréchet é o-compacto.

Proposicao 1. O espectro de uma algebra de Frechét é o-compacto.

e Considere as projecoes
T A=A, a—a+l, (1.2)

Entao, para cada n, 7, é um homomorfismo continuo com imagem densa 2. Assim,
a transposta 7 é continua e injetiva. Sabemos que M (A,,) é nao vazio e compacto,
por ser o espectro de uma algebra de Banach. Assim,

T M(Ay) — mM(Ay) C M(A) (1.3)

n
é um homeomorfismo. Portanto 77 (M (A,)) é compacto para todo n.

e Queremos mostrar que dado qualquer ¢ € M(A), existen € Ne ¢ tal que 77 (9) = ¢.
Note que para qualquer ¢ € M(A), existe n € N, tal que:

le(N)l <pul(f), V€A

(da continuidade). Dai segue que, se definirmos

¢: AL, - C, f+1I,—¢o(f)

temos que @ é um homomorfismo algébrico continuo em A/I,. Seja @ a tnica
extensao continua de ¢ em A, (logo ¢ € M(A,)), temos o desejado.

Daqui concluimos que:

M(A) = Unen, (M(Ay))

e Queremos mostrar que, qualquer que seja n, se ¢ € M(A,), entdao 7i(p) € M(A).
Qualquer que seja f € A:

T ()N =l om(f) < po(f + 1n) = pu(f) (1.4)

norma, pois p'(a+1I,,) =0 <= a+ I, € I, logo a, € I,.
2A projecao no caso ndo é necessariamete sobrejetora, pois tomamos o completamento do quociente.
A continuidade segue trivialmente
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T (M(An)) = {p € M(A) : [p(f)] < pulf), VS e A}
Note que de (1.4), temos
T (M(An)) C (M (Ar))

n m
para m > nd.
O que conclui a prova.
Corolario 1. O espectro de uma dlgebra de Fréchet nunca € vazio

Demonstragao. M(A;) é ndo vazio, pois é o espectro de uma algebra de Banach. ]

Sabemos entdo que M(A) é o-compacto. Vamos mostrar agora que ele é de fato
hemicompacto.

Teorema 3. Seja A uma dlgebra de Fréchet e seja A, definido como anteriormente.
Entao, de uma maneira natural, vale que

M(A) = UnENM(An)
e (M(A,)) € uma exaustao admissivel de M(A), isto é, M(A) € um espag¢o hemicompacto.

Vamos provar que (M (A,)) é uma exaustao admissivel de M (A).
Seja K C M(A) um conjunto compacto arbitrario. Para cada ¢ € K, o conjunto
{feA: |p(f)] <1} é fechado. Assim, o conjunto

Ko=nec{feA: Jeplsy={rea: |Ifllk<1}

é fechado também. )
Pela definicao de topologia de Gelfand, toda transformada de Gelfand f é continua
em M (A), logo limitada em K. Portanto:

A=U2 nK°

Pelo teorema de Baire e pelo fato de que A tem interior nao vazio, 9n € N, tal que
nK° tem interior nao vazio. Consequentemente K° tem interior nao vazio. Podemos
entao escolher k natural, e > 0 e g € K°, tais que:

{feA: p(f—-g)<eCK’
Seja h € A tal que pr(h) # 0, e seja p € K, entdo vamos mostrar que ¢ € M(Ay)

+ (eh/(2pk(h))) € K°
Logo,
©(g + (eh/(2pe(h)))) <1
Dai, como |p(g)] <1
w(h) < dpr(h)/e
Se pr(h) = 0, entao g+ch € K°, para todo ¢ > 0, portanto |p(h)| < 2/c, o que implica
0=lp(h)| = ( ) Assim, concluimos que ¢ € M(Ay).

3Pois p,, < Ppt1
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Teorema 4 (Gelfand-Mazur). Se A é uma dlgebra de Fréchet que é um corpo, entdo
A=C.

Demonstracao. Os multiplos complexos da identidade formam uma subdlgebra de A iso-
morfa a C. Logo, basta mostrar que todo f € A é um multiplo complexo da identidade.
Seja f € A. Sabemos que M(A) nao é vazio pelo Coroldrio 1. Suponha que exista
© € M(A), tal que f — ¢(f)1 ndo seja invertivel. Mas A é um corpo, logo f —¢(f)1 =0,
pois ¢ é um homomorfismo algébrico entre corpos e chegamos a uma contradigao. Assim,

f=p()L O



Referéncias Bibliograficas

[1] Helmut Goldmann. Uniform Fréchet algebras, volume 162. Elsevier, 1990.



