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Resumo: Neste trabalho mostrarémos a existéncia de inversa a direita para
operadores lineares continuos entre espagos de Banach. Mostrarémos ainda que
para uma importante classe de operadores diferenciais, que inclui os operadores
elipticos, esta inversa nao ¢ linear.

1 Existéncia de inversa a direita de aplicacoes
entre espacos de Fréchet

A sec@o a seguir tem como objetivo principal demonstrar que um mapa linear
sobrejetor entre espagos de Fréchet, sempre possui inversa a direita continua,
mas que essa inversa nao é necessariamente linear.

Este resultado e todos os passos intermediarios que venham a ser utilizados
podem ser encontrados em [Bourbaki(1987)], ou, caso sejam apresentados em
forma de Lema, foram demonstrados em sala de aula ao decorrer do curso.

Lema 1. Seja E um espaco localmente convero metrizdvel. A topologia de E
pode ser definida por uma distancia invariante sob translacées, para a qual as
bolas abertas sdo convexas.

Proposicao 1. Seja d uma métrica invariante pela esquerda que define uma
topologia em um grupo topoldgico metrizavel G, e H um subgrupo normal e
fechado de G. Se X eY sao dois pontos de G/H, entao a distancia d(X,Y)
entre os dois subconjuntos fechados X, Y em G € uma métrica invariante pela
esquerda em G/H e define uma topologia neste espago quociente.

Primeiramente, iremos demonstrar que d é, de fato, métrica. Para isso, note
queserxe X eyeY,

I = o )
= a}gefH d(oz, By)
= gglfld(x,hy) = d(z, Hy).
Entao, para qualquer Z € G/H, temos que
(X, Z2) = d(Y, Z)| = |d(z, Z) — d(y, Z)| < d(z,y).



Como isso vale para qualquer x € X e y € Y, concluimos que
|[d(X,Z) —d(Y,Z2)| < d(X,Y).
Portanto, d é métrica em G/H. Assim para qualquer Z € G/H, temos
d(ZX,Z2Y) = églf{ d(zz, hzy)

= inf d(zz, z(z 7' h2)y).
inf d(zz, 2( )y)
Mas como H é normal, entdo quando h percorre H, z~'hz também percorre
H. Sendo assim, segue que

d(ZX,ZY) = d(zx,zHy)
= d(z,Hy) =d(X,Y).

Finalmente, resta mostrar que d define uma topologia em G/H. De fato, se
V é uma vizinhanga de e € G, definida por V = {z € G; d(e,z) < €}, entdo a
imagem de V pela aplicagéo canénica em G/H é dada por

(V) = {i e G/H; d(é,i) <€),

que é uma vizinhanca da identidade é em G/H. Portanto, d define uma
topologia em G/H.

Definicao 1. Um homomorfismo continuo sobrejetor f, entre os grupos topologicos
G e G1 é chamado morfismo estrito de G em G’ se 0 homomorfismo bijetor f# de
G/f71(€e') em G', associado com f, é um isomorfismo entre grupos topolégicos.

Teorema 1. Sejam E e F' espagos vetoriais metrizdveis sobre um anel de di-
visdo nao discreto K, e u um mapa linear continuo e sobrejetor de E em F.
Suponha que E € completo. Entao se F' também é completo, u é um morfismo
estrito.

Definicao 2. Uma particao da unidade continua em um espaco topoldgico X
é uma famiia (f;)ier : X — [0,1] de fungdes reais positivas e continuas em X,
cujos suportes formam uma familia localmente finita tal que >, fi(x) = 1.

iel
Proposigao 2. Sejam E e F dois espagos de Fréchet e u um mapa linear
continuo sobrejetor de E em F. Entao existe uma inversa a direita de u que é
continua mas que nao € necessariamente linear.

Como vimos na Proposicao 1, existe uma distancia d em F, invariante sob
translagoes, que define uma topologia em que as bolas abertas sao convexas.
Sendo assim, tomando y,y/ € F, definimos d(y,y’) como a distancia entre os
conjuntos fechados u=1(y) e u=1(y/) de E.

Primeiramente, queremos mostrar que § também define uma topologia em
F. Para isso, tomamos a projecio canénica Il : E — E/Ker(u) e definimos u?
como a aplicagao de E/Ker(u) em F induzida por u. Pelo Lema 3, d define uma
topologia no espago quociente E/Ker(u), sendo assim, vizinhangas da origem
definidas por

Vo = {X € E/Ker(u); d(X,0) < a},



sdo levadas por u# em conjuntos

W (Vo) = {yeF; du'(y),u ' (0)}
= {yeF; i(y,0)},

mas como pelo Teorema 1, u é um morfismo estrito e sendo assim, u# é um
isomorfismo. Logo u* (V,,) sdo vizinhancas da origem em F e portanto, conclui-
se que ¢ de fato, define uma topologia em F.

Agora iremos construir por indu¢do uma sequencia de fungdes continuas
($n)nen de F em F satisfazendo as seguintes desigualdades para qualquer y € F:

6(y, u(sn(y))) <277, (1)
d(sn(y), sn_1(y)) <27 paran>1. (2)

Suponha que n = 0, ou que n = 1 e que s,_1 esteja bem definida e satisfaga (1)
e (2). Entao, se yo € F, como u é sobrejetora, u~t(y) é ndo-vazio e para o caso
n = 1, pela hipétese de indugao temos que

d(u™ (yo), u™ (su-1(y0))) < 27" 3)

Entdo existe g € E tal que u(xg) = yo e d(2o, $n—1(y0)) < 27" 1. Mostraremos

a existéncia de tal zq: seja x4 € E tal que u(zy) = yo. Escrevemos xg = x4 + 2,
com z € keru. Entao

d(w0,5n-1(y0)) = d(Tx + 2,50-1(¥0)) = d(T4, Sn—1(y0) — 2).

Agora u=(s,-1(y0)) = sn—1(yo) +ker u e portanto por (3) podemos determinar
T4 € z tal que zg tem a propriedade requerida.
Mas como s,_1 é continua, o conjunto U < F, definido por

U= {y € F; 5(%1/0) <2™™ e d(x075n—1(y)) < 27n+1}7

¢ uma vizinhanga aberta de yo. Assim, existe Vj(,,) € U tal que, se definirmos
Sn,i : B — F por sy ;(y) = xo, para to y € F', teremos que s, ; restrito a Vityo)
ird satisfazer (1) e (2).Construimos entao (V;)es tal que F < |JV;
i€l
Mas como F' é metrizavel, é paracompacto e portanto, existe uma partigao
da unidade continua (f;)ser, localmente finita e subordinada & cobertura (V;);e;.

Com isso, para cada y € F' tomamos

Sh (y) = Z fi (y)a Sn,i (y)

el

Essa funcao é continua; e como as bolas abertas sdo convexas em F e F, s,
satisfaz (1) e (2) para qualquer y € F.

Finalmente, pela desigualdade (2) concluimos que (s;,)nen forma uma sequéncia
de Cauchy em E. Como E é completo, essa sequéncia converge uniformemente
para uma funcgdo continua s : E — F. Além disso, a desigualdade (1) nos
mostra que v o s = Idp, portanto, u é inversa a direita de u.



2 Inexisténcia de inversa a direita linear para
uma classe operadores diferenciais

O seguinte teorema é devido a Alexandre Grothendieck, seguimos a demon-
stracao de [Treves(2006)]

Teorema: Seja D um operador diferencial linear definido numa regiao €2 <
R™ satisfazendo:

1. Para todo ' < Q aberto, se D¢ = 0 para toda distribuicao ¢ em ' entao
¢ é analitica real em §'.

2. D é sobrejetor de C*(Q2) em C*®(9Q).

3. Para todo Q' < Q aberto existe 9 < Q' também aberto onde DT¢ = 0
para alguma distribuigdo ¢ € D'(2"), tal que ¢ # 0

Sob estas condigOes nao existe uma inversa a direita linear e continua para o
operador diferencial D em C* ().

Demonstragao: Vamos supor por contradigao que exista uma aplicagao G
definida em C'* () linear e continua, tal que D o G = I, o operador identidade
em C®(Q). Entao para todo compacto K < Q existe outro K’ < ), um inteiro
m > 0 e um real positivo C tais que para toda f € C*®(Q) vale:

up |G (@) < sup B 12 f(x) (@

!’
rzeK zeK a<m

De onde nota-se que se f se anula numa vizinhanca de K’ entao G fse anula
em K. Tomemos entdo uma bola aberta By < (K|JK')¢( ), onde Q; é
um subconjunto conexo de 2 tal que Q[ )Int(K) # . Entdao para toda
f € CX(By), vale G(f) = 0 em K, pois tomamos seu suporte By fora de K.
Mas D(G(f)) = 0 fora do suporte de G(f), logo por (1) G(f) é analitica em
Q1 — suppf.

ComoG é inversa a direita de F vale que para toda f€C*(By) vale D(Gf) =
f, entdo D(C*®(By)) = C®(By). Pelo teorema do bipolar temos que DT :
D'(By) — D'(By) ¢ injetora. Por (3) seja 2” um aberto de Q2 no qual a equagao
DT¢ = 0 para toda distribuicdo ¢ € D’(£2”). Agora suponhamos que tenhamos
escolhido Q” = By como em (3), podemos repetir o raciocinio anterior para
qualquer Q” < Q" vale que DT : D'(Q") — D'(Q") é injetora, contudo (3)
afirma que existe uma distribuicdo ¢ # 0 para a qual DT¢ = 0, levando a uma
contradigao.

2.1 O operador laplaciano

O teorema acima ¢é aplicavel a todos operadores diferenciais parciais lineares com
coeficientes constantes, além de outros operadores com coeficientes analiticos.
Um caso particular de operador diferencial parcial linead com coeficientes con-
stantes é o operador laplaciano:

n 82

Onde z = (z1, 2, ...,x,) € R™. Vejamos porque A satisfaz o teorema acima:



Lembremo-nos da definigdo de P(D) convexidade: Um aberto 2 é dito P(D)
convexo para um operador diferencial D, se para toda distribuigdo p € D'()
e para todo K — € compacto tal que suppD”Tyu — K existe outro compacto
K’ < Q tal que suppy < K'.

(A) O transponto do operador laplaciano AT = —A.

(B) Tomemos uma distribui¢do com suporte compacto em Q, p € £'(Q)
que satisfaz ATy = 0 em um aberto conexo relativamente compacto € <
0 — suppAp pelo item (1) do teorema p é analitica na componente conexa
Q. Mas como a distribui¢ao tem suporte compacto p se anula em €', como o
argumento é valido para qualquer componente conexa de §2 — suppAp. Temos
que suppp < suppAp v (U;€2}) compacto, portanto 2 é P(D) convexo para A.

(C) mostrémos que para o operador laplaciano vale a propriedade (1) do
enunciado do teorema.

Definicao: Um operador diferencial D é dito hipoeliptico em um aberto
Q c R" se para todo aberto U < R”™ e distruibuicao u € D'(Q2) vale que se
f=Due C*®U) entao ue C*®(U).

Teorema: Se o operador D tem uma solugio fundamental Ef € C*(R™\{0})
entao D é hipoeliptico.

Demonstracao: Dado U aberto no qual f = Du é C*, basta mostrar que
u é C® na vizinhanga de um ponto zg € U. Tomemos uma vizinhanca U’ < U
de zg, definamos uma funcao g € CL(U) tal que g = 1 em U’. Entao

D(gu) =gDu+v=gf +v (6)
Onde v é composta por uma combinagao linear de derivadas de g, portando
v=0em U’
Seja agora E uma solucao fundamental de D como no enunciado
E« D(gu) = (DE) * gu = gu (7)
Logo

gu=E=+D(gu)=FExgf + Ex*v (8)

Na equagéo acima temos que o termo E x gf é C'* pois é a convolugdo de
uma funcdo CP com uma distribui¢do. Resta mostrar que E v é C*. Dado
€ > 0 suficientemente pequeno, definamos a seguinte vizinhanga de zg.

Ve=A{z:d(x {U'}*) > ¢} (9)
Agora definamos a seguinte funcdo corte & =1 se |z| < ¢/2 e vale 0 se |z| > €.
E podemos escrever:
Exv=(_§,E)«v+[(1—-¢&)E]=*v (10)
O termo [(1 — & )E] v é C* em todo dominio, resta mostrar que (§.E) = v
é C* . Mas
supp[€cE] = v < suppl[{E] + suppv (11)

J& vimos que v = 0 em U’ (pela definigdo de v ela é uma combinacao linear
de derivadas de g que é constante em U’), mas V., c U’, entéo [ E] * v se anula
em V, < U’ e portanto é C® neste conjunto.



(D) Para o operador laplaciano a propriedade (1) do enunciado do teorema
segue da formula integral de Poisson para fungoes harmonicas: Se u é uma
funcao harmoénica numa vizinhanga €2 do ponto xg € R™ ela pode ser represen-
tada como uma média dos valores de u numa esfera centrada em xy multiplicada
por um kernel:

@=7] e (12)

onde A é a drea da superficie da esfera de raio R em R™ . A série de taylor
correspondente é convergente para |z| < R, logo a série pode ser integrada termo
a termo fornecendo uma representagio de u(z) em série.

No caso mais geral de operadores elipticos de coeficientes constantes pode-se
usar o seguinte fato:

Definigao: Um operador diferencial D é dito analitico hipoeliptico em um
aberto 0 = R™ se para todo aberto U ¢ R" vale que se f = Du é analitica em
U para uma distribuigdo u € D'(Q2), entdo u é analitica em U.

Teorema: Se o operador D tem uma solugao fundamental E analitica em
(R™\{0}) entao D é analitico-hipoeliptico.
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