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Este trabalho é uma exposicdo dos resultados do artigo [Sch53] com uma aplicacdo no
estudo dos espacos de cohomologia de Dolbeault de uma variedade complexa compacta.

1. HOMOMORFISMOS E APLICACOES COMPACTAS

Nesta secdo apresentamos os resultados do artigo [Sch53]. Seguiremos de perto a demonstra-
¢do original oferecendo alguns detalhes adicionais. Usaremos a notagdo que foi adotada em
sala de aula.

1.1 DEFINIGAO. Sejam E e F espacos localmente convexos de Hausdorff. Uma aplicacdo
v e L(E, F) é dita compacta se existe V € ®g(0) tal que v(V) é relativamente compacto em F.

1.2 TEOREMA. Sejam E e F espagos localmente convexos de Hausdorff e sejam u,v € L(E, F).
Suponha que valem as seguintes condigoes:

1. Aaplicacédo v é compacta.
2. Aaplicagdo u é um isomorfismo de E sobre u(E);
3. O subespaco u(E) é fechado em F;

Entéo a aplicag¢do w := u+ v é um homomorfismo com dim Ker w < co e w(E) é fechado em F.



Demonstragao.

¢ Mostremos que Ker w tem dimensao finita:

Basta provarmos que Ker w tem um vizinhanca do origem relativamente compacta.
Seja V € ®g(0) um tonel tal que v(V) é relativamente compacta em F. Como V é um
tonel e uma vizinhanca da origem, existe p, uma seminorma continua em E, tal que
V={xeE: px) =<1}. Seja W:= VnKer w. Entdo W é uma vizinhanca da origem em
Ker w. Mostraremos que W é relativamente compacto: para todo x € W, temos w(x) =0,
isto é, u(x) = —v(x), logo u(W) = —v(W). Como v(W) c v(V) e v(V) é compacto temos
que u(W) é relativamente compacto. Como u: E — u(E) é um isomorfismo e u(E) c F é
fechado temos que u(W) < u(E) é compacto, logo W é relativamente compacto.

¢ Mostremos que a aplicacdo w é um homomorfismo e que tem imagem fechada:

Tendo em vista o que provamos no paragrafo anterior e aplicando a proposicdo B.1,
podemos restringir u e v a um suplementar topolégico de Ker w, logo basta considerar
0 caso em que w € injetora. Seja (xg)qaea UM net em E e suponha que exista y € F tal
que lim w(xy) = y. Aplicando a proposi¢do A.3[1.], podemos supor que (xq)gea € um
ultranet. Para concluir que w(E) é fechado, precisamos mostrar que existe xy € E tal que
w(xp) = y, e para mostrar que w é um homeomorfismo sobre sua imagem (e portanto
um homomorfismo) precisamos mostrar que lim x, = xp. Pela proposi¢cdo A.3[3.] temos
um ultranet (p(xq)) ae €M [0,00[. Tomando a compactificagdo de Alexandrov [0,c0] da
semi-reta [0,00[, podemos aplicar a proposicdo A.3[4.b)] e obter entdo lim p(x,) =: a €
[0,00]. Analisaremos os dois possiveis casos:

o Caso a < oo:

Nesse caso temos

=

[
P plxg) +1 ’
logo

Xa
v(—) e v(V),
pxq) +1

e como v(V) é relativamente compacto podemos mais uma vez aplicar a proposi-
¢ao A.3[3. e 4.b)] e obter:

lim y(p(x—(;—l—l) =1 € v(V).
a
Como
limw( Ya - _J ,
plxg) +1 a+1l



temos

. Xa 4
llmu( )= =)
plxg) +1 a+1

isto é, limu(xy) = y— (a+1)y;. Como u tem imagem fechada e é um isomorfismo
sobre sua imagem, temos que o ultranet (xq) e 4 cONverge para algum xp € E, logo
w(xp) = y. Portanto w é um homeomorfismo sobre sua imagem, e esta é fechada.

o Caso a =o0:

Mostraremos que este caso nao acontece. Suponha por absurdo que a = co. Existe
ap € Atal que p(xy) >0 para a = ay. Temos:

lim w( all ):0
az=ag p(xa)

Como no caso anterior, temos:

I T ). 7
alzrtrxloy p(xa) —.y1€U( »

assim como:

lim u( a )—' ev(V)
azay | p(xg) w2 ’

e por fim:

lim

=:xp€E.
a2 p(xg)

Temos p(xg) = 1, e portanto xy # 0. Como w(xp) = 0 = w(0), chegamos a uma
contradi¢do com o fato de w ser injetora.

O

1.3 TEOREMA. Sejam E e F espagos localmente convexos de Hausdorff e sejam u,v € L(E, F).
Suponha que valem as seguintes condigoes:

1. Aaplicagdo u é um homomorfismo fraco sobrejetor;
2. Aaplicagdo v é compacta.
Suponha, ademais, que a aplicacdo u possui a seguinte propriedade:
(A£) Dado K c F compacto convexo, existe Q  E compacto convexo tal que u(Q) o K.

Entdo a aplicagdo w := u+ v é um homomorfismo fraco e w(E) é um subespaco fechado de F
com codimensdo finita.

Demonstragao. Consideremos os espagos E' e F' munidos das topologias y(E', E) e y(F', F),
respectivamente. Mostraremos primeiramente que as aplicacoes ‘u e ‘v satisfazem as condi-
¢oes na hipétese do teorema 1.2.



1. Aaplicagao ‘v é compacta:

Seja V € ®g(0) convexa tal que m é compacto. Para concluir que yé compacta, temos
que mostrar que ‘v leva uma vizinhancga da origem de F’ em um conjunto relativamente
compacto de E’. Como v(V) é um compacto convexo de F, temos que V' := v(V)°é
vizinhanca da origem em F’. Mostraremos que ‘v(V’) é relativamente compacto.

e Mostremos que ‘v(V') € V°,isto é, ‘v(V’') é um conjunto equicontinuo:

Com efeito, seja x' € 'v(V'), isto é, x' = 'v(y’), em que y' € V' < v(V)°. Temos:

[(x', )] = [("'v (), x)|
=y, v()]

<1,
para todo x € V, isto é, x' € V°. Logo, 'v(V') c V°.

Como a topologia y(E', E) é uma topologia intermediaria entre c(E', E) e o (E', E) e do
teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki temos que V° é o (E’, E)-compacto, segue da pro-
posicdo B.2 que ‘v(V') é relativamente compacto.

2. Aaplicacdo ‘u é um isomorfismo de F’ sobre ‘u(F"):

De fato, como u é sobrejetora temos que ‘u € injetora. Seja (‘u(y,)) qe A UM net em
"u(F'). Suponha que lim ‘u(y},) = 0. Mostraremos que limy/, = 0, o que nos permite
concluir que a aplicacdo inversa ! ul: 'w(F) — F' écontinuaem0, e portanto, continua
em ‘u(F’). Seja K < F um subconjunto compacto convexo. Pela condigdo (%), existe
Q c E compacto convexo tal que K < u(Q). Existe @ € A tal que para a = a( tem-se
fu(y),) € Q°, logo:
(v u)| <1, xeqQ.

Portanto para a = ap temos y,, € u(Q)° < K°. Como K é um subconjunto compacto
convexo arbitrério, temos lim y,, = 0.

3. O subespaco ‘u(F') é fechado em E':

Como u é um homomorfismo fraco, o subespaco u'(F" é o(E', E)-fechado, e como a
topologia y(E’, E) é mais fina que a topologia o (E', E), segue que ‘u(F") é fechado.

Pelo teorema 1.2, a aplicacdo ‘w = ‘u+ ‘v é um homomorfismo com dim Ker ‘w < oo e ima-
gem fechada.

Antes de retomar a demonstracdo do teorema, observemos que a topologia y(E', E) é uma
topologia intermediéria entre a topologia fraca o (E’, E) e a topologia de Mackey 7(E', E), e
analogamente com respeito a }/(F’ , F). Portanto:

!/ ! !/ ! !/ ! !/ !
(E}’(E’,E)) =(EU(E/,E)) :E (] (F)/(F’,F)) = (FG'(F’,F)) :E



Podemos concluir a demonstragdo do teorema.

* Mostremos que a aplicagdo w é um homomorfismo fraco:

Como "w(F") é um convexo fechado, temos que ‘w(F") é fechado na topologia o (E', (E})"),
e pela observagdo anterior essa topologia é igual a o(E', E), isto é, ‘w(F') é o(E',E)-
fechado. Portanto w é um homomorfismo fraco.

* Mostremos que o subespaco w(E) é fechado:

A aplicacdo ‘w é um homomorfismo, em particular, ¢ um homomorfismo fraco. Pela
observacdo anterior, temos que os duais de E’ e F' sdo E e F. Logo, a transposta de ‘w é
a propria w, e segue que w(E) é o(F, F')-fechado e, portanto, fechado pois a topologia
de F é mais fina que o (F, F").

* Mostremos que a codimensao de w(E) é finita:

Temos que verificar que a dimensao de F/w(E) é finita. Pela proposicao B.3, temos
(F/w(E))" ~ Ker 'w, em que o isomorfimo é algébrico. Como Ker "w tem dimensao
finita, 0 mesmo vale para (F/ w(E))' e, portanto, para F/ w(E).

O

1.4 COROLARIO. Sejam E e F espagos de Fréchet e sejam u, v € L(E, F). Suponha que valem as
seguintes condigoes:

1. Aaplicagdo u é sobrejetora;
2. Aaplicacédo v é compacta.
Entéo a aplicacdo w := u+ v tem imagem fechada com codimensdo finita.

Demonstragdo. A aplicacao u é aberta (pelo teorema da aplicagdo aberta), logo, um homo-
morfismo e, em particular, um homomorfismo fraco. Para aplicarmos o teorema 1.3 basta
checarmos que u satisfaz a condicdo (£"). Como E, F sdo espagos de Fréchet e u é sobrejetora,
entdo u admite! uma secdo continua, isto é, existe s : F — F continua, mas nio necessaria-
mente linear, tal que u(s(y)) = y, Vy € F. Para K c F compacto convexo, tome Q := Conv[s(K)].
Como E é espaco de Fréchet e s(K) é compacto, temos (por resultados vistos em aula): o
conjunto Q é compacto e convexo. Temos u(Q) 2 u(s(K)) = K. Portanto, a aplicacdo u satisfaz
a condic¢ao (A). O

1Este resultado foi apresentado em um semindrio. Cf. [Bou03] (§4, Prop. 12, p. IL.35).



2. APLICACAO

Como aplicacao do coroldrio 1.4, estudaremos a seguir os grupos de cohomologia de Dolbeault
de uma variedade complexa compacta. Seguiremos de perto a demonstracdao de um teorema
do livro [GR65] (Thm. 19, Ch. VIII, Sec. A, p. 245), mas nos restringiremos ao caso de uma
variedade complexa compacta e o nosso feixe serd o feixe das p-formas holomorfas.

SejaQ c CcY um subconjunto aberto. Denotamos as coordenadas em Q por z = (z3,...,2N).
Logo z=x+iy,emque x = (x1,...,xn) €RY, y=(y1,...,yn) eRVN e zj = xj +iy;, 1< j< N.
Com estas coordenadas denotamos:

i_l(i+ii) i_l(i_ii)
02]'_2 Gx]- ay]- ’ aZj_Z dxj ayj ’

dzj=dx;+idy;, dz;=dx;—idy;,

paral < j<N. Sejam p,q€{0,1,..., N}, uma (p, q)-forma diferencial u em Q é uma (p + q)-
forma diferencial em Q de classe C* que pode ser expressa por:

u= Z u]]dZI N dZ],
|=p
lJ1=q
em que a soma acima € sobre o conjunto dos multi-indices ordenados I = (iy,...,ip), J =
(j1,---»Jq) € para tais multi-indices tem-se dz; = dz; A--- A dzip, dzy =dzj A+ A deq e
ury € C*(Q). O espaco das (p, q)-formas em Q é denotado por Cf’;’ p (). Como usual, a agao
do operador d nas (p, q)-formas em Q é dada pela expressao:

N ou
3 1] 4- _
ou= Z ZTdeAdZIAdZ]'
[=pj=1 J
Jl=q

Logo oue CE’; g+1) (Q) e % = 0. Portanto, temos um complexo de operadores diferenciais:

Cop@ —— CH Q) —— -+ —= CP () —> 0 (D)

Se Q for uma variedade complexa de dimensdo N, temos também definido o operador 8
agindo em (p, g)-formas. Denotamos por G (Q) o espaco das fungbes holomorfas em Q, isto €,
fazendo a identificacao CE’&O) (Q) = C°°(Q2) temos O (Q2) = Ker [5 :C®(Q) — C?(;D,l) (Q)]. Denota-
mos, ademais, por G (Q) o espago das p-formas holomorfas em Q, isto é:

OP(Q) =Ker |0: C(y ) (@) — C ) (Q)] :{ Y udz;: u,e@m)}.
1=p

2.1 DEFINIGAO. Sejam p,q € {0,1,...,N}, com g = 1. Definimos o espaco de cohomologia de
Doubeault de Q) de bigrau (p, g) como sendo o espaco de cohomologia de grau g do complexo



(D) acima, isto €, o C-espago vetorial:

Ker [a (@

(p q <p q+1) (Q)]
Ran [6 (p 4-1) Q) — (p ? (Q)]

H(ZMI) Q) :=

Para ¢ = 0, temos HP0(Q) :=Ker |3: €32 () — C9 Q)| =07 ().

2.2 TEOREMA. Seja Q uma variedade complexa compacta. Entdo os espacos HP? (Q) tém
dimensdo finita.

Demonstragdo. Seja N :=dim Q. Sejam U :={Uy : k=1,... M} eV :={Vi: k=1,..., M} co-
berturas de Q formadas por abertos biholomorficamente equivalentes ao polidisco

A= {zECN:IZjI <1,j=1,...,N},
e tais que V. € U, para k= 1,..., M. Pela proposicio D.2, cada intersecao finita
Ukoﬂ"'ﬂqu ISkjSM
Vi -+ N Vg, 0<j=gqg

é uma variedade de Stein qualquer que seja g € Z... Pelo teorema D.4, estamos em condicdes
de aplicar o teorema C.2 (de Leray), logo:

H»?(Q) = HI(,6P) =H7(,67), qeZ,.
Portanto, é suficiente mostrar que H7(2J,”) tem dimensio finita. Considere a aplicacio
@:N(U)— N@UD,

dada por
(p(VkO,..., qu) = (Uko,..., qu).

A aplicacao ¢ induz aplicagdes
@} CUNED,07) — CTN(D),67), 0<g=<N,
dadas por:
(030), =08 fyry  TeCTONEH, O, 0N

Como @GP (|o|) é um espaco de Montel e || é um subconjunto compacto de |¢(0) |, as aplica-
coes
ol 67 (o)) ~ 7 1o

sdo compactas. Com efeito, tome ¢ > 0, e considere a vizinhanga W € ®gr (¢ (s))) (0) dada por:

sz{ueﬁ”(lgo(a)l) cu= )Y udz; e suplul<e, |I|=p}.
=p lol



|p(0)]
|

ol € limitada, e portanto, relativamente compacta. A identificacao:

A imagem de W por p

clingh,oPy= ] ©*doD,
geNI (L)

em que N9(40) é o conjunto dos g-simplexos de il e o produto a direita estd munido da
topologia produto (note que se trata de um produto finito, pois {{ é combertura finita), mune
C9(N(l),07) de uma estrutura de espaco de Fréchet. Com esta estrutura, as aplicacoes (,o;‘7 sao
compactas. Ademais, o operador de cobordo & : C(N(l), 6P) — CI9T1(N(&l), 6P) é continuo,
logo o subespaco

Z9(8l) :=Ker [5: CTIN&),0P) — CITHNEL),0P)]

é fechado em C9(N(0),0P). Definindo analogamente Z7(0), temos ¢ (Z9(h) < Z9(0).
Fixemos agora g = 1. Considere os espacos de Fréchet:

E:=Z9) x CI Y (N(D),6”) e F:=2Z900).
E um coroldrio? da demonstracdo do teorema C.2 (de Leray) em [GR65] que a restri¢dao
[p7] : HI@L,0P) — HI(T,67),

induzida® em cohomologia por ¢y, € um isomorfismo. Logo, segue que a aplicagdo u: E— F
dada por:
u(f, 8 :=q@y(f)+0g

é sobrejetora. Como v: E — F dada por:

v(f,8):=—py(f)

é compacta, segue do corolério 1.4 que a aplicacdo w := u + v, que é dada por w(f,g) =0g,
aplica E sobre um subespaco fechado de F com codimensao finita. Portanto

Ker [6: CY(N(0),0P) — CT*H(N(D),5P)] Z9() __F

H9(3,07) = = =
Ran [§: CI~1(N(D),0P) — CI(N(D),0P)] &6(CI-Y(N(D),0P)) w(E)

tem dimensao finita.
Para o caso g =0, temos que a aplicacao [(p(’;] ¢ um isomorfismo e uma aplicacdo compacta®,
logo, H° (0, 6P) também tem dimensio finita. O

2Cf. Cor. 5 (Ch. VI, Sec. D, p. 191) de [GR65].

3ie, [q)f’] [fl= [(p;;(f)], em que f € Z9(4l) e os colchetes indicam a passagem ao quociente nos espagos de
cohomologia.

4Note que HO(81,67) = Z0(40), HO(,6P) = 20 (1) e [(pS] € a propria aplicagdo ¢;.



3. APENDICE

A. NETS E ULTRANETS

Esta secdo contém alguns resultados sobre nets que serdo aplicados na se¢do 1. Demonstracdes
podem ser encontradas no artigo [AA72].

A.1 DEFINIGAO. Seja X um conjunto e seja (xq)gea UM net em X.

1. Dizemos que um net (yg) pep em X é um refinamento de (xq)qeca, OU que (¥p)peB refina
(xq)aea, se para todo ap € A existe By € B tal que

{vp: B=Po} < {xq : @ = ao}.

2. Dizemos que (x4)qeca € um ultranet se (xq)qe 4 refina todos os seus refinamentos.

A.2 OBSERVAGAO. Note que se X é um espaco topolégico de Hausdorff e (x4)gec 4 € um net em
X que converge para x € X, entdo todo refinamento de (x,)qe4 cOnverge para x.

A.3 PROPOSIGAO. Seja X um conjunto e seja (xq)qe s Um netem X.
1. O net(xq)qeca admite um ultranet que o refina;
2. O net (xq)qeca é um ultranet se, e somente se, dado S c X vale uma das condigoes:

a) Existeas€ Atalquesea = ag, entdo xq € S;

b) Existease€ A tal que sex = ag, entdo xq € X \ S.

3. Se@: X —Y éuma fungdo a valores em um conjunto Y e (xq)qea é um ultranet, entéo
(¢ (X)) ye 4 € um ultranetem Y ;

4. Se X é um espaco topoldgico de Hausdorff e (xa)qec 4 € um ultranet, entéo:
a) Sexe X éum ponto de aglomemgdo5 de (Xq)aea, entdolimx, = x;

b) SeK c X é compactoexq € K,Va € A, entdo existe x € K tal quelim x, = x.

5. Se X, Y sdo espacgos topolégicos e f : X — Y entdo f é continua se, e somente se, f leva
ultranets convergentes em ultranets convergentes.

B. ALGUMAS PROPOSIGCOES

B.1 PROPOSIGAO. Sejam E um espago localmente convexo de Hausdorffe S € U um subespago
vetorial de dimensdo finita. Entdo existe W c E suplementar topoldgico de S.

Sie, para todo aberto U 3 x e para todo ag € A, existeay € Atal que a1 = ag e xq, €U.



Demonstragdo. Seja N :=dim S e fixe uma base {ey, ..., ex} para S. Podemos aplicar o teorema
de Hahn-Banach e concluir que existem f; € E',j=1,...,N, tais que

_ 17 se ]:k .
f](ek)—{ 0, se j#k’ k=1,...,N.

Defina n: E — E, pondo:
n(x):=filx)er+---+ fn(x)en, x€E.

Como cada f; € continua e linear, j = 1,..., N, temos 7 € L(E). Além disso 7(E) < S, uma
vez que ey, ..., ey € S. Ademais, temos =, pois 7|s é a identidade de S. Portanto S tem
suplementar. O

B.2 PROPOSIGAO. Seja E um espaco localmente convexo de Hausdorff e seja H ¢ E' um sub-
conjunto equicontinuo. Entdo H é o(E', E)-relativamente compacto se, e somente se, H é
c(E', E) -relativamente compacto.

Demonstragdo. Ja sabemos que as topologias o (E', E) e c¢(E’, E) coincidem nos subconjuntos
equicontinuos de E'. Seja V € ®g(0) tal que H < V°. Pelo teorema de Banach-Alaoglu-Boubaki,

2

temos que V° é g (E', E)-compacto, logo, V° é a(E', E)-fechado. Como a topologia c(E', E) é
mais fina que a topologia o (E', E), temos que V° também é c(E’, E)-fechado. Portanto, temos:

—0o(E,E) —c(E',E)
(@ (e

H Ve e H Ve,

2

Como V° é equicontinuo, temos
ﬁa(E’,E) _ FIC(E’,E)’

e segue a tese. O
B.3 PROPOSIGAO. Sejam E, F espagos localmente convexos de Hausdorffe w € L(E, F). Entdo:
1. Ker 'w = w(E)%;
2. Existe um isomorfismo algébricoy : (F/ w(E)) — w(E)°.

Demonstragdo.

1. Seja y' € F'. Temos:

y eKer'w <= ('w(y),x)=0, Vx€E,
= (y,wx))=0, Vx€E,

= y e w(E)".

10



2. Definay : (F/w(E)) — w(E)° pondo:

F !
(wH)y)y=f@@y), fe (M) , YEF

em que 7 : F — F/w(E) é a projec¢do no quociente. Dada f € (F/w(E))' temos w(f) € F/,
pois f e & sdo lineares e continuas. Além disso, se y € w(E), entdo n(y) = 0, logo
(w(f),y)=0,isto é, y(f) € w(E)°. Como 7 é sobrejetora, temos pelo teorema de Hahn-
Banach que vy é injetora. Mostraremos que ' é sobrejetora. Seja y' € w(E)°. Defina
f € (Flw(E)) pondo:

(fir)=(¥.y), yeE

Se 7(y) = 7(2), entdo y — z € w(E), logo (¥, y — z) = 0, e portanto f estd bem definida.
Além disso, f é linear e continua (pois 7 é aberta pela definicdo de topologia quociente)
e w(f) = y'. Entdo v é um aplicacdo linear bijetora, isto é, um isomorfismo algébrico.

O

C. TEOREMA DE LERAY

A seguir construiremos os grupos de cohomologia de Cech de uma variedade complexa Q a
valores no feixe das p-formas holomorfas em Q. Esta € uma construcao geral que pode ser
feita em um espaco topolégico paracompacto qualquer e com valores em um feixe de grupos
abelianos arbitrério, no entanto nos restringiremos ao caso em consideracdo para fixar as
ideias. Esta secdo de apéndice foi baseada no Ch.VI, Sec.D do livro [GR65].

Seja Q uma variedade complexa e seja { uma cobertura aberta de Q. Dado g € Z,, um
q-simplexo o = (U, ...,Uy) de U4 é uma (g + 1)-upla formada por abertos de il tal que:

lo| = Uon---qu;é@.

O aberto |o| é denominado o suporte de . Denotamos por N¥(41) o conjunto dos g-simplexos
de L. O conjunto N(¢) := Ugez, N9(4l) é denominado o nervo de il. Dado g € Z,, uma q-
cocadeia de N (L) é uma funcio f que a cada g-simplexo o associa® uma p-forma holomorfa

fo €07 (lo)) =Ker |0: CGy) (o) — CF 1y (1) |

Denotamos por C7(N(41),6P) o conjunto das g-cocadeias.
Definimos os operadores de cobordo:

84:CTNW),07) — CTH(NW,0), qeZs,

pondo:
q+1

Gqo= Y Vol fs ),
=0

em que:

6No caso geral, uma g-cocadeia associa um g-simplexo o a uma se¢do continua f, € I'(lo|, %) do feixe ¥ em
questao.
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1. Temos o € N9t () e se o = (U, ..., Ug+1), entao o := (Up,...,Uj-1,Uj+1,...,Ug+1);

2. Aaplicacao p

Oj . o~
| |’| associa a cada p-forma holomorfa em |0 j| sua restricdo a |g|.

lo

A expressao (1) implica 6 q+16 q=0,VYqeZ,. Para simplificar a notagdo, denotaremos todos os
operadores de cobordo por §. Portanto, temos um complexo:

CONW,67) 2 - Ly cINwW, 67 —2 crI N6 25 - (©),

C.1 DEFINIGAO. Seja p € {0,..., N}. Definimos a cohomologia de Cech de Q com respeito a
cobertura {{ e com valores no feixe @” como sendo a cohomologia do complexo (C) p acima.
Ou seja, para g = 1, o grupo de cohomologia de Cech de grau q é o grupo:

Ker [8: CI(N(),0P) — CI*H(N(L),0P)]

HY(U,67) := -
Ran [6: CI-1(N(l),6P) — CI(N(&l),6P)]

Para q = 0, temos FI°(4,0P) := Ker [§: CO(N(Lh),0P) — CL(N(Lh),0P)] = OGP ().

Na sec¢do 2, usamos a cohomologia de Cech para calcular a cohomologia de Dolbeault de uma
variedade complexa compacta. Para isto fazemos uso do seguinte teorema’:

C.2 TEOREMA. (LERAY) Seja Q uma variedade complexa e seja il uma cobertura aberta de Q).
Fixep€{0,...,N}. SeHP9(|g|) =0, Vo € N4l), Vg = 1, entdo

HPD Q) = HQ(L[,@P)’

para todo q = 0.

D. VARIEDADES DE STEIN

Nesta secdo, enunciaremos alguns fatos de Andlise Complexa multidimensional que serdo
aplicados na secdo 2. Nossas referéncias foram os livros [GR65] e [H566].

D.1 DEFINIGAO. Uma variedade complexa Q2 de dimensao N é uma variedade de Stein se
valem as seguintes condicdes:

1. Avariedade Q é holomorficamente convexa, isto é, a envoltéria holomorfa
I?@(Q) = {ZEQ 2 f(2)] =suplfl, er@(Q)}
K

de um subconjunto compacto K < Q2 é compacta;
2. Sez,we Qe z#w,entdo existe f € O(Q) tal que f(z) # f(w);

3. Paracada z € Q, existem fi,..., fiv € G(Q) que definem um sistema de coordenadas em
alguma vizinhanca aberta de z.

7Cf. Thm. 4 (Ch. VI, Sec. D, p. 189) de [GR65].
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D.2 PROPOSIGAO. Seja Q) uma variedade complexa. Se Q1, Qp c Q sdo abertos® de Stein, entdo
Q1 NQy é um aberto de Stein.

Demonstragdo. As condicoes [2.] e [3.] da defini¢do D.1 sdo verificadas: uma vez que estas
condic¢oes valem, por exemplo, para Q;, basta restringir as correspondentes funcodes a Q; N Q.
Mostremos que vale a condic¢ao [1.]. Seja K < Q3 nQ» um subconjunto compacto. Mostraremos
que I?@(ngz) é (sequencialmente) compacto. Note que vale:

Ko ©,n0,) © Ko@) NKey)-

Ademais, a condicao que aparece na definicdo de envoltéria holomorfa é fechada, logo,
K@ (QinQy) é um subconjunto fechado de Q; N Q. Seja (z;,) nen UmMa sequéncia em K@(ngz).
Como K@(Q ) é compacto, a sequéncia (z,),eNy admite uma subsequéncia convergente em
K@ Q) < Q. Esta subsequéncia, por sua vez, admite uma subsequenc1a convergente em
K@(QZ) c Oy, e que, portanto, converge para um ponto de Ql N Qy. Como K@(ngz) é fechado
em Q; NQy, o limite das subsquéncias acima pertence a K@’(Ql NQ,)- O

D.3 ExEMPLO. Todo dominio de holomorfia de CV é uma variedade de Stein, em particular,
pelo teorema de Dolbeault-Grothendieck, o polidisco

A:={zeC" :|zjl<1, j=1,...,N}
é uma variedade de Stein.
Como caso particular do Teorema B de Cartan, temos:
D.4 TEOREMA. Se(2 é uma variedade de Stein de dimensdo N e p € {0,..., N}, entdo:

HPPQ) =0, Vg=1.
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