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O teorema de L. Schwartz sobre aplicações
entre espaços de Fréchet

Antonio Victor da Silva Junior - 7157554

Nicholas Braun Rodrigues - 7161754

Este trabalho é uma exposição dos resultados do artigo [Sch53] com uma aplicação no
estudo dos espaços de cohomologia de Dolbeault de uma variedade complexa compacta.

1. HOMOMORFISMOS E APLICAÇÕES COMPACTAS

Nesta seção apresentamos os resultados do artigo [Sch53]. Seguiremos de perto a demonstra-
ção original oferecendo alguns detalhes adicionais. Usaremos a notação que foi adotada em
sala de aula.

1.1 DEFINIÇÃO. Sejam E e F espaços localmente convexos de Hausdorff. Uma aplicação
v ∈ L(E ,F ) é dita compacta se existe V ∈ΦE (0) tal que v(V ) é relativamente compacto em F .

1.2 TEOREMA. Sejam E e F espaços localmente convexos de Hausdorff e sejam u, v ∈ L(E ,F ).
Suponha que valem as seguintes condições:

1. A aplicação v é compacta.

2. A aplicação u é um isomorfismo de E sobre u(E);

3. O subespaço u(E) é fechado em F ;

Então a aplicação w := u + v é um homomorfismo com dim Ker w <∞ e w(E) é fechado em F .
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Demonstração.

• Mostremos que Ker w tem dimensão finita:

Basta provarmos que Ker w tem um vizinhança do origem relativamente compacta.
Seja V ∈ΦE (0) um tonel tal que v(V ) é relativamente compacta em F . Como V é um
tonel e uma vizinhança da origem, existe p, uma seminorma contínua em E , tal que
V = {x ∈ E : p(x) ≤ 1}. Seja W :=V ∩Ker w . Então W é uma vizinhança da origem em
Ker w . Mostraremos que W é relativamente compacto: para todo x ∈W , temos w(x) = 0,
isto é, u(x) =−v(x), logo u(W ) =−v(W ). Como v(W ) ⊂ v(V ) e v(V ) é compacto temos
que u(W ) é relativamente compacto. Como u : E → u(E ) é um isomorfismo e u(E ) ⊂ F é
fechado temos que u(W ) ⊂ u(E) é compacto, logo W é relativamente compacto.

• Mostremos que a aplicação w é um homomorfismo e que tem imagem fechada:

Tendo em vista o que provamos no parágrafo anterior e aplicando a proposição B.1,
podemos restringir u e v a um suplementar topológico de Ker w , logo basta considerar
o caso em que w é injetora. Seja (xα)α∈A um net em E e suponha que exista y ∈ F tal
que lim w(xα) = y . Aplicando a proposição A.3[1.], podemos supor que (xα)α∈A é um
ultranet. Para concluir que w(E ) é fechado, precisamos mostrar que existe x0 ∈ E tal que
w(x0) = y , e para mostrar que w é um homeomorfismo sobre sua imagem (e portanto
um homomorfismo) precisamos mostrar que lim xα = x0. Pela proposição A.3[3.] temos
um ultranet

(
p(xα)

)
α∈A em [0,∞[. Tomando a compactificação de Alexandrov [0,∞] da

semi-reta [0,∞[, podemos aplicar a proposição A.3[4.b)] e obter então lim p(xα) =: a ∈
[0,∞]. Analisaremos os dois possíveis casos:

◦ Caso a <∞:

Nesse caso temos

p

(
xα

p(xα)+1

)
≤ 1,

logo

v

(
xα

p(xα)+1

)
∈ v(V ),

e como v(V ) é relativamente compacto podemos mais uma vez aplicar a proposi-
ção A.3[3. e 4.b)] e obter:

lim v

(
xα

p(xα)+1

)
=: y1 ∈ v(V ).

Como

lim w

(
xα

p(xα)+1

)
= y

a +1
,
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temos

limu

(
xα

p(xα)+1

)
= y

a +1
− y1,

isto é, limu(xα) = y − (a +1)y1. Como u tem imagem fechada e é um isomorfismo
sobre sua imagem, temos que o ultranet (xα)α∈A converge para algum x0 ∈ E , logo
w(x0) = y . Portanto w é um homeomorfismo sobre sua imagem, e esta é fechada.

◦ Caso a =∞:

Mostraremos que este caso não acontece. Suponha por absurdo que a =∞. Existe
α0 ∈ A tal que p(xα) > 0 para α≥α0. Temos:

lim
α≥α0

w

(
xα

p(xα)

)
= 0.

Como no caso anterior, temos:

lim
α≥α0

v

(
xα

p(xα)

)
=: y1 ∈ v(V ),

assim como:

lim
α≥α0

u

(
xα

p(xα)

)
=: y2 ∈ v(V ),

e por fim:

lim
α≥α0

xα
p(xα)

=: x0 ∈ E .

Temos p(x0) = 1, e portanto x0 6= 0. Como w(x0) = 0 = w(0), chegamos a uma
contradição com o fato de w ser injetora.

1.3 TEOREMA. Sejam E e F espaços localmente convexos de Hausdorff e sejam u, v ∈ L(E ,F ).
Suponha que valem as seguintes condições:

1. A aplicação u é um homomorfismo fraco sobrejetor;

2. A aplicação v é compacta.

Suponha, ademais, que a aplicação u possui a seguinte propriedade:

(K ) Dado K ⊂ F compacto convexo, existe Q ⊂ E compacto convexo tal que u(Q) ⊃ K .

Então a aplicação w := u + v é um homomorfismo fraco e w(E) é um subespaço fechado de F
com codimensão finita.

Demonstração. Consideremos os espaços E ′ e F ′ munidos das topologias γ(E ′,E) e γ(F ′,F ),
respectivamente. Mostraremos primeiramente que as aplicações tu e tv satisfazem as condi-
ções na hipótese do teorema 1.2.
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1. A aplicação tv é compacta:

Seja V ∈ΦE (0) convexa tal que v(V ) é compacto. Para concluir que tv é compacta, temos
que mostrar que tv leva uma vizinhança da origem de F ′ em um conjunto relativamente
compacto de E ′. Como v(V ) é um compacto convexo de F , temos que V ′ := v(V ) ◦ é
vizinhança da origem em F ′. Mostraremos que tv(V ′) é relativamente compacto.

• Mostremos que tv(V ′) ⊂V ◦, isto é, tv(V ′) é um conjunto equicontínuo:

Com efeito, seja x ′ ∈ tv(V ′), isto é, x ′ = tv(y ′), em que y ′ ∈V ′ ⊂ v(V )◦. Temos:∣∣〈x ′, x
〉∣∣= ∣∣〈 tv(y ′), x

〉∣∣
= ∣∣〈y ′, v(x)

〉∣∣
≤ 1,

para todo x ∈V , isto é, x ′ ∈V ◦. Logo, tv(V ′) ⊂V ◦.

Como a topologia γ(E ′,E) é uma topologia intermediária entre c(E ′,E) e σ(E ′,E) e do
teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki temos que V ◦ é σ(E ′,E)-compacto, segue da pro-
posição B.2 que tv(V ′) é relativamente compacto.

2. A aplicação tu é um isomorfismo de F ′ sobre tu(F ′):

De fato, como u é sobrejetora temos que tu é injetora. Seja
(

tu(y ′
α)

)
α∈A um net em

tu(F ′). Suponha que lim tu(y ′
α) = 0. Mostraremos que lim y ′

α = 0, o que nos permite
concluir que a aplicação inversa tu−1 : tu(F ′) → F ′ é contínua em 0, e portanto, contínua
em tu(F ′). Seja K ⊂ F um subconjunto compacto convexo. Pela condição (K ), existe
Q ⊂ E compacto convexo tal que K ⊂ u(Q). Existe α0 ∈ A tal que para α ≥ α0 tem-se
tu(y ′

α) ∈Q◦, logo: ∣∣〈y ′
α,u(x)

〉∣∣≤ 1, x ∈Q.

Portanto para α ≥ α0 temos y ′
α ∈ u(Q)◦ ⊂ K ◦. Como K é um subconjunto compacto

convexo arbitrário, temos lim y ′
α = 0.

3. O subespaço tu(F ′) é fechado em E ′:

Como u é um homomorfismo fraco, o subespaço ut (F ′) é σ(E ′,E)-fechado, e como a
topologia γ(E ′,E) é mais fina que a topologia σ(E ′,E), segue que tu(F ′) é fechado.

Pelo teorema 1.2, a aplicação tw = tu + tv é um homomorfismo com dim Ker tw <∞ e ima-
gem fechada.

Antes de retomar a demonstração do teorema, observemos que a topologia γ(E ′,E) é uma
topologia intermediária entre a topologia fraca σ(E ′,E) e a topologia de Mackey τ(E ′,E), e
analogamente com respeito a γ(F ′,F ). Portanto:(

E ′
γ(E ′,E)

)′ = (
E ′
σ(E ′,E)

)′ ' E e
(
F ′
γ(F ′,F )

)′ = (
F ′
σ(F ′,F )

)′ ' F.
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Podemos concluir a demonstração do teorema.

• Mostremos que a aplicação w é um homomorfismo fraco:

Como tw(F ′) é um convexo fechado, temos que tw(F ′) é fechado na topologiaσ(E ′, (E ′
γ)′),

e pela observação anterior essa topologia é igual a σ(E ′,E), isto é, tw(F ′) é σ(E ′,E)-
fechado. Portanto w é um homomorfismo fraco.

• Mostremos que o subespaço w(E) é fechado:

A aplicação tw é um homomorfismo, em particular, é um homomorfismo fraco. Pela
observacão anterior, temos que os duais de E ′ e F ′ são E e F . Logo, a transposta de tw é
a própria w , e segue que w(E) é σ(F,F ′)-fechado e, portanto, fechado pois a topologia
de F é mais fina que σ(F,F ′).

• Mostremos que a codimensão de w(E) é finita:

Temos que verificar que a dimensão de F /w(E) é finita. Pela proposição B.3, temos
(F /w(E))′ ' Ker tw , em que o isomorfimo é algébrico. Como Ker tw tem dimensão
finita, o mesmo vale para (F /w(E))′ e, portanto, para F /w(E).

1.4 COROLÁRIO. Sejam E e F espaços de Fréchet e sejam u, v ∈ L(E ,F ). Suponha que valem as
seguintes condições:

1. A aplicação u é sobrejetora;

2. A aplicação v é compacta.

Então a aplicação w := u + v tem imagem fechada com codimensão finita.

Demonstração. A aplicação u é aberta (pelo teorema da aplicação aberta), logo, um homo-
morfismo e, em particular, um homomorfismo fraco. Para aplicarmos o teorema 1.3 basta
checarmos que u satisfaz a condição (K ). Como E ,F são espaços de Fréchet e u é sobrejetora,
então u admite1 uma seção contínua, isto é, existe s : F → E contínua, mas não necessaria-
mente linear, tal que u(s(y)) = y , ∀y ∈ F . Para K ⊂ F compacto convexo, tome Q := Conv[s(K )].
Como E é espaço de Fréchet e s(K ) é compacto, temos (por resultados vistos em aula): o
conjunto Q é compacto e convexo. Temos u(Q) ⊃ u(s(K )) = K . Portanto, a aplicação u satisfaz
a condição (K ).

1Este resultado foi apresentado em um seminário. Cf. [Bou03] (§4, Prop. 12, p. II.35).
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2. APLICAÇÃO

Como aplicação do corolário 1.4, estudaremos a seguir os grupos de cohomologia de Dolbeault
de uma variedade complexa compacta. Seguiremos de perto a demonstração de um teorema
do livro [GR65] (Thm. 19, Ch. VIII, Sec. A, p. 245), mas nos restringiremos ao caso de uma
variedade complexa compacta e o nosso feixe será o feixe das p-formas holomorfas.

SejaΩ⊂ CN um subconjunto aberto. Denotamos as coordenadas emΩ por z = (z1, . . . , zN ).
Logo z = x + i y , em que x = (x1, . . . , xN ) ∈ RN , y = (y1, . . . , yN ) ∈ RN e z j = x j + i y j , 1 ≤ j ≤ N .
Com estas coordenadas denotamos:

∂

∂z̄ j
= 1

2

(
∂

∂x j
+ i

∂

∂y j

)
,

∂

∂z j
= 1

2

(
∂

∂x j
− i

∂

∂y j

)
,

dz j = dx j + i dy j , dz̄ j = dx j − i dy j ,

para 1 ≤ j ≤ N . Sejam p, q ∈ {0,1, . . . , N }, uma (p, q)-forma diferencial u emΩ é uma (p +q)-
forma diferencial emΩ de classe C∞ que pode ser expressa por:

u = ∑
|I |=p
|J |=q

uI J dzI ∧dz̄ J ,

em que a soma acima é sobre o conjunto dos multi-índices ordenados I = (i1, . . . , ip ), J =
( j1, . . . , jq ) e para tais multi-índices tem-se dzI = dzi1 ∧ ·· · ∧ dzip , dz̄ J = dz̄ j1 ∧ ·· · ∧ dz̄ jq e
uI J ∈C∞(Ω). O espaço das (p, q)-formas emΩ é denotado por C∞

(p,q)(Ω). Como usual, a ação

do operador ∂̄ nas (p, q)-formas emΩ é dada pela expressão:

∂̄u = ∑
|I |=p
|J |=q

N∑
j=1

∂uI J

∂z̄ j
dz̄ j ∧dzI ∧dz̄ J .

Logo ∂̄u ∈C∞
(p,q+1)(Ω) e ∂̄2 = 0. Portanto, temos um complexo de operadores diferenciais:

C∞
(p,0)(Ω) C∞

(p,1)(Ω) · · · C∞
(p,N )(Ω) 0 (D)p

∂̄ ∂̄ ∂̄

Se Ω for uma variedade complexa de dimensão N , temos também definido o operador ∂̄
agindo em (p, q)-formas. Denotamos por O (Ω) o espaço das funções holomorfas emΩ, isto é,

fazendo a identificação C∞
(0,0)(Ω) 'C∞(Ω) temos O (Ω) = Ker

[
∂̄ : C∞(Ω) →C∞

(0,1)(Ω)
]

. Denota-

mos, ademais, por O p (Ω) o espaço das p-formas holomorfas emΩ, isto é:

O p (Ω) = Ker
[
∂̄ : C∞

(p,0) (Ω) →C∞
(p,1) (Ω)

]
=

{ ∑
|I |=p

uI dzI : uI ∈O (Ω)

}
.

2.1 DEFINIÇÃO. Sejam p, q ∈ {0,1, . . . , N }, com q ≥ 1. Definimos o espaço de cohomologia de
Doubeault deΩ de bigrau (p, q) como sendo o espaço de cohomologia de grau q do complexo
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(D)p acima, isto é, o C-espaço vetorial:

H(p,q)(Ω) :=
Ker

[
∂̄ : C∞

(p,q)(Ω) →C∞
(p,q+1)(Ω)

]
Ran

[
∂̄ : C∞

(p,q−1)(Ω) →C∞
(p,q)(Ω)

] .

Para q = 0, temos H(p,0)(Ω) := Ker
[
∂̄ : C∞

(p,0)(Ω) →C∞
(p,1)(Ω)

]
=O p (Ω).

2.2 TEOREMA. Seja Ω uma variedade complexa compacta. Então os espaços H(p,q)(Ω) têm
dimensão finita.

Demonstração. Seja N := dim Ω. Sejam U := {Uk : k = 1, . . . , M } e V := {Vk : k = 1, . . . , M } co-
berturas deΩ formadas por abertos biholomorficamente equivalentes ao polidisco

∆ := {
z ∈ CN : |z j | < 1, j = 1, . . . , N

}
,

e tais que V k bUk , para k = 1, . . . , M . Pela proposição D.2, cada interseção finita

Uk0 ∩·· ·∩Ukq 1 ≤ k j ≤ M

Vk0 ∩·· ·∩Vkq 0 ≤ j ≤ q

é uma variedade de Stein qualquer que seja q ∈ Z+. Pelo teorema D.4, estamos em condições
de aplicar o teorema C.2 (de Leray), logo:

H(p,q)(Ω) = Ȟq (U,O p ) = Ȟq (V,O p ), q ∈ Z+.

Portanto, é suficiente mostrar que Ȟq (V,O p ) tem dimensão finita. Considere a aplicação

ϕ : N (V) → N (U),

dada por
ϕ(Vk0 , . . . ,Vkq ) := (Uk0 , . . . ,Ukq ).

A aplicação ϕ induz aplicações

ϕ∗
q : C q (N (U),O p ) →C q (N (V),O p ), 0 ≤ q ≤ N ,

dadas por: (
ϕ∗

q ( f )
)
σ

:= ρ|ϕ(σ)|
|σ| fϕ(σ), f ∈C q (N (U),O p ), σ ∈ N (V).

Como O p (|σ|) é um espaço de Montel e |σ| é um subconjunto compacto de
∣∣ϕ(σ)

∣∣, as aplica-
ções

ρ
|ϕ(σ)|
|σ| : O p (∣∣ϕ(σ)

∣∣)→O p (|σ|)
são compactas. Com efeito, tome ε> 0, e considere a vizinhança W ∈ΦO p (|ϕ(σ)|)(0) dada por:

W :=
{

u ∈O p (|ϕ(σ)|) : u = ∑
|I |=p

uI dzI e sup
|σ|

|uI | < ε, |I | = p
}

.
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A imagem de W por ρ|ϕ(σ)|
|σ| é limitada, e portanto, relativamente compacta. A identificação:

C q (N (U),O p ) = ∏
σ∈N q (U)

O p (|σ|),

em que N q (U) é o conjunto dos q-simplexos de U e o produto à direita está munido da
topologia produto (note que se trata de um produto finito, pois U é combertura finita), mune
C q (N (U),O p ) de uma estrutura de espaço de Fréchet. Com esta estrutura, as aplicaçõesϕ∗

q são

compactas. Ademais, o operador de cobordo δ : C q (N (U),O p ) →C q+1(N (U),O p ) é contínuo,
logo o subespaço

Z q (U) := Ker
[
δ : C q (N (U),O p ) →C q+1(N (U),O p )

]
é fechado em C q (N (U),O p ). Definindo analogamente Z q (V), temos ϕ∗

q (Z q (U)) ⊂ Z q (V).
Fixemos agora q ≥ 1. Considere os espaços de Fréchet:

E := Z q (U)×C q−1(N (V),O p ) e F := Z q (V).

É um corolário2 da demonstração do teorema C.2 (de Leray) em [GR65] que a restrição[
ϕ∗

q

]
: Ȟq (U,O p ) → Ȟq (V,O p ),

induzida3 em cohomologia por ϕ∗
q , é um isomorfismo. Logo, segue que a aplicação u : E → F

dada por:
u( f , g ) :=ϕ∗

q ( f )+δg

é sobrejetora. Como v : E → F dada por:

v( f , g ) :=−ϕ∗
q ( f )

é compacta, segue do corolário 1.4 que a aplicação w := u + v , que é dada por w( f , g ) = δg ,
aplica E sobre um subespaço fechado de F com codimensão finita. Portanto

Ȟq (V,O p ) = Ker
[
δ : C q (N (V),O p ) →C q+1(N (V),O p )

]
Ran

[
δ : C q−1(N (V),O p ) →C q (N (V),O p )

] = Z q (V)

δ
(
C q−1(N (V),O p )

) = F

w(E)

tem dimensão finita.
Para o caso q = 0, temos que a aplicação

[
ϕ∗

0

]
é um isomorfismo e uma aplicação compacta4,

logo, Ȟ0(V,O p ) também tem dimensão finita.

2Cf. Cor. 5 (Ch. VI, Sec. D, p. 191) de [GR65].
3i.e.,

[
ϕ∗

q
]
[ f ] = [

ϕ∗
q ( f )

]
, em que f ∈ Z q (U) e os colchetes indicam a passagem ao quociente nos espaços de

cohomologia.
4Note que Ȟ0(U,O p ) = Z 0(U), Ȟ0(V,O p ) = Z 0(V) e

[
ϕ∗

0

]
é a própria aplicação ϕ∗

0 .

8



3. APÊNDICE

A. NETS E ULTRANETS

Esta seção contém alguns resultados sobre nets que serão aplicados na seção 1. Demonstrações
podem ser encontradas no artigo [AA72].

A.1 DEFINIÇÃO. Seja X um conjunto e seja (xα)α∈A um net em X .

1. Dizemos que um net (yβ)β∈B em X é um refinamento de (xα)α∈A , ou que (yβ)β∈B refina
(xα)α∈A , se para todo α0 ∈ A existe β0 ∈ B tal que{

yβ : β≥β0
}⊂ {

xα : α≥α0
}
.

2. Dizemos que (xα)α∈A é um ultranet se (xα)α∈A refina todos os seus refinamentos.

A.2 OBSERVAÇÃO. Note que se X é um espaço topológico de Hausdorff e (xα)α∈A é um net em
X que converge para x ∈ X , então todo refinamento de (xα)α∈A converge para x.

A.3 PROPOSIÇÃO. Seja X um conjunto e seja (xα)α∈A um net em X .

1. O net (xα)α∈A admite um ultranet que o refina;

2. O net (xα)α∈A é um ultranet se, e somente se, dado S ⊂ X vale uma das condições:

a) Existe αS ∈ A tal que se α≥αS , então xα ∈ S;

b) Existe αS ∈ A tal que se α≥αS , então xα ∈ X \ S.

3. Se ϕ : X → Y é uma função a valores em um conjunto Y e (xα)α∈A é um ultranet, então(
ϕ (xα)

)
α∈A é um ultranet em Y ;

4. Se X é um espaço topológico de Hausdorff e (xα)α∈A é um ultranet, então:

a) Se x ∈ X é um ponto de aglomeração5 de (xα)α∈A , então lim xα = x;

b) Se K ⊂ X é compacto e xα ∈ K , ∀α ∈ A, então existe x ∈ K tal que lim xα = x.

5. Se X , Y são espaços topológicos e f : X → Y então f é contínua se, e somente se, f leva
ultranets convergentes em ultranets convergentes.

B. ALGUMAS PROPOSIÇÕES

B.1 PROPOSIÇÃO. Sejam E um espaço localmente convexo de Hausdorff e S ⊂U um subespaço
vetorial de dimensão finita. Então existe W ⊂ E suplementar topológico de S.

5i.e., para todo aberto U 3 x e para todo α0 ∈ A, existe α1 ∈ A tal que α1 ≥α0 e xα1 ∈U .
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Demonstração. Seja N := dimS e fixe uma base {e1, . . . ,eN } para S. Podemos aplicar o teorema
de Hahn-Banach e concluir que existem f j ∈ E ′, j = 1, . . . , N , tais que

f j (ek ) =
{

1, se j = k
0, se j 6= k

, k = 1, . . . , N .

Defina π : E → E , pondo:

π(x) := f1(x)e1 +·· ·+ fN (x)eN , x ∈ E .

Como cada f j é contínua e linear, j = 1, . . . , N , temos π ∈ L(E). Além disso π(E) ⊂ S, uma
vez que e1, . . . ,eN ∈ S. Ademais, temos π2 = π, pois π|S é a identidade de S. Portanto S tem
suplementar.

B.2 PROPOSIÇÃO. Seja E um espaço localmente convexo de Hausdorff e seja H ⊂ E ′ um sub-
conjunto equicontínuo. Então H é σ(E ′,E)-relativamente compacto se, e somente se, H é
c(E ′,E)-relativamente compacto.

Demonstração. Já sabemos que as topologias σ(E ′,E) e c(E ′,E) coincidem nos subconjuntos
equicontínuos de E ′. Seja V ∈ΦE (0) tal que H ⊂V ◦. Pelo teorema de Banach-Alaoglu-Boubaki,
temos que V ◦ é σ(E ′,E)-compacto, logo, V ◦ é σ(E ′,E)-fechado. Como a topologia c(E ′,E) é
mais fina que a topologia σ(E ′,E), temos que V ◦ também é c(E ′,E)-fechado. Portanto, temos:

H
σ(E ′,E) ⊂V ◦ e H

c(E ′,E) ⊂V ◦.

Como V ◦ é equicontínuo, temos

H
σ(E ′,E) = H

c(E ′,E)
,

e segue a tese.

B.3 PROPOSIÇÃO. Sejam E ,F espaços localmente convexos de Hausdorff e w ∈ L(E ,F ). Então:

1. Ker tw = w(E)◦;

2. Existe um isomorfismo algébrico ψ : (F /w(E))′ → w(E)◦.

Demonstração.

1. Seja y ′ ∈ F ′. Temos:

y ′ ∈ Ker tw ⇐⇒ 〈 tw(y ′), x
〉= 0, ∀x ∈ E ,

⇐⇒ 〈
y ′, w(x)

〉= 0, ∀x ∈ E ,

⇐⇒ y ′ ∈ w(E)◦.

10



2. Defina ψ : (F /w(E))′ → w(E)◦ pondo:

〈
ψ( f ), y

〉
:= f (π(y)), f ∈

(
F

w(E)

)′
, y ∈ F,

em que π : F → F /w(E ) é a projeção no quociente. Dada f ∈ (F /w(E))′ temos ψ( f ) ∈ F ′,
pois f e π são lineares e contínuas. Além disso, se y ∈ w(E), então π(y) = 0, logo〈
ψ( f ), y

〉= 0, isto é, ψ( f ) ∈ w(E)◦. Como π é sobrejetora, temos pelo teorema de Hahn-
Banach que ψ é injetora. Mostraremos que ψ é sobrejetora. Seja y ′ ∈ w(E)◦. Defina
f ∈ (F /w(E))′ pondo: 〈

f ,π(y)
〉= 〈

y ′, y
〉

, y ∈ F.

Se π(y) = π(z), então y − z ∈ w(E), logo
〈

y ′, y − z
〉= 0, e portanto f está bem definida.

Além disso, f é linear e contínua (pois π é aberta pela definição de topologia quociente)
e ψ( f ) = y ′. Então ψ é um aplicação linear bijetora, isto é, um isomorfismo algébrico.

C. TEOREMA DE LERAY

A seguir construiremos os grupos de cohomologia de Čech de uma variedade complexaΩ a
valores no feixe das p-formas holomorfas emΩ. Esta é uma construção geral que pode ser
feita em um espaço topológico paracompacto qualquer e com valores em um feixe de grupos
abelianos arbitrário, no entanto nos restringiremos ao caso em consideração para fixar as
ideias. Esta seção de apêndice foi baseada no Ch.VI, Sec.D do livro [GR65].
Seja Ω uma variedade complexa e seja U uma cobertura aberta de Ω. Dado q ∈ Z+, um
q-simplexo σ= (U0, . . . ,Uq ) de U é uma (q +1)-upla formada por abertos de U tal que:

|σ| :=U0 ∩·· ·∩Uq 6=∅.

O aberto |σ| é denominado o suporte de σ. Denotamos por N q (U) o conjunto dos q-simplexos
de U. O conjunto N (U) := ⋃

q∈Z+ N q (U) é denominado o nervo de U. Dado q ∈ Z+, uma q-
cocadeia de N (U) é uma função f que a cada q-simplexo σ associa6 uma p-forma holomorfa

fσ ∈O p (|σ|) = Ker
[
∂̄ : C∞

(p,0) (|σ|) →C∞
(p,1) (|σ|)

]
.

Denotamos por C q (N (U),O p ) o conjunto das q-cocadeias.
Definimos os operadores de cobordo:

δq : C q (N (U),O p ) →C q+1(N (U),O p ), q ∈ Z+,

pondo:

(δq f )σ =
q+1∑
j=0

(−1) jρ
|σ j |
|σ| fσ j (†),

em que:

6No caso geral, uma q-cocadeia associa um q-simplexo σ a uma seção contínua fσ ∈ Γ(|σ|,S ) do feixe S em
questão.
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1. Temos σ ∈ N q+1(U) e se σ= (U0, . . . ,Uq+1), então σ j := (U0, . . . ,U j−1,U j+1, . . . ,Uq+1);

2. A aplicação ρ
|σ j |
|σ| associa a cada p-forma holomorfa em

∣∣σ j
∣∣ sua restrição a |σ|.

A expressão (†) implica δq+1δq = 0, ∀q ∈ Z+. Para simplificar a notação, denotaremos todos os
operadores de cobordo por δ. Portanto, temos um complexo:

C 0(N (U),O p ) · · · C q (N (U),O p ) C q+1(N (U),O p ) · · · (Č)p
δ δ δ δ

C.1 DEFINIÇÃO. Seja p ∈ {0, . . . , N }. Definimos a cohomologia de Čech de Ω com respeito à
cobertura U e com valores no feixe O p como sendo a cohomologia do complexo (Č)p acima.
Ou seja, para q ≥ 1, o grupo de cohomologia de Čech de grau q é o grupo:

Ȟq (U,O p ) := Ker
[
δ : C q (N (U),O p ) →C q+1(N (U),O p )

]
Ran

[
δ : C q−1(N (U),O p ) →C q (N (U),O p )

] .

Para q = 0, temos Ȟ0(U,O p ) := Ker
[
δ : C 0(N (U),O p ) →C 1(N (U),O p )

]'O p (Ω).

Na seção 2, usamos a cohomologia de Čech para calcular a cohomologia de Dolbeault de uma
variedade complexa compacta. Para isto fazemos uso do seguinte teorema7:

C.2 TEOREMA. (LERAY ) SejaΩ uma variedade complexa e seja U uma cobertura aberta deΩ.
Fixe p ∈ {0, . . . , N }. Se H(p,q)(|σ|) = 0, ∀σ ∈ N (U), ∀q ≥ 1, então

H(p,q)(Ω) ' Ȟq (U,O p ),

para todo q ≥ 0.

D. VARIEDADES DE STEIN

Nesta seção, enunciaremos alguns fatos de Análise Complexa multidimensional que serão
aplicados na seção 2. Nossas referências foram os livros [GR65] e [Hö66].

D.1 DEFINIÇÃO. Uma variedade complexa Ω de dimensão N é uma variedade de Stein se
valem as seguintes condições:

1. A variedadeΩ é holomorficamente convexa, isto é, a envoltória holomorfa

K̂O (Ω) :=
{

z ∈Ω : | f (z)| ≤ sup
K

| f |, ∀ f ∈O (Ω)
}

de um subconjunto compacto K ⊂Ω é compacta;

2. Se z, w ∈Ω e z 6= w , então existe f ∈O (Ω) tal que f (z) 6= f (w);

3. Para cada z ∈Ω, existem f1, . . . , fN ∈O (Ω) que definem um sistema de coordenadas em
alguma vizinhança aberta de z.

7Cf. Thm. 4 (Ch. VI, Sec. D, p. 189) de [GR65].
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D.2 PROPOSIÇÃO. SejaΩ uma variedade complexa. SeΩ1,Ω2 ⊂Ω são abertos8 de Stein, então
Ω1 ∩Ω2 é um aberto de Stein.

Demonstração. As condições [2.] e [3.] da definição D.1 são verificadas: uma vez que estas
condições valem, por exemplo, paraΩ1, basta restringir as correspondentes funções aΩ1∩Ω2.
Mostremos que vale a condição [1.]. Seja K ⊂Ω1∩Ω2 um subconjunto compacto. Mostraremos
que K̂O (Ω1∩Ω2) é (sequencialmente) compacto. Note que vale:

K̂O (Ω1∩Ω2) ⊂ K̂O (Ω1) ∩ K̂O (Ω2).

Ademais, a condição que aparece na definição de envoltória holomorfa é fechada, logo,
K̂O (Ω1∩Ω2) é um subconjunto fechado deΩ1 ∩Ω2. Seja (zn)n∈N uma sequência em K̂O (Ω1∩Ω2).
Como K̂O (Ω1) é compacto, a sequência (zn)n∈N admite uma subsequência convergente em
K̂O (Ω1) ⊂ Ω1. Esta subsequência, por sua vez, admite uma subsequência convergente em
K̂O (Ω2) ⊂Ω2, e que, portanto, converge para um ponto deΩ1 ∩Ω2. Como K̂O (Ω1∩Ω2) é fechado
emΩ1 ∩Ω2, o limite das subsquências acima pertence a K̂O (Ω1∩Ω2).

D.3 EXEMPLO. Todo domínio de holomorfia de CN é uma variedade de Stein, em particular,
pelo teorema de Dolbeault-Grothendieck, o polidisco

∆ := {
z ∈ CN : |z j | < 1, j = 1, . . . , N

}
é uma variedade de Stein.

Como caso particular do Teorema B de Cartan, temos:

D.4 TEOREMA. SeΩ é uma variedade de Stein de dimensão N e p ∈ {0, . . . , N }, então:

H(p,q)(Ω) = 0, ∀q ≥ 1.
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