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As nocgoes de convergéncia e derivada no sentido fraco e aplicagoes.

Paulo D. Cordaro (IME-USP)

Introducao

Iniciamos recordando que f : R — R ¢é diferenciavel no ponto xy € R se existir o limite

tig AR ZIC) oy

Se f é diferencidvel em xg entao f é continua em xg, isto é
lim f(zo + h) = f(zo).
h—0

Exemplo: g(x) = |z| é diferencidvel em todo ponto zy # 0 mas ndo é diferencidavel em
xo = 0, embora seja continua também em zy = 0.

Exemplo: A funcao de Heaviside é definida como:
>
H(ZL‘):{ 1 sexz>0

0 sex <0
H(z) é diferenciavel em todo ponto xy # 0 mas nao é continua em zy = 0.

Em aplicagoes na Fisica e na Engenharia, por exemplo, é importante dar um significado
para a derivada da funcao de Heaviside. Este “objeto” deve ser identicamente zero fora da
origem e deve, também, detectar o salto de uma unidade quando os valores de x passam
de negativos a positivos. As técnicas usuais do Calculo Diferencial nao sao suficientes para
resolver esta questao.

Funcoes teste

Denotaremos por D = D(R) o conjunto de todas as fungoes ¢ : R — R que sao infinitamente
diferencidveis e que se anulam no complementar de um intervalo [a, b].

D é um R-espaco vetorial de dimensao infinita. Para verificar este fato notemos primeira-
mente que segue do teorema de L’Hopital que a funcao definida como 0 para z < 0,
exp{—1/z} para x > 0 é de fato infinitamente diferenciavel em R.

Exemplo. Dados a,b € R, a < b, definimos

(2) = e V@) sex >a By(z) = e~ V/=0) sex < b
@) =13 o se r < a. W)= 0 se x > b.

Entao 7,,(z) = aq(x) - Bp(z) pertence a D.



A ideia central

Uma fungao f : R — R fica, por defini¢do, caracterizada pelos valores f(z), quando z
percorre R.

Seja L a classe! de todas as funcoes que sao integraveis e absolutamente integrdveis, no
sentido impréprio de Riemann, em cada intervalo compacto de R. Note que C(R) C L. Se

f € L definimos N
UH@:/’fwwumL beD.

Questao fundamental: Os valores {f} [¢] caracterizam f ?
A resposta SIM: a funcao f pode ser determinada pelas médias ponderadas { f }|¢].

Em outras palavras, o funcional linear
DR o {Ni= [ S

determina f.

Vamos demonstrar este fato assumindo, por simplicidade, que f é continua (o resultado é
verdadeiro em geral). Fixemos 2y € R e seja ¢ € D, ¢ > 0 tal que

/_Z W(z)dz = 1.

Para cada ¢ > 0 definimos 1. € D por

wle) = 2o (1),

3

Entao

{fH%%=[%f@ﬂ&@er/ﬁf@v+wwmmm3ﬁf@®-

A validade do limite assim se justifica: tome M > 0 tal que ¥» = 0 no complementar de
[—M, M]. Entao

M

‘[U@WWW@w—ﬂWZ/ (o +2y) — Flo)] d(y)dy

-M
e portanto

< sup |f(zo +ey) — f(xo)] -
ly| <M

‘/_Z F(wo + ey)b(y)dy — f(zo)

1 Utilizando a integral de Lebesque podemos definir £ como a classe de todas as funcdes mensuraveis
f R — [—00,00] tais que f é integravel em cada intervalo compacto de R.
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Dado p > 0 existe g9 > 0 tal que |x — x| < ¢ implica |f(z) — f(z0)| < p. Logo se |y| < M
e e <eg/M entdo |f(xo +ey) — f(zo)| < p. Consequentemente

e<ey/M = ‘/_OO flzo+ey)v(y)dy — f(zo)| < p. O

O espaco D’
Definig¢ao. Seja {¢,} C D. Escrevemos ¢, 25 0se
1. Existe M > 0 tal que ¢,(x) =0se |z| > M en € N.

2. gb%m "Z% 0 uniformemente em R, k =0,1,. . ..

Definicao. Denotamos por D’ o R-espaco vetorial de todos os funcionais lineares T : D —
R que satisfazem a seguinte propriedade:

o V{¢,} CD, ¢ =50 = T[d] — O.

Dada f € £ podemos definir
DR o (1ol = [ f@oes
Note que se ¢, — 0 entdo {f}[on] = 0ja que

M
< sup ]¢n(x)|/ |f(z)|dz — 0 quando n — oc.
ol <M M

[ sty
Tal associagao nos fornece uma injegao

LD
Idéia central: Desenvolver um céalculo diferencial em D’ que coincida com o calculo usual
quando restrito a C'(R), através da identificagao

C'(R)Cc L—TD.

e A definigdo do espago D’ (seus elementos sao denominados distribuigées sobre R) é
devida a Laurent Schwartz (1915-2002). Schwartz recebeu a Medalha Fields em 1950
por seu trablaho sobre a teoria das distribuicoes.



O calculo da derivada

Se f € C'(R) e ¢ € D podemos efetuar integragao por partes

/f ) = ()o@} }_ /f

Escrito de outro modo, uma vez que também temos [’ € L,

{fHe] = —{f}¢].
Definigao fundamental. Se T' € D’ definimos sua derivada 7" € D’ pela regra
T'¢| = -T|¢'], ¢€D.
Uma vez que ¢, 2.0 implica ¢/, 2.0 segue que T” define, de fato, um elemento de D'.

Exemplo (a funcao de Heaviside): Como vimos podemos associar a fungao de Heaviside
o seguinte funcional € D’:

()} [6 / H(z)o(x)de /0 " o(@)da

Assim a derivada de H, como elemento de D’ é o funcional

(HY [¢] = — {H} [ / ¢ (x)dz = §(0),

isto é, a derivada de {H} é igual ao funcional ¢ — ¢(0).

A “funcao” Delta de Dirac

e Paul A. M. Dirac (1902-1984), fisico inglés, prémio Nobel de Fisica (1933), o primeiro
a afirmar categoricamente a existéncia de antiparticulas.

Em um de seus trabalhos Dirac idealizou um “fungao”, denominada d6(x), que teria as

seguintes propriedades:
d(z) =0, Vzx#O0;

/ " S(@)e(x)dz = 6(0), ¢ € D.

—00

Assim 0(z) seria a representagao de um pico concentrado na origem.

O modo correto de interpretamos a “fungao” é(x) é considerd-la como o elemento § € D’
definido por

0[¢] = #(0), oD,
Vale entao a conhecida férmula:

(HY =34,



A fungao log |z
A fungéo log|z| pertence a £ e portanto podemos considerar sua derivada

{log|z|}' € D'

{log |z} [¢] = —(log]z)[¢]
_ _/ log || &' (z)dx

o0

= — lim log |z| ¢'(z)dx

e—0t |z|>e

— i {aoge) o) - oo+ [ Aac)

e0+ lzj>e L
¢(x)

= lim —dx,
e—0t |z|>e T

uma vez que

i {(log2) 6(6) ~ o(-2)]) = tim { (loge) /¢ey@}o

Defina

{ }[gb]—l de, peD.
e—0t |z|>e T
Note que VP {1/x} € D’ ja que, se ¢ € D se anula no complementar de [—M, M| temos
lim @ dr = lim M dz
e—0t lzj>e L e—0* e<|z|<M oy

e que

o) —ol0) _ [70) [

T

P{i}[w:/j/;a(sx)dsdw-

Suponha entao que ¢, Li0e que todas ¢, se anulem no complementar de [—M, M].

e i

de onde segue que

Entao
<2Msup|¢),| — 0




o que mostra que de fato VP {1/z} € D'.

Resumindo, vale a seguinte férmula em D’

{ogloly = ve {1

X

Propriedades da derivada

Proposigao. Se T' € D' é tal que 7" = 0 entao T é definida por uma constante.

Demonstragao. Temos T[¢'| = 0 para toda ¢ € D. Fixemos ¢y € D com

/: vo(w)de = 1.

Entao, se ¢ € D a funcao

e =)~ { [~ vwanf vt

satisfaz

/_Z Ui(z)dz =0

donde N
o) = [ wuloy

é uma primitiva de v, e pertence a D. Assim

OzﬂMZTWAzﬂM—{KZMwM}ﬂ%l

Logo
Tl = [ Tl viw)dy
e portanto T é definida pela func¢ao constante T'[t)y)]. O

Corolario. Se u e f sdo fungoes continuas em R e se {u} = {f} entdo u é continuamente
diferenciavel e sua derivada no sentido classico é igual a f.

Demonstragao. Defina

Entao v é continuamente diferencidvel em R e sua derivada (no sentido classico) é f. Entao,
como antes por integracdo por partes, {v} = {f}. Mas entdo ({u} — {v})’ = 0 e portanto



{u —v} = {u} — {v} é definida por uma constante, isto é, u = v + ¢ igualdade esta como
fungoes continuas. O

Observacao. Se T € D' entdo ficam definidas todas as suas derivadas T®) € D', k € N.
Note que
T[] = (-)*T[e"™], ¢ €D.

Localizacao
Sejam U um subconjunto aberto de R e T' € D’. Dizemos que 1" se anula em U se T[¢] = 0
para toda ¢ € D que se anula fora de um intervalo compacto contido em U.

Proposigao. Se f é uma fungao continua em R e se U C R é aberto entao {f} se anula
em U se, e somente se, f(z) =0 para todo = € R.

Demonstracdo: E simples ver que se f(z) = 0 para todo z € R entdo {f} se anula em U.
Para a reciproca suponha que {f} se anula em U e suponha que, por contradigao, exista
xo € U tal que f(zg) # 0. Podemos assumir que f(zg) > 0. Por continuidade existe r > 0
tal que [xg —r, 20+ 7] C U e que f(z) > 0 para todo x € R. Mas entao

o

{1} Do) = / Mooransr (@) f(@)dz > 0,

o0

uma contradicao. 0

Exemplo: O delta de Dirac 6 se anula em R\ {0}.

Multiplicacao por funcoes infinitamente diferenciaveis

Sejam f € L, g€ C®°(R) e ¢ € D. Entao gf € L, gp € D e temos

{0/} 6] = / " () (@)p(a)de = / " f(@)(90)(@)dx = {1} [99).

Isto nos leva entao a seguinte definicao:
Definicao. Se g € C*(R) e T' € D’ definimos

(9T)[¢] = Tlg9], ¢ € D.

Como ¢, 250 implica (g¢,) 250 segue que g1 pertence de fato a D’. Com esta defini¢ao
D’ torna-se um maédulo sobre o anel C*(R).

Vale a regra de Leibniz: se g € C*(R) e T' € D’ entao

(gT) =¢'T + gT".



Esta igualdade segue da validade da férmula de Leibniz para funcoes diferenciaveis em R.
De fato, se ¢ € D,

(9T)[¢] = —(9T)[¢']
= —T[g¢']
= —Tl(g¢) — d'¢]
= —T[(90)]+ Tlg'¢]
= —T[(g99)] + (¢'T)[¢]
= T'gol + (¢'T)[¢]
= (9T)[o] + (¢'T)[4],

o que demonstra nossa afirmacao.
Proposigao. Se g € C*°(R) e se T' € D’ satisfaz a equagao
T +4¢gT =0
entao T é definida por uma funcao infinitamente diferenciavel.
Demonstragao. Seja G € C*°(R) uma primitiva de g. Entao, pela regra de Leibniz,
(9T) = T + (€Y T = e (T' + G'T) = % (T' + gT) = 0

e, portanto, €T ¢ definida por uma funcdo constante. Logo T = {ce‘G}, onde ¢ é uma
constante.

Exemplos

E fcil ver que 26 = 0. Logo, pela Regra de Leibniz, (x0) = 2’ + 6 = 0. Assim ¢ satisfaz
a equagao

(1) T+ T = 0.

Note também que 7' = VP {1/x} também satisfaz (1): isto segue do mesmo argumento,
uma vez que xVP {1/x} = {1}. Por outro lado observe que se f é uma funcao diferencidvel
e satisfaz (1) entao (zf)’ = 0 e portanto f estd determinada em R\ {0} e f(z) = ¢/x para
alguma constante ¢ € R.

Convergéncia no sentido fraco
Definigao Se T,,, T € D', n € N, dizemos que T}, converge fracamente para T, e escrevemos

T, > T se
To[¢] = T(¢l, Vo €D.
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Em particular, se f,, f € £, n € N, entdo {f,} = {f} se
| s@ete)de o [ p@ow)as, voeD.

Exemplo: Seja f,(z) = cos(nx). Entdo {f,} = 0.
De fato, se ¢ € D,

‘/ ¢(z) cos(nz) dz

Proposicao. Se {T,,} c D', T €D e T, > T entdo T - T® | ke N.

< % | 1s@la.

—0o0

/ & (2) sen (nz) da

A demonstracao é imediata: se ¢ € D entao
TV[g] = ()T, [6"W] = (=1)*T[pM] = T®[g]
jAque T, >T.

Em particular, se k > 0 entdao {n* cos(nz)}, {n*sen (nz)} = 0.

Uma interpretacao da “funcao” Delta

Consideremos agora a funcao n_1(z) e seja

X(l’) = é”l,l(x)a a= /_oo 777171(1')(1%.

o0

Formemos agora a familia
Xn(x) =nyx(nzx), néeN.

/: o ()dz = /_Z (z)dz = 1.

Note que, para todo n € N

Se ¢ € D
fatlol = [ Z @) =n [ Z + (n2) $(x)dz =
_ / Z v () da.

Portanto, raciocinando como antes



{xa}lo] =% (0),

isto é

Xn = 8 quando n — o0.
Pode-se mostrar o seguinte resultado fundamental:

Teorema. Se T' € D’ entdo existe uma sequéncia ¢, € D, n = 1,2,..., tal que {¢,} > T
quando n — oco. Em outras palavras D é ’denso’ em D'.

Uma conexao com analise complexa

Neste paragrafo assumiremos que todas as fungoes sao a valores complexos. Tudo o que foi
descrito antes se estende facilmente a esta nova situacao, notando-se agora que os elementos
de D’ sao funcionais C-lineares.

Nosso objetivo agora é dar um significado para a conhecida férmula

) 1 , 1
lim — = — .
y—=0t x+1y  x+1i07

Para tal seja H={z=xz+iy € C: y > 0}. Entao
logz =log|z| +iargz, —m/2<argz < 3mw/2
é analitica (complexa) em H. Logo

d 1
—logz=—-, z¢€H,
dz z

e também sua restricao a R\ {0} é dada por
logx =log|z| —in(H(x) — 1), z€R, x#0.

Em particular logz € £ e portanto podemos definir

1 . ' 1 :
P = {logz} —VP{J:} imd(x).

Note agora que para cada n € N fixado temos

1

H
v r+i/n

C*(R).
O proéximo resultado responde entao a nossa questao:

Proposicao. Vale a féormula

(2) {x+1i/n} ivp{i} — i (),




que é equivalente a

T G R ) 4 — im(0).

n—oo |_ o x+i/n e=0" Jigse T
Demonstragao. Sejam G(z) = zlogz e
F.(z)=G(x+1i/n)—z, xzelR
Entao F, € C*(R) ,n=1,2,... e
Fl'(z) =1/(z +1i/n).
Logo bastard mostrar que {F,} % {rlogz — 2} ou que
{G(x+i/n)} 5 {rloga}.

Mais precisamente, precisamos entao mostrar que se ¢ € D entao

(2) / Gz +i/n) ¢(x)dx —>/ (xlogx)p(x)dx.
Agora a fungdo G definida em C\ {iy : y < 0} se estende continuamente até a origem
(definindo G(0) = 0). Assim, por continuidade uniforme, G(z + i/n) — G(z) quando
n — oo uniformemente sobre os subconjuntos compactos de C\{iy : y < 0}. Em particular
G(z+i/n) — G(z) quando n — oo uniformemente sobre um intervalo compacto de R para
o qual ¢ se anula em seu complementar. Desta propriedade segue (2) e a conclusdo da
proposicgao. U

Observacao: Raciocinando analogamente no semi-plano y < 0 obtemos

! ::vp{l}+wwa@,

T+ 10~ T

de onde vem entao a conhecida férmula de representacao do delta de Dirac:

1 1 1
Zﬁ{x+w—_x+w+}&@‘
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