MAP5902 - 1o. Semestre de 2019
4a. lista de exercicios

1. Seja f : RY — RY uma funcao continua e K C RY um conjunto
compacto. E verdade que f~1(K) é fechado em RY? E verdade que f1(K)
é compacto em RY?

2. Uma fungao f : RY — RM ¢ prépria se | f(z)| tende para infinito quando
|z| tende para infinito, isto é, se para todo C' > 0 existe R > 0 tal que
lz| > R = |f(x)] > C.

e Mostre que se f : RY — RM ¢ prépria e continua entdo a imagem
inversa por f de um compacto de RM ¢é também um compacto de RY.

e Mostre que se f : RY — RM ¢ prépria e continua entao | f| atinge seu
minimo.
3. Seja f: RY — RM continua. Mostre que o grafico de f
G(f) = {(z, f(x)) e RY xR . 2 ¢ RV}
é fechado em RY x RM,

4. Seja f : RV — RY uma funcdo continua e suponha que exista x > 0 tal
que

o —yl < &lf(x) = fy)l, 2,y € RY.
Mostre que f é injetora, que f(RY) é fechado em RY e que a inversa f~!:
f(RYN) — RY é continua.

5. Seja f : RY — RM. Mostre que f é continua se, e somente se, para todo

E C RY tem-se f(F) C f(E). Através de um exemplo, mostre também que
a inclusao pode ser propria.

6. Sejam f, g : RY — RM funcoes continuas. Suponha que exista £ C RY
tal que £ = R"Y e f|g = g|g. Mostre entdao que f = g.

Definicao. Uma sequéncia de funcoes f,, : X — R, n € N, é uniformemente
limitada se existe C' > 0 tal que |f,(x)| < C parax € X en € N.

7. Mostre que uma sequéncia de funcoes limitadas que converge uniforme-
mente é uniformente limitada.

8. Sejam f,,9, : X — R, n € N, sequéncias de funcoes que convergem
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uniformemente. Mostre que (f, + gn)nen converge uniformemente. Mostre,
ainda, que se f;, e g, sdo limitadas para todo n € N entao (f,,g,)nen converge
uniformemente.

9. Mostre que a série
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n=1
converge uniformente em qualquer intervalo limitado, mas nao converge
absolutamente para qualquer valor de .

10. Defina f, : R — R pela regra

:—1—|—na72’ n=12
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Mostre que (f,)nen converge uniformemente para uma funcao f: R — R e
que a relacao

fi(z) = lim f(z)

n—oo

é valida para x # 0, mas falsa para x = 0.
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