MAP5919 - 1o. Semestre de 2017
la. Lista de exercicios

A. Dé um exemplo de um subconjunto A de R? com 0 € A, que seja
absorvente mas que nao seja uma vizinhanca de 0.

B. Sejam I e J conjuntos dirigidos. Defina uma ordem em [ x J pela
regra (i,7) = (7,7") se i X' e j = j'. Mostre que com esta relagdo I x J
também é um conjunto dirigido. Sejam agora (x;)icr, (y;)jes nets em um
conjunto X e sejam também p : [ x J — [ eq: 1 x J — J as projecoes
correspondentes. Mostre que (Zp(; ;) (ij)erxs € (Yq(ij))(i,j)erxs 580 subnets de
(xi)ier e (y;)jes respectivamente. Use esta observagdo para mostrar que o
fecho de um subespaco em um EVT é também um subespaco.

C. Sejam EF um EVT e M C E um subespagco de E. Dizemos que um
subespaco N de E é um suplementar topolégico de M se a aplicacao

MxN>(z,y)—»zx+yekl

¢ um homeomorfismo, i.e., um isomorfismo de K-espacos vetoriais com in-
versa continua. Mostre que N ¢é um suplementar topoldgico se, e somente
se, a restricio de M —— E/M a N define um homeomorfismo entre N e
E /M. Mostre também que isto ocorre se existir p : £ — E linear continua
tal que p> =pe p(E) = M.

D. Sejam E um K-espaco vetorial, M um subespaco de E. Mostre que
1. Se p é uma semi-norma sobre F entao p: E/M — [0, 00| definida por
p(&) = inf p(z), &€ B/M,
¢ uma semi-norma sobre F /M.

2. Suponha que E seja um ELC. Mostre que E/M com a topologia quo-
ciente é também um ELC. Suponha ainda que a topologia de E seja
definida por uma colecao de semi-normas P. Mostre que a topologia
de E//M ¢ entao definida pela cole¢ao de semi-normas {p: p € P}.

3. Suponha que E seja um espaco de Fréchet e que M seja fechado em E.
Mostre que E/M é um espago de Fréchet.
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E. Seja £ um EVT e E* seu dual algébrico, i.e., o espago de todos os
funcionais lineares (ndo necessariamente continuos) z* : £ — K. Mostre
que existe uma topologia de EV'T sobre E* para a qual os conjuntos
V(S,e) ={a" € E* : sup |z*(x)| < ¢},
zeS
quando S percorre a familia de todos os subconjuntos finitos de E e € > 0,

forma um sistema fundamental de vizinhancas da origem. Mostre que E* é
completo.

F. Podemos munir o espago das séries formais de poténcias em N indetermi-
nadas K[[X1, ..., Xy]] de uma estrutura de algebra se definirmos o produto
de S =3, aa X por T =" ;b3X" como sendo a série formal de poténcias

ST =73 ¢X" onde
Cy = Z aq bg .

atf=y
Mostre que a aplicagao produto

K[[X1,..., Xn]| X K[[X7,...,XN]] 2 (5,T) = S-T € K[[Xy, ..., XN]]

¢ continua.

G. Seja £ um EVT sobre K. Um subconjunto B C E ¢ limitado se dada
V € ®(0) existe A > 0 tal que B C AV. Mostre que B C E ¢é limitado se, e
s6 se, dadas {z, }nen € {rn}tnen, com z, € Ber, € K, entao r, — 0 em K
implica r,x, — 0 em FE.

H. Mostre que se £ é um ELC e se B C F entao B ¢ limitado se, e somente
se, a restricao a B de qualquer semi-norma continua em E ¢ uma funcao
limitada. Se a topologia de E ¢ definida por uma colecao de semi-normas P
mostre entao que B ¢ limitado se, e somente se, a restricao a B de qualquer
semi-norma em P é uma funcao limitada.

I. Seja £ um ELC Hausdorff e suponha que exista V' € ®p(0) limitada.
Mostre entao que E é um espago normado, isto é, sua topologia é definida
por uma norma definida em F.

J. Seja F um EVT Hausdorff e A, B C E. Mostre as seguinte afirmacgoes:
1. A, B limitados = A + B limitado.
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2. A, B compactos = A 4+ B compacto.
3. A compacto, B fechado = A + B fechado.

4. Se E ¢ um ELC entao a envoltéria convexa de um subconjunto limitado
de F também ¢é também um conjunto limitado.

K. Sejam FE, F espacos localmente convexos metrizaveis e T': £ — F' linear.
Mostre que T é continua se, e somente se, dada qualquer sequéncia limitada
em FE sua imagem por 1" é uma sequencia limitada em F.

L. Um ELC satisfaz a propriedade (%) se todo subconjunto fechado e limi-
tado de E é compacto. Note que um espago normado satisfaz (x) se, e s6 se,
tem dimensao finita (por que?). Decida quais dos seguintes espagos abaixo
satisfaz (%):

e C*(Q), onde Q C RY ¢ aberto;
e CY(Q), onde Q C RY ¢ aberto e £ € Zy;
o K[[X1,...,Xn]].



