O Teorema do ponto fixo de Markov-Kakutani

(A) Sejam E um ELC Hausdorff e A C E um subconjunto convexo. Uma
aplicacao u : A — A é afim se para todos x,y € A e todo 0 <t <1 tem-se
u(tr + (1 —t)y) = tu(x) + (1 — t)u(y). Em outras palavras u é afim se, e
somente se, seu grafico G(u) é um subconjunto convexo de A x A. Note
também que se u € L(E) é tal que u(A) C A entdo u é afim e continua.

(B) Teorema do ponto fixo de Markov-Kakutani. Sejam K C E
um subconjunto convexo, compacto e nao vazio de E e I' uma colecao de
aplicacoes afins e continuas em K. Se os elementos de I' comutam dois a
dois entao existe o € K tal que u(xy) = xy para toda u € T

Demonstracao (D. Werner). Provaremos primeiramente que dada v : K —
K afim e continua entao v admite um ponto fixo. De fato, suponha que nao.
Entao G(u) e A = {(z,z) € E x E : x € K} sao subconjuntos convexos,
compactos e disjuntos de E x E (note que G(u) é convexo pois u é afim e
fechado pois u é continua). Pelo teorema de Hahn-Banach existirdo entao
funcionais R-lineares e continuos f,g: EF — R e o, 8 € R tais que

f(x) +g(z) <a< B < fz) +g(u(z), z€kK.
Assim
g(u(z)) —g(z) = B—a, zEK.

Escrevendo u™ = wo---ou (n-vezes) e iterando o argumento obtemos

9(@(@)) = g(x) 2 n(f —a), zeK,

de onde concluimos que g(K) nao pode ser limitado em R, o que é uma
contradicao, pois g : £ — R é continuo.

Denote por K, o conjunto dos pontos fixos de u em K, o qual agora
sabemos ser um subconjunto compacto, convexo e nao vazio de K. Temos
que mostrar que [, K, # 0. Para isto basta mostrar que ()._; Ky, # 0

uel
para um subconjunto finito {us,...,u,} arbitrario de I'. A aﬁrmacéo ja’u
foi demonstrada para n = 1. Suponhamos entdo que K’ = (] 1K
Como u,, comuta com uy, . .., u,_1 temos u,(K'") C K'. Agora K'é convexo,

fechado (pois cada u; é continua) e nao vazio donde, pelo que ja foi provado,



existe z € K' com u,(x) = z. Assim z € K'N K, de onde segue que
m?:l Kui 7é @ O

(C) Daremos agora uma aplicagdo do teorema demonstrado em (B). Seja
X um espaco topolégico compacto e suponha definido sobre X uma familia
a um parametro {¢;}er de homeomorfimos de X. Assim para cada t € R
¢ dado um homeomorfismo ¢; de X. Assumimos que

GsOo Py = Progs, t,s€R.

Teorema. Existe uma medida de probabilidade i definida sobre a o-algebra
dos subconjuntos de Baire de X satisfazendo

1(@i(A)) = pu(A),
igualdade esta valida para todot € R e todo A C X Baire-mensuravel.

Demonstragao. Pelo teorema de Riesz o dual de C'(X;R) é o espago M(X)
das medidas de Baire com sinal e finitas sobre X. A norma em M(X) é
dada por [|u|| = [v[(X). Assim o conjunto convexo

K={p: p>0,pX)=1}

é fracamente compacto em M(X), uma vez que K estd contido na bola
unitaria de M(X) e ¢é fracamente fechado.

Para cada t € R defina \; : C(X) — C(X), M(f) = fo¢, . Sua transposta
I\t M(X) — M(X) é fracamente continua e é dada por

(), £ = (s £ o 671 /foqbtldu
_ t)\t

Entao ‘A\() > 0se >0 e N\(p)(X) = ,1) = u(X). Consequen-
temente \(K) C K para todo t. Como >\t o )\ = \; 0 \; 0 teorema de
Markov-Kakutani fornece p € K tal que

t)\t(:u) = M, teR.

Assim, dado A C X Baire-mensuravel e denotando por x4 a funcao carac-
teristica de A temos

u(A) = /X (xa 0 67 )du = u(én(A)), t € R,

o que conclui a demonstracao. [l



