Sobre a nocao de completude: Filtros e nets

(A) Seja S um conjunto nao vazio. Um filtro em S é um subconjunto nao
vazio F de P(S) satisfazendo as seguintes propriedades:

1. 0 & F;
2. i, Ihe F= FiNkKecF;
3.Se Fe FeAec P(X) étal que FFC Aentdao A € F.
(B) Se B C P(S) é nao vazio e satisfaz:
e Todo elemento de B é nao vazio;
e Se B, By € B entao existe B € B, B C B; N By
entao
F={FeP(S):dBeB: BCF}
¢ um filtro em S. Dizemos neste caso que B é uma base de F ou ainda que

F é gerado por B.

(C) Se F é um filtro em um espago topoldgico X e se xy € X dizemos que
F converge para xg, e escrevemos F — xg, se dada V € ®(xg), o filtro das
vizinhancas de x, existe ' € F tal que FF C V. Note que se B é uma base
do filtro F entdo F — z; se, e somente se, dada V € ®(x() existe B € B
tal que B C V.

(D) Seja X = {z;}ic; um net em X. Entao a colecao B = {B;};c; de todos
os subconjuntos de X definidos por B; = {z; : j > i} define uma base de
um feixe Fx em X. Note que Fx — x se, e somente se, xr; — T.

(E) Seja F um filtro em X. Seja A C X x F definido por
A=A{(z,F):x € X, Fe F,zxeF}

Em A definimos a seguinte relagao parcial de ordem: (z, F) < (y,G) se
G C F. Defina também 7w : A — X, 7(x, F) = . Obtemos assim um net
Xrem X. E facil ver que F — z( se, e somente se, Xr — xy.

(F) Seja agora £ um EVT e F um filtro em FE. Dizemos que F é um filtro
de Cauchy de dada V € ®g(0) existe F' € F tal que F — F C V. Note
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novamente que se B é uma base do filtro F entao F é um filtro de Cauchy
se, e somente se, dada V' € ®(z) existe B € B tal que B— B C V.

Temos a seguinte proposicao:

Proposicao 1. Seja E um EVT. Entao um filtro F em E é de Cauchy se, e
somente se, Xr é um net de Cauchy. Também, um net X em E é de Cauchy
se, e somente se, Fx é um filtro de Cauchy.

A demonstracao é bem simples. Como corolario obtemos entao:

Proposicao 2. Um espaco vetorial topologico E é completo se, e somente
se, todo filtro de Cauchy em E é convergente.

A demonstragao segue imediatamente de (D), (E) e da Proposigao 1.
(G) Podemos agora demonstrar o resultado principal desta secao.
Teorema 1. Todo espaco LF é completo.

Demonstragao. Seja £ um espago LF com sequéncia de defini¢do {E), :
n > 1}. De acordo com a Proposigdo 2 temos que demonstrar que todo
filtro de Cauchy F em E é convergente. Seja B C P(FE) a colegao de todos
os conjuntos da forma F'+U, com F' € F e U € ®5(0). Note que B satisfaz
as condigoes descritas em (B) uma vez que se F,Fy € F, V,V; € &(0)
entao

(FNEF)+ (VW) C(F+V)n(F+ ).

Seja G o filtro gerado por B. Afirmamos que G é também um filtro de
Cauchy em E. De fato, seja U € ®(0). Tomemos V € ®g(0) equilibrada
tal que V+V +V C U. Tomemos também F € F tal que F — F C V.
Entao

(F+V)—(F+V)CV+V-V=V4+V4+VCU.

A parte crucial da demonstracao sera provar a seguinte propriedade:

(%) Existe m € N tal que AN E,, # (), para todo A € G.

Suponha primeiramente que (x) esta verificada. Entao
Gn={ANE,: AcgG}

é um filtro em E,,,. Além do mais, se W € &g (0) e se tomarmos V € ®5(0)
tal que VNE,, =W e A€ Gtalque A—A C V entao (ANE,,)—(ANE,,) C
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W e portanto G, é um filtro de Cauchy em F,,. Como E,, é um espaco de
Fréchet, e portanto completo, existe zy € E,, tal que G,, — r¢. Afirmamos
entdo que G — o em E. De fato, seja U € ®(0) e tomemos V € ®g(0)
talque V+V CU. Existe AecGtalque A—ACVeANE, Cxy+V.
Dado x € A tomemos z, € AN E,,. Entao

r=(@x—z)+tax. € (A—A)+(xg+V)Caxy+U,

isto é, A C g+ U. Como 0 € V para toda V € $g(0) segue entao que
F — xp.

Para concluir a demonstracao do teorema vamos provar (%), o que seré feito
por contradigdo. Suponha que () nao valha. Entao para todo n € N
existird A, = F,, +V,, € G tal que A,NE,, = (. Contraindo V,, se necessario
podemos assumir que cada V,, é convexa, equilibrada e que V,, C V,,_; para
todo n > 2. Para cada n > 1 defina

W, = Conv (Vn U U (Ve N Ek)> C Conv (V, U E,_1) .
k<n

Afirmamos que
(1) (B, +W,)NE,=0, n>1.

De fato suponha que para algum n > 1 existam x € F,,, y € V,,, z € E,_1
tais que x + ty + z € F,, para alguma 0 <t < 1. Como V ¢é equilibrado,
ty e Vex+ty € E,, oque contradiz nossa hipotese. Seja

W = Conv (G(Vk N Ek)> :

Como W é convexo e equilibrado e W N E}, contém V), N E}, para todo k > 1
segue W € ®5(0). Agora, como V,, é decrescente,

o0

UWinE) cviul JVinE), n> 1

k=1 k<n
Assim W C W, para todo n > 1. Agora utilizamos o fato que F é um filtro
de Cauchy: existe F' € F tal que F— F C W C W,, para todo n > 1. Como
FNE,#0 (pois F é um filtro) e como

F—(FNF,)CW, n>1,
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temos

FC(FNE,)+W,CF,+W,, n>1.
Logo FF'N E,, = () para todo n > 1, isto é, F' = (), o que é impossivel. [l



