Espacos LF

Seja 2 = U>° | E, um K-espago vetorial, onde | C Fy C ... sao subespagos
de E, cada um deles munido de uma estrutura de espaco de Fréchet de tal
forma que E,, < FE, 1 é um homeomorfismo (sobre a imagem). Esta iltima
afirmacao é equivalente a dizer que a topologia de F,, é aquela induzida por
E,, .1; em particular como cada cada FE,, é completo segue que F,, é fechado
em F, .. Assumiremos sempre que E, # E para todo n.

Definimos B(0) como sendo a colegao de todos os subconjuntos V' C E
que sd@o convexos e equilibrados e tais que V N E,, € ¢ (0) para todo
n > 1. Pode-se verificar imediatamente que

1. Todo elemento de B(0) ¢ absorvente;
2. Se Vi, Vo € B(0) entao Vi NV, € B(0);
3. Se Ve B(0) e A > 0 entao AV € B(0).

Logo, como mostrado em aula, existe uma topologia de ELC sobre E para
a qual
Op(0)={V'C E: V' DV, paraalgumV € B(0)}.
Tais espacos E com a topologia assim definida se denominam espacos LF'
e a sequéncia {£, : n > 1} denomina-se uma sequéncia de defini¢ao de E.
Se os espacos F, sao de Banach entao tais espagos denominam-se LB.

O teorema principal para esta classe de espacos é o seguinte:
Teorema 1. Se F e {E, : n > 1} sao como acima entao:

1. As inclusoes E,, — F sao homemorfismos (sobre a imagem);

2. E é um ELC Hausdorff.
Para a demonstracao do Teorema 1 necessitamos dos seguintes resultados
preliminares:

Lema 1. Seja EF um K-espaco vetorial e sejam A, B C E. Todo x €
Conv (A U B) se escreve como x = ty + (1 —t)z, com y € Conv (A), z €
Conv(B)e0<t <1,

Demonstracao. Podemos escrever x = Z?:l Ajzj, com x; € AUB e
Aj >0, 35,0 =1 Sex € Conv(A) our € Conv(B) nada ha a
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demonstrar. Caso contrario podemos escrever
Tr = E )\j.Tj"F E )\jZUj,
jed jeJ’

ondez; € Aseje A,z € BsejeJ, JUJ ={1,...,n} eambos J e J
sdo nao-vazios. Seja t =) . ;A;. Entdo

=ty N+ (1= (11—t N\,

jeJ jeJ’
Como

> 7Nz € Conv (A), Y (1—1t)""Na; € Conv (B)

jeJ jeJ’
a demonstracao esta concluida. [

Lema 2. Sejam F um ELC, F C E um subespago fechado de E, U € ®(0)
convexa e equilibrada e xy € E, xq ¢ U. Entao existe V € ®(0) convexa e
equilibrada tal que xo ¢ V e VN EF =U.

Demonstragao. Tomamos W € ®5(0) com WNF = U. A seguir tomamos
Wy € ®g(0) convexa e equilibrada tal que Wy C W. Definimos W; =
Conv (Wy U U); entao Wy é convexa. Vamos verificar que W; também é
equilibrada. De fato, como U e W, sao equilibrados o mesmo é verdade
para W,y U U e como a envoltéria convexa de um conjunto equilibrado é
equilibrado segue nossa afirmacao.

Afirmamos agora que W1 N F = U. Claramente temos U C W;NF. Para
a inclusao contraria seja x € W7 N F' e escrevamos, de acordo com o Lema
Lz=ty+(1—t)z,comy e UezecW, Set=1 entao segue que v € U
e nada ha a verificar neste caso. Suponhamos ¢t < 1. Entao

z=(1—-t)"'[z -ty € F

Logo z € Wy N F' C U e portanto x € U, o que prova nossa contencao.

Seja xg € U. Se xp € F entao zyp € W e podemos tomar V = W neste
caso. Se xg € F' consideramos entdao o ELC Hausdorff E/F e a aplicagao
quociente 7 : I/ — E/F. Temos 7(x9) # 0 e portanto existe Q € ®g,p(0)
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convexa e equilibrada tal que m(zg) € Q Entao Wy = 77 1(Q) € ®x(0) é
convexa e equilibrada e xo € Ws. F' C W5 e portanto, pondo V = W; N W
temos V' convexa e equilibrada e

VNF=WiNnWoyNF=WNF=U.
A demonstracao do Lema 2 esta completa. [

Demonstracao do Teorema 1. Para a parte 1 temos que mostrar que
dados n > 1e U € &g (0) convexa e equilibrada existe V € ®(0) tal que
VNE,=U. Colocando U = U, e aplicando o Lema 2 indutivamente obte-
mos uma sequéncia U, 1, € ®g, . (0), cada um deles convexo e equilibrado,
tal que

Untp+1 N Enyp = Upsp, p20.

Seja V = U;o:O Unip C E. Entao V é convevo e equilibrado. Além disso,
V N Eyyp = Upyp para todo p > 0; em particular V N E,, = U. Assim, para
concluir a demonstragao da parte 1 temos que verificar que V' € ®g(0).
Para isso bastara verificar que V N E,, € &g (0) para todo m > 1, o que é
certamente verdadeiro para m > n por nossa afirmacao anterior. Agora se
m < n temos

VAE,=VNE,NE,=UnNDE, € ®E,)(0)

pois E,, — E,, é continua.

Para a parte 2 basta observar que dado xy € E, xy # 0 podemos tomar
U € ®(F,) convexa e equilibrada com zy € U, pois E, é Hausdorff. In-
dutivamente, pelo Lema 2, podemos tomar a sequencia Uy, de tal forma
que xg € U,4p para todo p. Assim zp € V' o que implica que £ é um ELC
Hausdorff. [

Teorema 2. Sejam E um espaco LF com sequéncia de defini¢ao {E,, : n >
1}, Fum EVT eu : E — F linear. Seu € L(E, F) entao ulp, € L(E,, F)
e a reciproca é verdadeira de F' for um ELC.

Demonstracao. Uma vez que

ulp, = B, — E - F



segue a primeira afirmagao. Para a reciproca basta mostrar que se W &
®x(0) é convexa e equilibrada entao V = «~1(W) é uma vizinhanca de zero
em E. Como V é convexa e equilibrada bastard mostrar que VNE, € ®g (0)
para todo n > 1. Mas isto segue de VN E, = (u|lg,) (W) e do fato que
cada u|g, é continua. O

Teorema 3. Todo espaco LF é completo.

A maneira mais direta de se provar este resultado é através do uso de filtros.
Isto sera feito em outro arquivo.

Observacao. Note que todos os resultados provados até o Teorema 2 in-
clusive s6 fizeram uso das seguinte hipdteses:

e Cada F, é um ELC Hausdorft, as inclusoes F,, — E, 1 sao homeomor-
fismos (sobre a imagem) e E,, é fechado em E, .1, n > 1.

Exemplos

1. Seja K[ X1, ..., X,,] o espaco dos polinomios em m indeterminadas com
coeficientes em K. Temos

K[X,..., Xn] = | K™[X,..., X,
m=0

onde K™[X, ..., X,,] denota o espaco dos polinomios em K[ X1, ..., X,,]
de grau < m. Cada K™[X|,..., X,,] é um K-espaco vetorial de di-
mensdo finita (= (m +n)!/m!n!). Como K™[X1, ..., X,,] é subespaco
de K(m“)[X 1y, Xm], e como em cada K espago vetorial de dimensao

finita esta definida uma tnica topologia de EVT Hausdorff, segue que
K[X1,...,X,,] tem uma topologia natural de espago LF' (na realidade
LB). Além do mais note que se £ é um EVT Hausdorff de dimensao
finita e F' é um EVT qualquer entao toda transformacao linear de F
em F' é continua. Assim segue do Teorema 2 que dado qualquer EVT
F e dada qualquer aplicagao linear u : K[Xy, ..., X,,] — F entao u é
necessariamente continua.

2. Se ) c RY é aberto denotaremos

CX(Q) ={¢: ¢ € C™(Q),supp ¢ é compacto em 2}.
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Note que C*(Q) = |JCX(K), onde a reuniao é tomada sobre todos os
subconjuntos compactos K de . Como ja visto, cada C°(K) é um
espaco de Fréchet com a topologia de ELC definida pelas normas

Prm(9) = > sup|d°d|, ¢ € C2(K), m > 0.

|a|<m

Note que se K C K’ sdo compactos de Q entdo pg,, = pr/m em
C>(K) o que mostra que CX(K) < C°(K’) é um homeomorfismo so-
bre a imagem. Logo se tomarmos uma sequéncia { K,,} de subconjuntos
compactos de 2 com K, C int (K,11), n > 1 e (J, K, = 2 obtemos
uma topologia de espago LF em C2°(£2) com sequéncia de defini¢ao
{CX(K,),n > 1}. Note que se V' C C°(Q2) é convexo e equilibrado
entdo V' é uma vizinhanga de 0 em C°(Q2) se, e s6 se, VN CX(K) é
vizinhanca de 0 em C°(K).

O espago D'(Q2) = L(C°(2), C) denomina-se o espago das distribuigoes
sobre ) (esta definicao é devida a Laurent Schwartz). Pelo Teorema
2 e pelas consideracoes que acabamos de fazer segue que um funcional
linear u : C2°(2) — C ¢é uma distribuigao em €2 se, e somente se, vale
a seguinte propriedade: dado K C €2 compacto existem C' > 0em > 0
tais que

() <C 3 suplrel, & € CX(K).
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