Melhores momentos

AULA PASSADA
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MT multifita por MT fita unica

Duas maguinas sao equivalentes se elas reconhecem a T
mesma linguagem.

Teorema. Dada uma maquina de Turing multifita
M, podemaos construir uma uma maquina de Turing
S com uma unica fita e equivalente a /1. Além
disso, se tendo como entrada uma cadeia de
comprimento n a maquina M faz nao mais do que

t(n) > n passos, entdo S faz O(t?(n)) passos.

o |
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Maguinas de Turing nao-deterministicas

Para cada estado ¢ e simbolo a, §(¢,a) € um conjunto finito T
de ternos :

(Q17a17 L)7 (Q%CLQ? R)7 sy (Qbaaba R)

A computacao da MT se ramifica dependendo das
possibilidades da funcao é.

Se algum ramo atinge o estado de aceitacao, a maquina
aceita a entrada.

Chamamos uma maquina de Turing nao-deterministica de
decisora se todos os possiveis ramos de computacao
param em todas as entradas.

o |
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NUmero de passos

I Ky
Y e \ -
- A y y
X rejeita o /0\ /T\ /\ ° T /o\ T
Y ndmero de passosg :
/
J aceita
:
: Y \. rejeita

aceita/rejeita
determinismo nao-determinismo J

Complexidade Computacional — p. 208



Nao-deterministico por determinismo

o N

Teorema. Dada uma maquina de Turing
nao-deterministica decisora NV, podemaos construir
uma maquina de Turing deterministica D
equivalente a N. Alem disso, se tendo como
entrada uma cadeia de comprimento n a maquina
N faz ndo mais do que t(n) > n passos, entao D faz

20(t(")) passos.

o |
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Conclusoes

Corolario . Uma linguagem é Turing-reconhecivel
se e somente se alguma maquina de Turing
nao-deterministica a reconhece.

Corolario . Uma linguagem é decidivel se e
somente se alguma maquina de Turing
nao-deterministica a decide.

|
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AULA 6

Complexidade Computacional — p. 211



Enumeradores

MS 3.2
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Enumeradores

Enumerador N
¢ cabecas
OXO #OOX#HHH e o o
fita de trabalho
Y
O[O0 1U[1T]10[1T Ul I|[]l]|LU|] @ @ @
fita de saida
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Enumeradores

o N

Na fita de saida € somente permitido a escrita e mover
para a direita.

A linguagem enumerada por um enumerador £ € 0
conjunto das cadeias que £ escreve na fita de saida,
comecando com suas fitas vazias. As cadeias sao

separadas por Lis.

o |
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Linguagens enumeraveis

o N

Teorema. Uma linguagem e Turing-reconhecivel se
e somente se ela é a linguagem enumerada por
algum enumerador.

Prova:

(<) Primeiro mostramos que se a linguagem L é
enumerada por um enumerador £, entdao uma MT M
reconhece L.

M = “com entrada w:

1. Simule E. Cada vez que FE termina de escrever uma
cadeia na fita de saida, a compare com w.

2. Se F escreve alguma vez w na fita de saida, aceite.”

o |
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- N

(=) Agora suponha que L e reconhecida por M.

Na descricao abaixo sq, so, s3,... € uma lista das cadeias
em X* em ordem lexicografica
(primeiro os mais curtos, etc).

FE = *ignore a entrada.
1. Repita os seguintes passos para:=1,2,3,....
2. Simule M por ¢ passos em cada entrada sq, so, ..., s;.

3. Se alguma computacao aceita, escreva a cadeia
correspondente na fita de saida.”

o |
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Tese de Church-Turing

MS 3.2
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Definicao de Algoritmo

Décimo problema de Hilbert (1900): projetar um algoritmo T
para decidir se um dado polinOmio de coeficientes inteiros
tem uma raiz inteira.

Exemplos:
® 102°%y + 10yz + 5z temraizinteiraz =3, y=1e 2 = —6
® 22 —5ndo tem raiz inteira.

Como definir algoritmo?

o |
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Tese de Church-Turing

Nocao intuitiva de algoritmo
igual a
maquinas de Turing

Tese de Church-Turing (1936)

A Tese de Church-Turing € uma tese e ndo um teorema,
nao é um resultado matematico.

Ela simplesmente afirma que o conceito informal de

algoritmo corresponde ao objeto matematico chamado
maguina de Turing.

o |
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Linguagens indecidivels
rYuri Matijasevic (1970): nao existe algoritmo para o décimoT
problema de Hilbert.
Seja D = {(p) : p € um polindbmio com raiz inteira}.
A linguagem D é indecidivel. Porém, & Turing-reconhecivel.
Seja
D1 = {(p) : p € um polindbmio sobre = com raiz inteira}.

Maquina de Turing que reconhece Dj:
My = “com entrada p:

Calcule o valor de p(z) paraz =0,1,—1,2,—2,.. ..
Se em algum ponto o valor der zero, aceite.”

o |
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o N

Para a linguagem D podemos projetar uma maquina de
Turing parecida.

D4 € na verdade decidivel: podemos limitar um valor
maximo que a raiz pode ter em funcao dos coeficientes
de p.

o |
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Descricao de maguinas de Turing

-

Discussao: nivel de detalhes para descrever maguinas de
Turing; codificacao de objetos.

-

Objeto O é representado como uma cadeia (O).

o |
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Exemplo de codificacao

fG rafo T
a b € f h J
O O O O O
G
O O O
C d q )
Cadela:

({a,b,¢,d,e, f,g,h,1, 7}, 4{bd}, {eg}, {ac}, {hi}, {ab},{ef}, {bc}}

Comprimento da cadela: 59

o |
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-

Grafos conexos
{(G) : G € um grafo conexo}. T

Maquina M que decide L.
M = “com entrada (), a codificacao de G-

1.
2.

Selecione o primeiro né de G e 0 marque.

Repita 0 seguinte até que nenhum novo nO possa ser
marcado:

Para cada n6 em &, marque o no se ele é ligado por
um aresta a um no ja marcado.

Verifigue se todos os nos de ¢ estdo marcados. Se
estao, aceite; se nao, rejeite.”

|
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Mais detalhes de implementacao
B -

o )/ deve verificar se () codifica apropriadamente um
grafo. Deve haver duas listas, a primeira com numeros
distintos e a segunda com pares de numeros da
primeira lista. Maquina M4 pode ajudar para verificar
se 0S numeros sao distintos. Depois de completar
essas verificacoes, /\/ val para 0 passo 1.

# Para o passo 1, podemos marcar 0 primeiro n0 com um
ponto em seu primeiro simbolo.

o |
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Ainda mais detalhes de implementacac

-

# Para o passo 2, M pode percorrer a lista de vértices

-

para encontrar um no néo esta “pontuado” u; e
marca-lo, digamos, sublinhando seu primeiro simbolo.
Agora )M percorre a lista de novo para encontrar um no
pontuado us e 0 sublinha também. Agora a lista de
arestas € percorrida para ver se existe uma aresta
conectando u; e uy. Se existe, M/ pontua u;, remove 0S
sublinhados e volta ao inicio do passo 2. Se nao existe
tal aresta, entao )/ move o sublinhado de u5 para o
proximo nd pontuado, e percorre a lista de arestas
outra vez. Se nao existe mais vertices pontuados entao
M muda o sublinhado de u; para o proximo no nao
pontuado e repete, voltando ao inicio do paragrafo. Se
nao ha mais nos nao pontuados, ) vai ao passo 4.

|
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Ainda mais detalhes de implementacac

- N

o Para o passo 4, M percorre a lista de nos para
determinar se todos estao pontuados. Se estao, aceite;
se nao, rejeite.

o |
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Conexo genérico

Recebe um grafo G = (N, IV) e decide se G € ou néo T
conexo.

CONEXO-GENERICO (N, E)

para cada v em V faca
T —TuU{v}

s < no qualquer em V

S«—{s} T —T—{s}

enquanto existe uv € K comu € S ewv € T faca

©Oo0ON OO hr WPNhPEFLO

S — SuU{v}
T—T—{v}
se T =10
entao o grafo é conexo > aceite ¢
senao o grafo nao € conexo > rejeite ¢ J
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Complexidade de tempo

MS 7.1
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Complexidade de tempo

-

Seja M uma maqguina de Turing deterministica que para
sobre todas as entradas.

-

O tempo de execucao ou complexidade de tempo ou
consumo de tempo de M é afuncaotde Z. em Z. tal
que t(n) € 0 numero maximo de passos de )/ com uma
entrada de comprimento n.

Se t(n) € o tempo de execucgao de )M, dizemos que M roda
em tempo t(n) e que M é uma maquina de Turing de
tempo t(n).

o |
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Exemplo de MT

Descricao alto nivel de um maquina M que decide T

A={0"1":k >0}

My = “Com entrada w:

1.

2.

Faca um varredura na fita e rejeite se for encontrado
algum O a direita de um 1.

Repita se existem 0s e 1s na fita: corte um unico 0 e
um unico 1.

Se sobrarem Os apos todos os 1s terem sido cortados
ou existerem 1s apds todos os Os serem cortados,
rejeite. Caso contrario, aceite”

|
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Consumo de tempo

-

O passo 1 consome tempo O(n).

O passo 2 consome tempo O(n?).

O passo 3 consome tempo O(n).

A complexidade de tempo de /1 é O(n?) ou ainda
M7 consome tempo O(n?).

o |
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Classes de complexidade
-

Seja t(n) umafuncaode Z. em 7Z...

-

A classe de complexidade de tempo TIME(¢(n)) €
formada por todas as linguagens que sao decidiveis por
uma maquina de Turing umafita que consome tempo O(t(n)):

TIME(t(n)) = {L : L é decidida por uma MT que
roda em tempo O(t(n))}.

Exemplos:
o A={0F1%:k >0} esta em TIME(n?)
® {02 : % >0} estaem TIME(nlgn) (AULA 2)
L.ﬂ {2:2¢€{0,1}*, 2z = 2"} estd em TIME(n) (AULA 4) J
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A esta emTIME (nlgn)
. -

Mo = “Com entrada w:

1. Faca um varredura na fita e rejeite se for encontrado
algum O a direita de um 1.

2. Repita se existem Os e 1s na fita:

(a) Faca uma varredura na fita verificando se o nimero

total de Os e 1s sobrando é par ou impar. Se for
impar, rejeite.

(b) Faca um varredura na fita, cortando alternadamente

um O sim e outro nao e cortando um 1 sim e outro
nao.

3. Se sobrarem 0s apos todos os 1s terem sido cortados
ou existerem 1s apds todos os Os serem cortados,
L rejeite. Caso contrario, aceite.” J
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Consumo de tempo

-

O passo 1 consome tempo O(n).
Cada execucao do passo 2(a) consome tempo O(n).
Cada execucao do passo 2(b) consome tempo O(n).
O passo 3 consome tempo O(n).

Numero de repeticOes de passo 2 é O(Ign).

A complexidade de tempo de M4 € O(nlgn) ou
ainda My consome tempo O(nlgn).

o |
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A esta emTIME (n)

Descricao alto nivel de um maquina )3 com duas fitas queT
decide

A={0"1%: k> 0}.

Mo = “Com entrada w:

1.

2.
3.

Faca um varredura na fita 1 e rejeite se for encontrado
algum O a direita de um 1.

Faca um varredura na fita 1 copiando os Os para a fita 2

Faca uma varredura dos 1s na fita 1 e para cada 1
corte um O da fita 2. Se todos os 0s forem cortandos
antes de todos os 1s serem lidos, rejeite.

Se todos os 0s da fita 2 foram cortados aceite. Caso
contrario, rejeite”

|
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Consumo de tempo

-

O passo 1 consome tempo O(n).

(n)
O passo 2 consome tempo O(n).
O passo 3 consome tempo O(n).

(n)

O passo 4 consome tempo O(n).

A complexidade de tempo de M3 é O(n) ou ainda
M3 consome tempo O(n).

o |
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A classeP

MS 7.2

Complexidade Computacional — p. 238



Classe P

fP é classe de linguagens decidiveis em tempo polinomial T
por uma maqgquina de Turing deterministica de uma fita:

P = JTIME(n").
k

A classe P e importante pois

1. P é invariante para todos os modelos de computacéao
polinomialmente equivalentes a uma MT com uma fita.

2. P contéem a classe dos problemas que séao resolvidos
eficientemente.

o |
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Irmaos de O

CLRS 3.1
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Definicao
izemos que T'(n) é Q(f(n)) se existem constantes j
positivas ¢ e ng tais que

para todo n > ny.
A T'(n)

consumo de tempo

| =
L no tamanho da entrada J
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Mais informal
rT(n) = Q(f(n)) se existe ¢ > 0 tal que T
cf(n) <T(n)

para todo n suficientemente G RAN D E

i T(n)

consumo de tempo

| =
L no tamanho da entrada J
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Exemplos

- N

Exemplo 1
Se T'(n) > 0.001n* para todo n > 8, entdo T'(n) é Q(n?).

Prova: Apligue a definicao com ¢ = 0.001 e ng = 8.

o |
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Exemplo 2

-

SeT(n)eQf(n)),entao f(n)e O(T(n)).

Prova: Se T'(n) € Q(f(n)), entdo existem constantes
positivas ¢ e ng tals que

¢ f(n) < T(n)
para todo n > ny. Logo,
f(n) < 1/cT(n)
para todo n > ng. Portanto, f(n) € O(T(n)).

o |
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Definicao
ejam T'(n) e f(n) fun(;oes dos inteiros no reais. T
Dizemos que T'(n) € ©(f(n)) se

T(n) e O(f(n)) e T(n) e Q(f(n)).

co f (n)
| T(n)
3
= c1f (n)
o
3
(@)
=
-
&
3
—

L ;7,0 tamanho da entrada J
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Definicao
izemos que T'(n) € O(f(n)) se se existem constantes T
positivas ¢, ¢y € ng tais que

c1f(n) < T(n) < c2f(n)

para todo n > ny.

\ co f(n)

T(n)
c1 f(n)

consumo de tempo

B _

no tamanho da entrada
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Intuitivamente

- N

Comparacao assintotica , ou seja, para n ENORM E.

comparacao | comparacao assintotica
T(n)<f(n) | T(n)e O(f(n))
T(n)=f(n) | T(n)e Q(f(n))
T(n)=f(n) | T(n) € O(f(n))
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Tamanho maximo de problemas

. N

Suponha que cada operacao consome 1
microsegundo (1us).

consumo de | Tamanho maximo de problemas (n)
tempo(us) | 1 segundo | 1 minuto 1 hora
400n 2500 | 150000 9000000
20n [lgn] 4096 | 166666 7826087
2n? 707 5477 42426
n* 31 88 244
2" 19 25 31
Michael T. Goodrich e Roberto Tamassia, Projeto de

LAIgoritmos, Bookman. J
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Crescimento de algumas funcoes

o n|lgn /n nlgn n? n3 2ﬂ
2 1 1,4 2 4 8 4
4 2 2 8 16 64 16
8 3 2,8 24 64 512 256
16 4 4 64 256 4096 65536
32 5 5,7 160 1024 32768 4294967296
64 6 8 384 4096 262144 1,8 1019
128 7 11 896 16384 2097152 3,4 10%°
256 8 16 1048 65536 16777216 1,1 1077
512 O 23 4608 262144 134217728 1,3 1004
1024 | 10 32 10240 1048576 1,1 10° 1,7 103()!
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Nomes de classe®

classe nome

O(1) constante
O(logn) logaritmica
O(n) linear
O(nlogn) nlogn

O(n?) quadratica
O (n?) clbica
O(n*) com k > 1 | polinomial
O(2") exponencial
©(a") coma > 1 | exponencial

|
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Exerciclos

-

Exercicio 6.A
Mostre gue o consumo de tempo do algoritmo

ORDENA-POR-INSERCAO é Q(n).

Exercicio 6.B
Mostre que o consumo de tempo do algoritmo

ORDENA-POR-INSERCAO é Q(n?) no pior caso.

Exercicio 6.C
Mostre gue o consumo de tempo do algoritmo

ORDENA-POR-INSERCAO é O(n)
no melhor caso.

o |
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Malis exerciclos

Exercicio 6.D
Prove que n? 4 10n + 20 = Q(n?). Prove que n? — 10n — 20 = ©(n?).

Exercicio 6.E
Prove que n = Q(Ign).

Exercicio 6.F
Prove que lgn = ©(logyn).

Exercicio 6.G
E verdade que 2" = Q(3™)?

Exercicio 6.H
E verdade que 2n3 + 5/n = ©(n3)?

o |
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Malis exerciclios ainda

Exercicio 6.1

Suponha gue os algoritmos A e B s6 dependem de um parametro n. Suponha ainda que A
consome S(n) unidades de tempo enquanto B consome T'(n) unidades de tempo. Quero
provar que algoritmo A é pelo menos tao eficiente quanto o algoritmo B (no sentido
assintotico). Devo mostrar que existe f(n) tal que

S(n) = O(f(n)) e T(n) = O(f(n))?
S(n) = O(f(n)) e T(n) = Q(f(n))?
S(n) = Q(f(n)) e T(n) = O(f(n))?
S(n) = Q(f(n)) e T(n)2f(n))?

Que devo fazer para mostrar que A é mais eficiente que B?

Exercicio 6.J
Mostre que o consumo de tempo do algoritmo INTERCALA é ©(n), sendo n 0 numero de
elementos do vetor que o algoritmo recebe.

o |
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Primos de O

CLRS 3.1
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Definicao
ﬁSejam T(n) e f(n) funcOes dos inteiros nos reais. j

Dizemos que 7'(n) € o(f(n)) se PARA TODA constante
positiva ¢ EXISTE uma constante inteira n tal que

T(n) < cf(n)

para todo n > ny.

\ cfn)

consumo de tempo
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Exemplos
 T(n) €o(f(n))1&-se “T(n) &€ 6 pequeno de f(n)” o

Exemplo 1
12n? + 6n € o(n?).
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Exemplos
 T(n) €o(f(n))1&-se “T(n) &€ 6 pequeno de f(n)” o

Exemplo 1
12n° + 6n € o(n?).

Prova: Seja ¢ > (0 uma constante.
Tome ng := [(124+ 6+ 1)/c].
Temos gue

12n% + 6n < 12n* + 6n% = (124 6)n* < cn’

para todo n > ny.

o |
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Exemplos
 T(n) €o(f(n))1&-se “T(n) &€ 6 pequeno de f(n)” o

Exemplo 2
12n? 4+ 6n N&o € o(n?).
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Exemplos
 T(n) €o(f(n))1&-se “T(n) &€ 6 pequeno de f(n)” o

Exemplo 2
12n? + 6n N80 é o(n?).

Prova: Para c := 12 temos que

12n° + 6n > 12n° = cn?

para todo n > 0.

o |
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Definicao
ﬁSejam T(n) e f(n) funcoes dos Inteiros no reais. j

Dizemos que 7'(n) € w(f(n)) se para PARA TODA constante
positiva ¢ EXISTE uma constante inteira n tal que

T(n) > cf(n)

para todo n > ny.
| T'(n)

consumo de tempo

nﬂ tam an h O d a e ntrad a Complexidade Computacional — p. 329



Exemplos
~ T(n) € w(f(n)) 1é-se “T(n) é omega pequeno de f(n)" |

Exemplo 1
12n? + 6n é w(n).
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Exemplos
 T(n) éw(f(n)) I&-se “T(n) € omega pequeno de f(n)" o
Exemplo 1
12n? + 6n é w(n).

Prova: Seja ¢ > (0 uma constante.
Tome ng := |¢/12].
Temos gue
12n2 + 6n > 12n? >cn

para todo n > ny.

o |
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Exemplos
~ T(n) € w(f(n)) 1é-se “T(n) é omega pequeno de f(n)" |

Exemplo 2
12n? + 6n Ndo € w(n?).

= B
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Exemplos
~ T(n) € w(f(n)) 1é-se “T(n) é omega pequeno de f(n)" |

Exemplo 2
12n? + 6n N80 é w(n?).

Prova: Para c := 18 temos que

12n° + 6n < 18n? = cn?

para todo n > 0.

o |
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Intuitivamente

- N

Comparacao assintotica , ou seja, para n ENORM E.

comparacao | comparacao assintotica
T(n)<f(n) | T(n) € O(f(n))
T(n)=f(n) | T(n) € Q(f(n))
T(n)=f(n) | T(n) € O(f(n))
T(n)<f(n) | T(n) € o(f(n))
T(n)>f(n) | T(n) € w(f(n))
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