Melhores momentos

AULA 2
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Definicao
fSeJam T(n) e f(n) funcoOes dos inteiros no reais. j

Dizemos que T(n) € O(f(n)) se existem constantes
positivas ¢ e ng tals que

T'(n) < cf(n)

para todo n > ny.

\ cfn)

consumo de tempo

i -
no tamanho da entrada Algoritmos — p.71/147




Notacao O
flntuitivamente. . T

O(f(n)) = funcdes g nao crescem mais
rapido que f(n)

funcdes menores ou iguais a
um multiplo de f(n)

2

n? (3/2)n? 99997 n? /1000 etc.
crescem todas com a mesma velocidade, sédo todas O(n?).
® n?+99n é O(n?)
® 33n° é O(n?)
® 9n+2é0(n?
8 0,0000113 — 20002 NA0 € O(n2) |
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Uso da notacao O
fO(f(n)) ={T'(n):existemcengtqT(n) <cf(n),n > ng} T
“I'(n) € O(f(n))"” deve ser entendido como “T'(n) € O(f(n))”.

“I'(n) = O(f(n))” deve ser entendido como “I'(n) € O(f(n))”".

=
=
A

O(f(n))” é feio.
“I'(n) > O(f(n))" nao faz sentido!

“T'(n) € g(n) + O(f(n))” significa que existem constantes
positivas c e ng tals que

T(n) < g(n) +cfn)

~ paratodo n > no. |

Algoritmos — p.73/147



Ordenacao por insercao
fAlgoritmo rearranja A[p..r| em ordem crescente T

ORDENA-POR-INSERCAO (A, p, )
1 paraj<—p+1atérfaca

2 chave «— Alj]

3 1— 7 —1

4 enquanto i > p e Ali] > chave faga
5 Ali+ 1] «— Ali] > desloca

6 1+—1—1

/ Ali + 1] < chave > insere

Quanto tempo o algoritmo consome?
L“Tamanho” do problema: n:=r—p+1 J
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Consumo de tempo

linha consumo de todas as execucoes da linha T
1 O(n)

2 O(n)

3 O(n)

4 nO(n) = O(n?)

5 nO(n) = O(n?)

6 nO(n) = O(n?)

7 O(n)

total  O(3n? + 4n) = O(n?)
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Justificativa

Bloco de linhas 4-6 é executado < n vezes;

cada execucao consome O(n);
todas juntas consomem nO(n).

Epal

Quem garante que nO(n) = O(n?)?
Quem garante que O(n?) 4+ O(n?) + O(n?) =
Quem garante que O(3n? + 4n) = O(n?)?
Veja exercicios de Mais notacao O.

Conclusao:

O(3n?)?

.

O algoritmo consome O(n?) unidades de tempo.

Notacao O cal como uma luva!
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nO(n) = O(n?)
- -

“20(n) = O(n2)" significa “nO(n) C O(n2)".
Ou seja, se T'(n) é O(n), entdo nT'(n) &€ O(n?).

De fato, se T'(n) € O(n) entao existem constantes, digamos
10 e 109 tais que
Tn) < 10n

para todo n > 10'%°. Desta forma,
nT(n) < nl0n < 10n?

para todo n > 10!, Logo nT(n) é O(n?).

o |
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nO(n) = O(n?)
- -

“20(n) = O(n2)" significa “nO(n) C O(n2)".
Ou seja, se T'(n) é O(n), entdo nT'(n) &€ O(n?).

De fato, se T'(n) € O(n) entao existem constantes positivas
c e ng, tals que
T(n) < cn

para todo n > ng. Desta forma,
nT(n) < nen < en?

para todo n > ng. Logo nT'(n) &€ O(n?).

o |
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AULA 3
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Mais analise com notacao O

o N

CLRS 2.1-2.2
AU 3.3, 3.6 (muito bom)
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Analise da intercalacao

- Problema: Dados Afp..q] e A[g+1..r] crescentes,
rearranjar Alp..r] de modo que ele fique em ordem

crescente.

Para que valores de ¢ o problema faz sentido?

Entra:

33

D9

7

99

11

44

66

88

|
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Analise da intercalacao

- Problema: Dados Afp..q] e A[g+1..r] crescentes,
rearranjar Alp..r] de modo que ele fique em ordem

crescente.

Para que valores de ¢ o problema faz sentido?

Entra:
p q r
A 1221335577199 |11 |44 |66 | &8
Sai:
p q r
A 11122133144 (551667788199

-

|
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Intercalacao

33

5

7

11

44

66

88
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Intercalacao

22

33

515

7

99

88

66

14
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Intercalacao

11

22

33

515

7

99

88

66

14

11
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Intercalacao

11

22

22

33

515

7

99

88

66

14

11
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Intercalacao

11

22

33

22

33

515

7

99

88

66

14

11
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Intercalacao

11

22

33

44

22

33

515

7

99

88

66

14

11
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Intercalacao

11

22

33

44

5

22

33

515

7

99

88

66

14

11
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Intercalacao

11

22

33

44

5

66

22

33

515

7

99

88

66

14

11




Intercalacao

11

22

33

44

5

66

7

22

33

515

7

99

88

66

14

11




Intercalacao

11

22

33

7

88

22

33

59

I

88

66

44

11




Intercalacao

11

22

33

44

5

66

7

88

99

22

33

515

7

99

88

66

14

11




-

OO NOOOITA~WNPEFEO

Intercalacao

INTERCALA (A, p, q,7)

> Blp..r| € um vetor auxiliar
para i «— p ate ¢ faca
Bli] « Ali]
para j «— ¢+ 1 até r faca
Blr+qg+1—j]« Alj]
L <— D
Jer
para ik < p até r faca
se B[i| < B[j
entao Alk] — Bl
1 «— 1+ 1
senéo Alk] < Blj]
Je—Jj—1

|
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Consumo de tempo

Se a execucao de cada linha de codigo consome 1 unidadej

de tempo o consumo total é:

linha todas as execucdes da linha
1 ?
2 ?
3 ?
4 ?
5 ?
6 ?
7 ?
8 ?
0-12 ?
total ?

|

Algoritmos — p.94/147



Consumo de tempo

fSe a execucao de cada linha de codigo consome 1 unidadej
de tempo o consumo total € (n :=r — p + 1):

linha

todas as execucoes da linha

© 00O ~NO O B W DN

-12

= ¢g—p+2 =n—-—r+qg+1

= g—p+1 =n—-r+yg

= r—(¢+1)+2 =n—-qg+p
= r—(+1)+1 =n—qg+p-—1
1

1

r—p+2 =n+1
r—p+1=mn

= 2(r—p+1) = 2n

L total

8n—2(r—p+1)+5= 6n+5 J
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Consumo de tempo em O

-

Quanto tempo consome em funcaode n:=r —p+1?

-

linha consumo de todas as execucoes da linha
1-4  ?
5-6 ?
7 ?
8 ?
0-12 ?
total ?

|
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Consumo de tempo

o N

Quanto tempo consome em funcaode n :=r — p + 1?
linha consumo de todas as execucoes da linha

1-4  O(n)
5—6  O(1)
7 nO(1) = O(n)
3 nO(1) = O(n)
9-12 nO(1) = O(n)

total O(4n+1) = O(n)

o |
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Consumo de tempo

o N

Quanto tempo consome em funcaode n :=r — p + 1?
linha consumo de todas as execucoes da linha

1-4  O(n)
5—6  O(1)
7 nO(1) = O(n)
3 nO(1) = O(n)
9-12 nO(1) = O(n)

total O(4n+1) = O(n)

Conclusao:

L O algoritmo consome O(n) unidades de tempo. J
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Exerciclo

Exercicio 5.A

Analise a correcédo e o consumo de tempo do seguinte algoritmo:
EXERC (A, p, )
1 g (p+r)/2)
2 ORDENA-POR-INSERCAO (A4, p, 9)
3 ORDENA-POR-INSERCAO (A, ¢ + 1,7)
4 INTERCALA (A, p,q, 1)

o |
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lrmaos de O

CLRS 3.1
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Definicao
fDizemos que T'(n) € Q(f(n)) se existem constantes j
positivas c e ng tals que

para todo n > ny.
A T'(n)

consumo de tempo

| =
L no tamanho da entrada J
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Mais informal
fT(n) = Q(f(n)) se existe ¢ > 0 tal que T
cfln) <T(n)

para todo n suficientemente G RAN D E

i T'(n)

consumo de tempo

| =
L no tamanho da entrada J
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-

Exemplos

Exemplo 1
Se T'(n) > 0.001n?* para todo n > 8, entdo T'(n) é Q(n?).



Exemplos

Exemplo 1
Se T'(n) > 0.001n?* para todo n > 8, entdo T'(n) é Q(n?).

Prova: Aplique a definicao com ¢ = 0.001 e ng = 8.

|
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Exemplo 2

fO consumo de tempo do InTErcaLA € O(n) e tambeém Q(n). T



Exemplo 2

fO consumo de tempo do InTErcaLA € O(n) e tambeém Q(n). T
linha todas as execucoOes da linha

1 = qg—p+2=n—r+qg+1
2 = g—p+1 =n—-r+yg
3 = r—(@+1)+2 =n—q+p
4 = r—(@+1)+1 =n—qg+p-—-1
5 = 1
6 = 1
4 = r—p+2 =n+1
38 = r—p+1=mn
0-12 = 2(r—p+1) = 2n
L total = 8n—-2(r—p+1)+5= 6n+5 J
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Exemplo 3
-

SeT(n)eQ(f(n)),entdo f(n)e O(T(n)).
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-

Exemplo 3

SeT(n)eQ(f(n)),entdo f(n)e O(T(n)).

Prova: Se T'(n) € Q(f(n)), entdo existem constantes
positivas ¢ e ng tals que

¢ f(n) < T(n)
para todo n > ng. Logo,
f(n) < 1/cT(n)
para todo n > ng. Portanto, f(n) € O(T'(n)).
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Definicao
Sejam T'(n) e f(n) fungoes dos inteiros no reais.
fDlzemos que T'(n) € O(f(n)) se T

T(n) € O(f(n)) € T(n) € Q(f(n)).

co f (n)
| T(n)
é c1f (n)
o
s
o
=
-
2
3
—

L ;zo tamanho da entrada J
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Definicao

Dizemos que T'(n) € ©(f(n)) se se existem constantes T
positivas ¢, ¢y € ng tais que

c1f(n) < T(n) < 2 f(n)

para todo n > ny.

consumo de tempo

co f(n)
T(n)

c1 f(n)

i

_

no tamanho da entrada
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Tamanho maximo de problemas

o N

Suponha que cada operacao consome 1
microsegundo (1us).

consumo de | Tamanho maximo de problemas (n)
tempo(us) | 1 segundo | 1 minuto 1 hora
400n 2500 | 150000 9000000
20n [lgn] 4096 | 166666 7826087
2n? 707 5477 42426
n* 31 88 244
2" 19 25 31
Michael T. Goodrich e Roberto Tamassia, Projeto de

LAIgoritmos, Bookman. J

Algoritmos — p.107/147



Nomes de classes 6

classe nome

O(1) constante
©(logn) logaritmica
O(n) linear
O(nlogn) nlogn

O(n?) quadratica
O(n?) clbica
O(n*) com k >=1 | polinomial
O(2") exponencial
©(a™) coma >1 | exponencial

|
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Palavras de Cautela

o N

Suponha que A e B sao algoritmos para um mesmo
problema. Suponha que o consumo de tempo de A é
“essencialmente” 100 e que o0 consumo de tempo de B &
“essencialmente” nlog, n.

o |
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Palavras de Cautela

o N

Suponha que A e B sao algoritmos para um mesmo
problema. Suponha que o consumo de tempo de A é
“essencialmente” 100 e que o0 consumo de tempo de B &
“essencialmente” nlog, n.

100n é ©(n) e nlog;gn € O(nlgn).
Logo, A é assintoticamente mais eficiente que B.

o |
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Palavras de Cautela

o N

Suponha que A e B sao algoritmos para um mesmo
problema. Suponha que o consumo de tempo de A é
“essencialmente” 100 e que o0 consumo de tempo de B &

“essencialmente” nlog, n.

100n é ©(n) e nlog;gn € O(nlgn).
Logo, A é assintoticamente mais eficiente que B.

A é mais eficiente que B para n > 10199,
1019 = um googol
~ numero de atomos no universo observavel

L = numero ENORME J
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Palavras de Cautela
fConcIuséo: T

Lembre das constantes e termos de baixa ordem que estac
“escondidos” na notacao assintotica.

Em geral um algoritmo que consome tempo O(nlgn), €
com fatores constantes razoaveis, é bem eficiente.

Um algoritmo que consome tempo ©(n°) pode, algumas
vezes ser satisfatorio.

Um algoritmo que consome tempo O(2") é dificiimente
aceitavel.

LDO ponto de vista de AA, eficiente = polinomial. |
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Exercicios

o N

Exercicio 6.A i
J& sabemos que ORDENA-POR-INSERCAO é O(n?).
Mostre que o algoritmo é Q(n).

Exercicio 6.B i
Mostre que ORDENA-POR-INSERCAQO é Q(n?)
No pior caso.

Exercicio 6.C i
Mostre que ORDENA-POR-INSERCAO € O(n)
no melhor caso.

o |
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Malis exerciclos

Exercicio 6.D
Prove que n? 4 10n + 20 = Q(n?). Prove que n? — 10n — 20 = ©(n?).

Exercicio 6.E
Prove que n = Q(Ign).

Exercicio 6.F
Prove que lgn = O(log;yn).

Exercicio 6.G
E verdade que 2" = Q(3")?

Exercicio 6.H
E verdade que 2n3 + 5/n = ©(n3)?

o |
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Malis exerciclos ainda

Exercicio 6.1 —‘
Suponha que os algoritmos A e B s6 dependem de um parametro n. Suponha ainda que A
consome S(n) unidades de tempo enquanto B consome 7'(n) unidades de tempo. Quero
provar que algoritmo A é pelo menos tao eficiente quanto o algoritmo B (no sentido

assintotico). Devo mostrar que existe f(n) tal que

S(n) = O(f(n)) e T(n) = O(f(n))?
S(n) = O(f(n)) e T(n) = Q(f(n))?
S(n) = Q(f(n)) e T(n) = O(f(n))?
S(n) = Q(f(n)) e T(n)2f(n))?

Que devo fazer para mostrar que A € mais eficiente que B?

Exercicio 6.J
Mostre que o consumo de tempo do algoritmo INTERCALA ¢ ©(n), sendon o0
numero de elementos do vetor que o algoritmo recebe.

|
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Recursao

CLRS 2.3
AU 2.6, 2.7, 2.9

"To understand recursion, we must first understand
recursion.”

|
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Recursao

Recursao: resolve um problema a partir das solucoes de
seus subproblemas

o |
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Recursao

Recursao: resolve um problema a partir das solucoes de
seus subproblemas

Problema: Rearranjar A[p..r| de modo que ele figue em
ordem crescente.

Entra:

59

33

66

44

99

11

7

22

88

|
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Recursao

Recursao: resolve um problema a partir das solucoes de
seus subproblemas

Problema: Rearranjar A[p..r| de modo que ele figue em
ordem crescente.

Entra:

Sai:

59

33

66

44

99

11

7

22

88

11

22

33

44

59

66

7

88

99

|
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Divisao-e-conquista

- Algoritmos por divisdo-e-conquista tém trés passos em |
cada nivel da recurséo:

Dividir: o problema é dividido em subproblemas de
tamanho menor;

Conquistar: os subproblemas séo resolvidos
recursivamente e subproblemas “pequenos” sao
resolvidos diretamente;

Combinar: as solucdo dos subproblemas séo
combinadas para obter uma solucao do problema
original.

LExempIo: ordenacao por intercalacao (Merge-sort). J
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Merge-Sort

33

66

44

11

7

22

88

Algoritmos — p.117/147



Merge-Sort

q

5

33

66

44

99

11

7

22

88

r

99

33

66

44

99
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Merge-Sort

p q r
A 551336644199 1177|2288
p q r
A | 55]33]66 |44 |99
p q T
A | 55|33 |66




Merge-Sort

q

5

33

66

44

99

11

7

22

88

r

99

33

66

44

99

5

33

66

99

33




Merge-Sort

q

33

99

66

44

99

11

7

22

88

r

33

1

66

44

99

33

99

66

33

59




Merge-Sort

p q r
A |33]55|66 |44 |99 |11 | 77|22 |88
p q r
A 3355|6644 |99
p_q
A | 335566
p=r
66




Merge-Sort

p q r
A 3355|6644 199 11|77 |22 |88
p q r
A | 3355|166 |44 |99
p q T
A | 33]55]|66




Merge-Sort

q

33

99

66

44

99

11

7

22

88

r

33

515

66

44

99
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Merge-Sort

p q r

A 335566144199 |11|77|22]88
p q r
A | 3355|6644 |99
DT
A 44 1 99




Merge-Sort

p q r

A 335516644199 |11|77|22]88
p q r
A | 3355|6644 |99
DT
A 44 1 99




Merge-Sort

q

33

5

66

44

99

11

7

22

88

r

33

1

66

44

99
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Merge-Sort

q

33

44

99

66

99

11

7

22

88

r

33

44

515

66

99
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Merge-Sort

44

5

66

11

7

22

88
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Merge-Sort

q

33

44

99

66

99

11

7

22

88

7

22

88
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Merge-Sort

p q r

A 3344155669911 |77 |22 |88

A 11|77 22|88
p T
A 11|77




Merge-Sort

p q r

A 3344155669911 |77 |22 |88

A 1177|2288
p T
A 11|77




Merge-Sort

q

33

44

5

66

99

11

7

22

88

I

22

88
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Merge-Sort

p q r

A 3344155669911 |77 |22 |88

A 1177|2288
DT
A 22 | 88




Merge-Sort

p q r

A 3344155669911 |77 22|88

A 1177|2288
DT
A 22 | 88




Merge-Sort

q

33

44

5

66

99

11

7

22

88

I

22

88
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Merge-Sort

q

33

44

5

66

99

11

22

7

88

22

7

88
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Merge-Sort

44

5

66

11

22

77

88
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Merge-Sort

22

33

44

66

7

88

99
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Merge-Sort

22

33

44

66

7

88

99
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Merge-Sort
- -

Rearranja Alp..r|, com p < r, em ordem crescente.

MERGE-SORT (A, p, )
Sep<r
entao ¢ < [(p+r)/2]
MERGE-SORT (A, p, q)
MERGE-SORT (A, ¢ + 1,7)
INTERCALA (A, p, g, 7)

O WNBE

o |
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Merge-Sort
- -

Rearranja Alp..r|, com p < r, em ordem crescente.

MERGE-SORT (A, p, )
Sep<r
entao ¢ < [(p+r)/2]
MERGE-SORT (A, p, q)
MERGE-SORT (A, ¢ + 1, )
INTERCALA (A, p, g, 7)

OB WNPE

o |
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Merge-Sort
- -

Rearranja Alp..r|, com p < r, em ordem crescente.

MERGE-SORT (A, p, )
Sep<r
entao ¢ < [(p+r)/2]
MERGE-SORT (A, p, q)
MERGE-SORT (A, g + 1, 7)

INTERCALA (A, p, ¢, 7)

gl WN -

o |
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Merge-Sort
- -

Rearranja Alp..r|, com p < r, em ordem crescente.

MERGE-SORT (A, p, )
Sep<r
entao ¢ < [(p+r)/2]
MERGE-SORT (A, p, q)
MERGE-SORT (4, ¢ + 1, 7)
INTERCALA (A, p,q,7)

o WNBE

o |
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Merge-Sort
- -

Rearranja Alp..r|, com p < r, em ordem crescente.

MERGE-SORT (A, p, )
Sep<r
entao ¢ < [(p+r)/2]
MERGE-SORT (A, p, q)
MERGE-SORT (A, ¢ + 1,7)
INTERCALA (A, p, g, 7)

O WNBE

O algoritmo esta correto?

o |
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Merge-Sort
-

Rearranja Alp..r|, com p < r, em ordem crescente.

MERGE-SORT (A, p, )
Sep<r
entao ¢ < [(p+r)/2]
MERGE-SORT (A, p, q)
MERGE-SORT (A, ¢ + 1,7)
INTERCALA (A, p, g, 7)

O WNBE

O algoritmo esta correto?

A correcao do algoritmo, que se apodia na correcao do
INTERCALA, pode ser demonstrada por inducao
emn:=r—p+ 1.

.

-
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Merge-Sort
- -

Rearranja Alp..r|, com p < r, em ordem crescente.

MERGE-SORT (A, p, )
Sep<r
entao ¢ < [(p+r)/2]
MERGE-SORT (A, p, q)
MERGE-SORT (A, ¢ + 1,7)
INTERCALA (A, p, g, 7)

O WNBE

Consumo de tempo?

o |
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Merge-Sort
- -

Rearranja Alp..r|, com p < r, em ordem crescente.

MERGE-SORT (A, p, )
Sep<r
entao ¢ < [(p+r)/2]
MERGE-SORT (A, p, q)
MERGE-SORT (A, ¢ + 1,7)
INTERCALA (A, p, g, 7)

O WNBE

Consumo de tempo?
T(n) := consumo de tempo maximo quandon =r —p+1

o |
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Merge-Sort

MERGE-SORT (A, p, ) T
1 sep<r

2 entao g < [(p+7)/2]

3 MERGE-SORT (A, p, q)

4 MERGE-SORT (A, ¢ + 1,7)

5 INTERCALA (A, p, g, 7)

linha consumo na linha

o ~ WON

T(n) =? |
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