Melhores momentos

AULA 1



Definicoes
f{xJ =inteiroztalque: < x <1+ 1 .
x| :=inteiro jtalque j — 1 <z <

Exercicio Al.B

Mostre que
n—1 n n n n n+1
<|5l<5 ¢ 3<[3]s
2 2 2 2 2 2

ara qualguer inteiro n > 1.
LIO quaiqg = B
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Ordenacao por insercao

-

Algoritmo rearranja A[1..n] em ordem crescente

ORDENA-POR-INSERCAO (A, n)
1 paraj« 2 atén faca

2 chave «— Alj]

3 1+— 7 —1

4 enquanto : > 1 e Ali] > chave faga
5 Ali + 1] «— Ali] > desloca

6 1+—1—1

\l

Ali + 1] < chave > insere

o |
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O algoritmo faz o que promete?

fCorregéo de algoritmos iterativos e invariantes T

Relacao invariante chave:

(10) na linha 1 vale que: A[1..j—1] é crescente.
1 17 n
2012513540 14415538199 10|65 |50

Supondo gque a invariante vale. Correcao do algoritmo é
evidente!

No inicio da Ultima iteracéo das linhas 1-7 tem-se que j =

Ln + 1. Da invariante conclui-se que A[1..n] é crescente. J

Algoritmos — p.41/86



Consumo de tempo

o .

Se a execucao de cada linha de cddigo consome 1 unidade
de tempo o consumo total é:

linha todas as execucoes da linha

1 = n

2 — n—1

3 — n-—1

4 < 243+---4+n = n—-—1)n+2)/2
5 < 142+4+---+(n—1) = n(n—1)/2
6 < 1424+ (n—-1) = n(n—-1)/2
4 = n—1

total < (3/2)n*+ (7/2)n — 4
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(3/2)n* 4+ (7/2)n — 4 versus (3/2)n?

T__ n (3/2)n? + (7/2)n — 4 (3/2)n? __W

64 6364 6144
128 25020 24576
256 99196 98304
512 395004 393216
1024 1576444 1572864
2048 6298620 6291456
4096 25180156 25165824
8192 100691964 100663296
16384 402710524 402653184
32768 1610727420 1610612736

- (3/2)n* domina 0s outros termos -
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Consumo de tempo

fSe a execucao da linha i consome ¢; unidades de tempo, T
parai=1,...,7, 0 consumo totalde tempo é:

linha todas as execucoes da linha

1 = n X1
2 = n-—1 X 19
3 = n—1 XT3
4 < 2434-dn=(n—1Dn+2)/2 xt4
5 < 14244+ (n-1) = nn—-1)/2  Xt;5
6 < 1424+---+(n-1) = nln—1)/2  Xtg
/ = n—1 X 17
total < ((ta+ 15 +t6)/2) X 1

+ (tl—|—t2—|—t3—|—t4/2—t5/2—t6/2+t7)Xn

B

(to + t3 + t4 + t7) J
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Consumo de tempo

f linha todas as execucoes da linha T
1 = n X 11
2 = n—1 X 19
3 = n-—1 XT3
4 < 2434410 = (n—1)(n+2)/2 xty
5 < 14244+ (n—=1) = n(n—1)/2 Xty
6 < 14244+ (n—-1) = n(n—1)/2 Xxtg
! = n-—1 X 17

total

VAN

(:2><n2—1—(:1><n+(:0

co, C1, co SA0 constantes que dependem da maquina.

an e para sempre! Esta nas entranhas do algoritmo! J
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Notacao assintotica

CLRS 3.1
AU 3.4, p.96—-100 (muito bom!)



Funcoes de n

o N

5n? — 9n 4n + 8 n/3| +4 2v/m + 7
on—3 lgn (= logyn)

Qual é maior: n?> —9 ou 4n + 8?

o |
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Funcoes de n

o N

5n? — 9n 4n + 8 n/3| +4 2/ + 7
on—3 lgn (= logyn)

Qual é maior: n?> —9 ou 4n + 8?
Depende do valor de n!

o |
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Funcoes de n

o N

5n? — 9n 4n + 8 n/3| +4 2/ + 7
on—3 lgn (= logyn)

Qual é maior: n?> —9 ou 4n + 8?
Depende do valor de n!

Qual cresce mais?

o |
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Funcoes de n

o N

5n? — 9n 4n + 8 n/3| +4 2/ + 7
on—3 lgn (= logyn)

Qual é maior: n?> —9 ou 4n + 8?
Depende do valor de n!

Qual cresce mais?

Comparacao assintotica, ou seja, para n EN O RME.

o |
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Funcoes de n

o N

5n? — 9n 4n + 8 n/3| +4 2/ + 7

on—3 lgn (= logyn)

Qual é maior: n?> —9 ou 4n + 8?
Depende do valor de n!

Qual cresce mais?

Comparacao assintotica, ou seja, para n EN O RME.

lgn 2/ + 7 n/3| +4 4n + 8 5n? — 9n

2n—3

o |
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Notacao O

flntuitivamente. .

O(f(n)) = funcdes g nao crescem mais
rapido que f(n)

funcdes menores ou iguais a
um multiplo de f(n)

Q

n? (3/2)n? 99997 n? /1000 etc.

crescem todas com a mesma velocidade

|
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Notacao O

flntuitivamente. .

O(f(n)) = funcdes g nao crescem mais
rapido que f(n)

funcdes menores ou iguais a
um multiplo de f(n)

Q

n? (3/2)n? 99997 n? /1000 etc.

crescem todas com a mesma velocidade

® n?+99n é O(n?)

® 33n° é O(n?)

® 9n+2é0(n?

® 0,00001n3 — 200n2 NAO € O(n?)

|
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Definicao
fSeJam T(n) e f(n) funcoOes dos inteiros no reais. j

Dizemos que T(n) € O(f(n)) se existem constantes
positivas ¢ e ng tals que

T'(n) < cf(n)

para todo n > ny.

\ cfn)

consumo de tempo

| -
no tamanho da entrada Algoritmos — p.49/86




Mais informal
fT(n) é O(f(n)) se existe ¢ > 0 tal que T
T(n) < cf(n)

para todo n suficientemente G RAN D E

A ¢ f(n)

consumo de tempo

| =
L no tamanho da entrada J



Exemplos

fT(n) € O(f(n)) lé-se “T'(n) € O de f(n)” ou
“I'(n) € da ordem de f(n)”



Exemplos

T(n)e O(f(n))lé-se “T'(n) € O de f(n)” ou
f “I'(n) € da ordem de f(n)” T

Exemplo 1
Se T'(n) < 500f(n) paratodo n > 10, entao T'(n) € O(f(n)).

Algoritmos — p.51/86



Exemplos

T(n)e O(f(n))lé-se “T'(n) € O de f(n)” ou
f “I'(n) € da ordem de f(n)” T

Exemplo 1
Se T'(n) < 500f(n) paratodo n > 10, entao T'(n) € O(f(n)).

Prova: Apligue a definicao com ¢ = 500 e ng = 10.
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Exemplos

T(n)e O(f(n))lé-se “T'(n) € O de f(n)” ou
f “I'(n) € da ordem de f(n)” T

Exemplo 1
Se T'(n) < 500f(n) paratodo n > 10, entao T'(n) € O(f(n)).

Prova: Apligue a definicao com ¢ = 500 e ng = 10.

Exemplo 2
10n? é O(n?).

o |
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Exemplos

T(n)e O(f(n))lé-se “T'(n) € O de f(n)” ou
f “I'(n) € da ordem de f(n)” T

Exemplo 1
Se T'(n) < 500f(n) paratodo n > 10, entao T'(n) € O(f(n)).

Prova: Apligue a definicao com ¢ = 500 e ng = 10.

Exemplo 2
10n2 é O(n?).
Prova: Paran > 0, temos que 0 < 10n? < 10n3.

Outra prova: Paran > 10, temos 0 < 10n? < n x n? = 1n3.

o |
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Mais exemplos

-

Exemplo 3
lgn é O(n).
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-

Mais exemplos

Exemplo 3
lgn é O(n).
Prova: Paran > 1, tem-se que Ign < 1n.



Mais exemplos

-

Exemplo 3
lgn é O(n).
Prova: Paran > 1, tem-se que Ign < 1n.

Exemplo 4
20n3 + 10nlogn + 5 é O(n?).

o |
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Mais exemplos

-

Exemplo 3
lgn é O(n).
Prova: Paran > 1, tem-se que Ign < 1n.

Exemplo 4
20n3 + 10nlogn + 5 é O(n?).
Prova: Paran > 1, tem-se que

20n? + 10nlgn + 5 < 20n° + 10n? + 5n° = 3517,
Outra prova: Para n > 10, tem-se que

\—20n3+10n len+5 < 20n+nnlgn+n < 20n°+nd+n’ = 22 nSJ
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Mais exemplos ainda
fExemplo 5 T

3lgn +1glgn € O(lgn).
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Mais exemplos ainda
fExemplo 5 T

3lgn+1glgn é O(lgn).
Prova: Para n > 2, tem-se que

Slgn+lglgn < 3lgn +1gn =4lgn.
[Note que lglgn nao é definida para n = 1.]

o |
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Mais exemplos ainda
fExemplo 5 T

3lgn+1glgn é O(lgn).
Prova: Para n > 2, tem-se que

Slgn+lglgn < 3lgn +1gn =4lgn.
[Note que lglgn nao é definida para n = 1.]

Exemplo 6
10109 & O(1).

o |
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Mais exemplos ainda
fExemplo 5 T

3lgn+1glgn é O(lgn).
Prova: Paran > 2, tem-se que

Slgn+lglgn < 3lgn +1gn =4lgn.
[Note que lglgn nao é definida para n = 1.]

Exemplo 6
10109 & O(1).
Prova: Paran > 1, tem-se que
10100 _ 1100 .0 _ 14100 o 1
[Note que n nao precisa aparecer, ja que estamos lidando

Lcom funcOes constantes.] J
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Uso da notacao O

fO(f(n)) ={T'(n):existemcengtqT(n) <cf(n),n > ng}

-

“I'(n) € O(f(n))"” deve ser entendido como “T'(n) € O(f(n))”.

“I'(n) = O(f(n))” deve ser entendido como “I'(n) € O(f(n))”".

=
=
A

O(f(n))” é feio.
“I'(n) > O(f(n))" nao faz sentido!

“T'(n) € g(n) + O(f(n))” significa que existe constantes
positivas c e ng tals que

T(n) < g(n) +cfn)

~ paratodo n > no.



Nomes de classes O

classe nome

O(1) constante

O(lgn) logaritmica

O(n) linear

O(nlgn) nlogn

O(n?) quadratica

O(n?) clbica

O(n*) com k >= 1 | polinomial

O(2") exponencial[1mm]
O(a™) coma >1 | exponencial

|
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-

.

Exercicio 2.A

Exercicios

Prove que n? + 10n +20 = O(n?)

Exercicio 2.B
Prove que 300 = O(1)

Exercicio 2.C
Prove que [n/3] = O(n)
E verdade que n = O(|n/3])?

Exercicio 2.D
Prove que 1Ign = O(log,on)

Exercicio 2.E
Prove que n = O(2™)

Exercicio 2.F
Prove que lgn = O(n)

Exercicio 2.G
Prove que n/1000 ndo é O(1)

Exercicio 2.H

1 2 ~h3A &
Prove que 35 n= naoe O(n)

|
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Malis exerciclos

Exercicio 2.1
Suponha T definida paran = 0,1, ...

Se T'(n) = O(1), mostre que existe ¢’ tal que T'(n) < ¢’ para todo n > 0.
Se T'(n) = O(n), mostre que existe ¢’ tal que T'(n) < ¢’n paratodo n > 1.

Exercicio 2.J
Prove que n2 + 999n + 9999 = O(n?).

Exercicio 2.K
Prove que sn(n+1) = O(n?).

Exercicio 2.L

E verdade que mn — 999n — 9999 = O(n)? Justifique.

Exercicio 2.M

Suponha que f(n) = n? quando n € par e f(n) = n3 quando n é impar.
E verdade que f(n) = O(n?)?

E verdade que f(n) = O(n3)?
E verdade que n2 = O(f(n))?
E verdade que n3 = O(f(n))?

o |
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Malis exerciclos ainda

Exercicio 2.N

E verdade que n? = O(27)?
Exercicio 2.0

E verdade que Ilgn = O(y/n)?

Exercicio 2.P
Suponha f(n) = 64nlgn e g(n) = 8n?, com n inteiro positivo.
Para que valores de n temos f(n) < g(n)?

Exercicio 2.Q (bom!)
Suponha T e f definidas paran = 1,2,... Mostre que se T'(n) = O(f(n)) e f(n) > 0 para
n > 1 entdo existe ¢’ tal que T'(n) < ¢’ f(n) paratodon > 1.

Exercicio 2.R (bom!)
Faz sentido dizer “T'(n) = O(n?) paran > 3"?

o |
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-

Malis exerciclos ainda ainda

Exercicio 2.S —‘
E verdade que 2" = O(n)?

E verdade que n = O(Ign)?

Justifique.

Exercicio 2.T

E verdade que n + /n € O(n)?

E verdade que n é O(y/n)?

E verdade que n?/3 é O(y/n)?

E verdade que y/n + 1000 é O(n)?

Exercicio 2.U

E verdade que lgn = O(n!/2)?

E verdade que v/n = O(Ign)?

E verdade que Ilgn = O(n'/3)?

Justifique. (Sugestéo: prove, por indugao, que lg x < x para todo nimero real x > 1.)

Exercicio 2.V
E verdade que [Ign] = O(lgn)?

|
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Analise com notacao O

CLRS 2.1-2.2
AU 3.3, 3.6 (muito bom)



Ordenacao por insercao
fAlgoritmo rearranja A[p..r| em ordem crescente T

ORDENA-POR-INSERCAO (A, p, )
1 paraj<—p+1atérfaca

2 chave «— Alj]

3 1— 7 —1

4 enquanto i > p e Ali] > chave faga
5 Ali+ 1] «— Ali] > desloca

6 1+—1—1

\]

Ali + 1] < chave > insere

Quanto tempo o algoritmo consome?

o |
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Ordenacao por insercao
fAlgoritmo rearranja A[p..r| em ordem crescente T

ORDENA-POR-INSERCAO (A, p, )
1 paraj<—p+1atérfaca

2 chave «— Alj]

3 1— 7 —1

4 enquanto i > p e Ali] > chave faga
5 Ali+ 1] «— Ali] > desloca

6 1+—1—1

/ Ali + 1] < chave > insere

Quanto tempo o algoritmo consome?
L“Tamanho” do problema: n:=r —p+1 J
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Consumo de tempo

-

linha consumo de todas as execucoes da linha

~N O OB~ W DN
O I I N N Y

total ?

|
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Consumo de tempo

linha consumo de todas as execucoes da linha T
1 O(n)

2 O(n)

3 O(n)

4 nO(n) = O(n?)

5 nO(n) = O(n?)

6 nO(n) = O(n?)

7 O(n)

total  O(3n? + 4n) = O(n?)
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Justificativa

o N

Bloco de linhas 4-6 é executado < n vezes;
cada execucao consome O(n);
todas juntas consomem nO(n).

o |

Algoritmos — p.64/86



Justificativa

-

Bloco de linhas 4-6 é executado < n vezes;

cada execucao consome O(n);
todas juntas consomem nO(n).

Epal

Quem garante que nO(n) = O(n?)?

Quem garante que O(n?) + O(n?) + O(n?) = O(3n?)?
Quem garante que O(3n? + 4n) = O(n?)?
Veja exercicios de Mais notacao O.

|
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Justificativa

-

Bloco de linhas 4-6 é executado < n vezes;

cada execucao consome O(n);
todas juntas consomem nO(n).

Epal

Quem garante que nO(n) = O(n?)?

Quem garante que O(n?) + O(n?) + O(n?) = O(3n?)?
Quem garante que O(3n? + 4n) = O(n?)?
Veja exercicios de Mais notacao O.

Conclusao:

O algoritmo consome O(n?) unidades de tempo.

.

Notacao O cal como uma luva!
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Analise da intercalacao

- Problema: Dados Afp..q] e A[g+1..r] crescentes,
rearranjar Alp..r] de modo que ele fique em ordem

crescente.

Para que valores de ¢ o problema faz sentido?

Entra:

33

D9

7

99

11

44

66

88

|
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Analise da intercalacao

- Problema: Dados Afp..q] e A[g+1..r] crescentes,
rearranjar Alp..r] de modo que ele fique em ordem

crescente.

Para que valores de ¢ o problema faz sentido?

Entra:
P g r
A 1221335577199 |11 |44 |66 | &8
Sai:
P g r
A 11122133144 (551667788199

-

|
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Intercalacao

33

5

7

11

44

66

88
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Intercalacao

22

33

515

7

99

88

66

14

11
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Intercalacao

11

22

33

515

7

99

88

66

14

11
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Intercalacao

11

22

22

33

515

7

99

88

66

14

11
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Intercalacao

11

22

33

22

33

515

7

99

88

66

14

11




Intercalacao

11

22

33

44

22

33

515

7

99

88

66

14

11




Intercalacao

11

22

33

44

5

22

33

515

7

99

88

66

14

11
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Intercalacao

11

22

33

44

5

66

22

33

515

7

99

88

66

14

11




Intercalacao

11

22

33

44

5

66

7

22

33

515

7

99

88

66

14

11




Intercalacao

11

22

33

44

5

66

7

88

1=

22

33

99

7

99

88

66

44

11




Intercalacao

11

22

33

44

5

66

7

88

99

22

33

515

7

99

88

66

14

11




Intercalacao

INTERCALA (A, p, q,7)

00
01
02
03
04
05
06
07
08
09
10
11
12

> Blp..r| @ um vetor auxiliar
para: «— p até ¢ faca
Bli] « Ali]
para j — ¢+ 1 até r faca
Blr+qg+1—j]« Alj]
L <— P
Jer
para k < p até r faca
se B[i] < B[j]
entao Alk| «— Bli]
1 — 1+ 1
sendo Alk] < Blj]
Je—g—1

|
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-

Consumo de tempo

Se a execucao de cada linha de codigo consome 1 unidadej

de tempo o consumo total é:

linha todas as execucdes da linha
1 ?
2 ?
3 ?
4 ?
5 ?
6 ?
7 ?
8 ?
0-12 ?
total ?

|
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Mais notacao assintotica

CLRS 3.1
AU 3.5, p.101-108



Exercicios

Exercicio 4.A

Interprete e prove a afirmacdo O(n?) + O(n?) + O(n?) = O(3n?).

Exercicio 4.B
Interprete e prove a afirmacdo nO(n) = O(n?).

Exercicio 4.C
Interprete e prove a afirmacdo O(3n? + 4n) = O(n?).

Exercicio 4.D (propriedade transitiva)
Suponha T'(n) = O(f(n)) e f(n) = O(g(n)).
Mostre que T'(n) = O(g(n)).

Dé um exemplo interessante.

Exercicio 4.E (regra da soma, caso especial)
Suponha que T'(n) = O(f(n)) e mostre que T'(n) + f(n) = O(f(n)).
Dé um exemplo interessante.

Exercicio 4.E’ (regra da soma, geral)
Suponha T1(n) = O(f1(n)) e T2(n) = O(f2(n)). Se fi1(n) = O(f2(n)), mostre que

\_Tl(n) +Ta(n) = O(f2(n)). J
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Malis exerciclos

Exercicio 4.F

O que significa “T'(n) = n? + O(n)"?
Mostre que se T'(n) = n? + O(n) entdo T'(n) = O(n?).

Exercicio 4.G
O que significa “T'(n) = nO(lgn)"? Mostre que T'(n) = nO(lgn) se e so se
T(n) = 0O(nlgn).

Exercicio 4.H
Interprete e prove a afirmacéo 7 - O(n) = O(n).

Exercicio 4.1
Interprete e prove a afirmacdo O(n) + O(n) = O(n).

Exercicio 4.3
Prove que O(n) = O(n?). E verdade que O(n2?) = O(n)?

Exercicio 4.K
Interprete e prove a afirmacéo (n + 2) - O(1) = O(n).

o |
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Malis exerciclos ainda

Exercicio 4.L

Interprete e prove a afirmagéo O(1) + --- + O(1) = O(n).

g

~"

n-+2

Exercicio 4.M
Prove que O(1) + O(1) + O(1) = O(1).
E verdade que O(1) = O(1) + O(1) + O(1)?

Exercicio 4.N
Interprete e prove a afirmacéo O(f) + O(g) = O(f + 9).

o |
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