AULA 16
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Mais programacao dinamica
- -

CLRS 15.4

= “recursao—com-—tabela”

= transformacao inteligente de recursao em iteracao

o |
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Subsequéncias

(z1,...,2) € Ssubsequéncia de (z1,...,zm)
se existem indices i1 < --- < i tals que

21 = Ty Rl = Ly,

EXEMPLOS:
(5,9,2,7) é subsequténcia de (9,5,6,9,6,2,7,3)

(AA, D, A, A) é subseqUéncia de
(A,B,R,A,C,A DA B R,A

A A D A A
| | | |
A BRACADAUBTR RA

o |
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EXxercicio
~ Problema: Decidir se Z[1..m] é subsequiéncia de X[1..n] |

o |
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EXxercicio
~ Problema: Decidir se Z[1..m] é subsequiéncia de X[1..n] |

SUB-SEQ- (Z,m, X, n)

1 1+ m

2  j—n

3 enquanto:>1e ;> 1faca

4 se Z[i] = X|J]

5 entao i «— 7 — 1

6 j— 7 —1

/ sei1>1

8 entao devolva “nao é subsequéncia’
9 senao devolva “é subseqUéncia”

o |
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EXxercicio
~ Problema: Decidir se Z[1..m] é subsequiéncia de X[1..n] |

SUB-SEQ- (Z,m, X, n)

1 1+ m

2  j—n

3 enquanto:>1e ;> 1faca

4 se Z[i] = X|J]

5 entao i «— 7 — 1

6 j— 7 —1

/ sei1>1

8 entao devolva “nao é subsequéncia’
9 senao devolva “é subseqUéncia”

Consumo de tempo é O(m + n) e Q(min{m,n}).

o |
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EXxercicio
~ Problema: Decidir se Z[1..m] é subsequiéncia de X[1..n] |

SUB-SEQ- (Z,m, X, n)

1 1 m
2  j—n
3 enquanto:>1e ;> 1faca
4 se Z[i] = X|J]
5 entao i+ i—1
6 j— 7 —1
/ sei1>1
8 entao devolva “nao é subsequéncia’
9 senao devolva “é subseqUéncia”
Invariantes:
(10) 7 z—H .m| € subsequUéncia de X|[j+1..n]
L(Il) Zli | n&o é subsequéncia de X|j+1..n] J
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Subseguiéncia comum maxima

o N

Z e subseqgcomumde X eY

se Z e subsequéncia comumde X ede Y
ssco = subseq comum
Exemplos: X=ABCBDAB
Y=BDCABA

SSCO=BCA
Qutrassco=BDAB

o |
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Problema

-

Problema: Encontrar uma ssco maxima de X e Y.

Exemplos: X =ABCBDAB
Y=BDCABA
ssco=BCA
ssco maximal=AB A
ssco maxima=B C AB
Outra ssco maxima=B D A B

LCS = Longest Common Subsequence

o |
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diff

o N

> more abracadabra more yabbadabbadoo

>0 W™W>r0O>0X>0T0 >

>
Y
A
B
B
A
D
A
B
B
A
D
D
O



diff -u abracadabra yabbadabbadoo

-
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Subestrutura 6tima

o N

Suponha que Z[1..k] € ssco maxima de X[1..m] e
Y|1..n].

® Se X|m]=Y|n],entdo Z|k]| = X|m] =Y|n] e
Z[1..k—1] e ssco maxima de X[1..m—1] e Y[l..n—1].

® Se X|m| # Y|n], entao Z|k] # X[m| implica que
Z[1..k] € ssco maximade X[1..m—1]eY][l..n].

® Se X|m| # Y|n|, entdao Z|k| # Y|n| implica que
Z[1..k] @ ssco maximade X[1..m|]eY|[l..n—1].

o |
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Simplificacao

o N

Problema: encontrar o comprimento de uma Ssco maxima.



Simplificacao

o N

Problema: encontrar o comprimento de uma Ssco maxima.

cli, j] = comprimento de uma SSco maxima
de X[1..i]eY]l..]]

Recorréncia:

c|0, 7] = ¢[i,0] =0

cli,j] = cli—1,7—1] se X|i] = Y|j]

cli, j] = max (cli, j—1}, cli—1, j]) se X[i] # Yj]

o |
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Algoritmo recursivo

Devolve o comprimento de uma ssco maxima de X[1..i] |
eYll..jl].
REC-LCS-LENGTH (X, 4,Y, )

B WON PR

=
O O 00~ O O1

B

sei=00Uj=0
entao devolva O
se X|i] =Y|J]
entdo c[i, j] —REC-LCS-LENGTH (X,i—1,Y,j—1)
+1
senao ¢; +— REC-LCS-LENGTH (X,:—1,Y,7)
¢o — REC-LCS-LENGTH (X,i,Y, j—1)
Se q1 > g2
entao cli, j| «— q1
senaocli, j| < g9
devolva cli, j|

|
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Consumo de tempo

T(m,n):= numero de comparagdes feitas por
REC-LCS-LENGTH (X, m,Y, n)

Recorréncia

T7(0,n)
T(m,0)
T(m,n)

0
0
T

VAN

(m—1,n)+T(mn—-1)+1 paran>0em >0

A que classe () pertence T'(m,n)?

|
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Recorréncila

-

Seja k := min{m,n}. Temos que
T(m,n) > T(k k) = S(k),

onde

s
—~
-
~—
|
o O

Sk—1)+1 parak=1,2,...

S(k) e @(2’“) = T(m,n) € Q(2min{m>”})

T(m,n) é exponecial

.

Note que T'(m,n) =T(n,m)paran =0,1,...em=0,1,....

|
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Conclusao

O consumo de tempo do algoritmo
REC-LEC-LENGTH ¢é Q(2mintmn}),




Programacao dinamica
fCada subproblema, comprimento de uma ssco maxima de T
X[1..q] e Y[1..4],
é resolvido uma so vez.

Em que ordem calcular os componentes da tabela ¢?

Para calcular c[4, 6] preciso de ...

o |
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Programacao dinamica
fCada subproblema, comprimento de uma ssco maxima de T
X[1..q] e Y[1..4],
é resolvido uma so vez.

Em que ordem calcular os componentes da tabela ¢?

Para calcular c[4, 6] preciso de ...
cl4,5], c[3,6] e de ¢[3, 5].

o |
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Programacao dinamica
fCada subproblema, comprimento de uma ssco maxima de T
X[1..q] e Y[1..4],
é resolvido uma so vez.

Em que ordem calcular os componentes da tabela ¢?

Para calcular c[4, 6] preciso de ...
cl4,5], c[3,6] e de ¢[3, 5].

Calcule todos os ¢[i, jjcomi=1,7=0,1,...,n,
depoistodoscomi=2,5=0,1,...,n,
depoistodoscomi=3,5=0,1,...,n,

L etc. J
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Programacao dinamica
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o » O W O W =

Simulacao

B D C A
1 2 3 4
0 0 0 0

77




o » O W O W =

Simulacao

B D C A
1 2 3 4
0 0 0 0
0 | 77




o » O W O W =

Simulacao

B D C A
1 2 3 4
0 0 0 0
0 0 | 77




o » O W O W =

Simulacao

B D C A
1 2 3 4
0 0 0 0
0 0 0 | 77




o » O W O W =

Simulacao

B D C A B
1 2 3 4 D
0 0 0 0 0
0 0 0 L | 77




o » O W O W =

Simulacao

B D C A A
1 2 3 4 6
0 0 0 0 0
0 0 0 1 77




o » O W Q W =

Simulacao

B D C A
1 2 3 4
0 0 0 0
0 0 0 1

77




o » O W Q W =

Simulacao

B D C A
1 2 3 4
0 0 0 0
0 0 0 1

77




o » O W Q W =

Simulacao

B D C A
1 2 3 4
0 0 0 0
0 0 0 1

77




o » O W Q W =

Simulacao

B D C A B
1 2 3 4 D
0 0 0 0 0
0 0 0 1 1

77




o » O W Q W =

Simulacao

B D C A B
1 2 3 4 D
0 0 0 0 0
0 0 0 1 1
1 1 1 L | 77

|
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o » O W Q W =

Simulacao

B D C A B A
1 2 3 4 D 6
0 0 0 0 0 0
0 0 0 | 1 1
1 1 1 1 2 |77

|
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o » O W O W =

Simulacao

B D C A
1 2 3 4
0 0 0 0
0 0 0 1
1 1 1 1
77

|
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o » O W O W =

Simulacao

B D C A
1 2 3 4
0 0 0 0
0 0 0 1
1 1 1 1
| 77

|
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o » O W O W =

Simulacao

B D C A
1 2 3 4
0 0 0 0
0 0 0 1
1 1 1 1
1 L |7

|
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o » O W O W =

Simulacao

B D C A
1 2 3 4
0 0 0 0
0 0 0 1
1 1 1 1
1 1 2 |77

|
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o » O W O W =

Simulacao

B D C A B
1 2 3 4 D
0 0 0 0 0
0 0 0 | 1
1 1 1 1 2
1 1 2 2 |7

|
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o » O W O W =

Simulacao

B D C A B A
1 2 3 4 D 6
0 0 0 0 0 0
0 0 0 | 1 1
1 1 1 1 2 2
1 1 2 2 2 | 77

|
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o » O W O wW =

Simulacao

B D C A
1 2 3 4
0 0 0 0
0 0 0 1
1 1 1 1
1 1 2 2
77

|
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o » O W O wW =

Simulacao

B D C A
1 2 3 4
0 0 0 0
0 0 0 1
1 1 1 1
1 1 2 2
| 77

|

Algoritmos — p.654/661



o » O W O wW =

Simulacao

B D C A
1 2 3 4
0 0 0 0
0 0 0 1
1 1 1 1
1 1 2 2
1 L |7

|
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o » O W O wW =

Simulacao

B D C A
1 2 3 4
0 0 0 0
0 0 0 1
1 1 1 1
1 1 2 2
1 1 2 |77

|
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o » O W O wW =

Simulacao

B D C A B
1 2 3 4 D
0 0 0 0 0
0 0 0 1 1
1 1 1 1 2
1 1 2 2 2
1 1 2 2 |77

|
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o » O W O wW =

Simulacao

B D C A A
1 2 3 4 6
0 0 0 0 0
0 0 0 1 1
1 1 1 1 2
1 1 2 2 2
1 1 2 2 77

|
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o » O W O wW =

Simulacao

B D C A
1 2 3 4
0 0 0 0
0 0 0 1
1 1 1 1
1 1 2 2
1 1 2 2
77

|

Algoritmos — p.654/661



o » O W O wW =

Simulacao

B D C A
1 2 3 4
0 0 0 0
0 0 0 1
1 1 1 1
1 1 2 2
1 1 2 2
L | 77

|
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o » O W O wW =

Simulacao

B D C A
1 2 3 4
0 0 0 0
0 0 0 1
1 1 1 1
1 1 2 2
1 1 2 2
1 2 | 77

|

Algoritmos — p.654/661



o » O W O wW =

Simulacao

B D C A
1 2 3 4
0 0 0 0
0 0 0 1
1 1 1 1
1 1 2 2
1 1 2 2
1 2 2 |7

|
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o » O W O wW =

Simulacao

B D C A B
1 2 3 4 D
0 0 0 0 0
0 0 0 1 1
1 1 1 1 2
1 1 2 2 2
1 1 2 2 3
1 2 2 2 |7

|
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o » O W O wW =

Simulacao

B D C A A
1 2 3 4 6
0 0 0 0 0
0 0 0 1 1
1 1 1 1 2
1 1 2 2 2
1 1 2 2 3
1 2 2 2 77

|
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o » O W Q W =

Simulacao

B D C A
1 2 3 4
0 0 0 0
0 0 0 1
1 1 1 1
1 1 2 2
1 1 2 2
1 2 2 2
77

|
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o » O W Q W =

Simulacao

B D C A
1 2 3 4
0 0 0 0
0 0 0 1
1 1 1 1
1 1 2 2
1 1 2 2
1 2 2 2
L | 77

|
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o » O W Q W =

Simulacao

B D C A
1 2 3 4
0 0 0 0
0 0 0 1
1 1 1 1
1 1 2 2
1 1 2 2
1 2 2 2
1 2 |77

|

Algoritmos — p.654/661



o » O W Q W =

Simulacao

B D C A
1 2 3 4
0 0 0 0
0 0 0 1
1 1 1 1
1 1 2 2
1 1 2 2
1 2 2 2
1 2 2 |77

|
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o » O W Q W =

Simulacao

B D C A B
1 2 3 4 D
0 0 0 0 0
0 0 0 1 1
1 1 1 1 2
1 1 2 2 2
1 1 2 2 3
1 2 2 2 3
1 2 2 3 | 77

|
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o » O W Q W =

Simulacao

B D C A A
1 2 3 4 6
0 0 0 0 0
0 0 0 1 1
1 1 1 1 2
1 1 2 2 2
1 1 2 2 3
1 2 2 2 3
1 2 2 3 77

|
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o » O W O W =

Simulacao

B D C A
1 2 3 4
0 0 0 0
0 0 0 1
1 1 1 1
1 1 2 2
1 1 2 2
1 2 2 2
1 2 2 3
77

|
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o » O W O W =

Simulacao

B D C A
1 2 3 4
0 0 0 0
0 0 0 1
1 1 1 1
1 1 2 2
1 1 2 2
1 2 2 2
1 2 2 3
L | 77

|
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o » O W O W =

Simulacao

B D C A
1 2 3 4
0 0 0 0
0 0 0 1
1 1 1 1
1 1 2 2
1 1 2 2
1 2 2 2
1 2 2 3
1 2 | 77

|

Algoritmos — p.654/661



o » O W O W =

Simulacao

B D C A
1 2 3 4
0 0 0 0
0 0 0 1
1 1 1 1
1 1 2 2
1 1 2 2
1 2 2 2
1 2 2 3
1 2 2 |7

|
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o » O W O W =

Simulacao

B D C A B
1 2 3 4 D
0 0 0 0 0
0 0 0 1 1
1 1 1 1 2
1 1 2 2 2
1 1 2 2 3
1 2 2 2 3
1 2 2 3 3
1 2 2 3 | 77

|
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o » O W O W =

Simulacao

B D C A A
1 2 3 4 6
0 0 0 0 0
0 0 0 1 1
1 1 1 1 2
1 1 2 2 2
1 1 2 2 3
1 2 2 2 3
1 2 2 3 4
1 2 2 3 77

|
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o » O W Q W =

Simulacao

B D C A
1 2 3 4
0 0 0 0
0 0 0 1
1 1 1 1
1 1 2 2
1 1 2 2
1 2 2 2
1 2 2 3
1 2 2 3

|
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Algoritmo de programacao dinamica

Devolve o comprimento de uma ssco maxima de X|[1..m)] T
eY[l..n].
LEC-LENGTH (X, m,Y, n)
1 parai« 1atémfaca
2 cli,0] < 0
3 paraj < 1aténfaca
4 cl0, 7] < 0
5 parai+«< 1atémfaca
6 paraj «— 1 até n faca
7 se X|[i] =Y[/]
8 entdo cfi,j] «—cli — 1,7 — 1] +1
9 senao se c[i —1,7] > cli,j — 1]
10 entao c[i, j| < cli — 1, 7]
11 senao cli, j| < cli, 7 — 1]

L 12 devolva cjm, n] J
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Conclusao

O consumo de tempo do algoritmo LEC-LENGTH é
©(mn).




-

Subseguiéncia comum maxima

X

@ » O T O W »=

Y

B
1

D
2

C
3

A
4

B
D

A
6

*

*

*

*

*

*

<_

<_

<_

N

1

N\

J

-

Algoritmos — p.657/661



Algoritmo de programacao dinamica

f LEC-LENGTH (X, m,Y, n) ﬁ
1 parai« 1atémfaca
2 cli, 0] < 0
3 paraj < 1aténfaca
4 c|0, 7] < 0
5 parai+«< 1atémfaca
6 para j < 1 até n faca
7 se X[i| = Y]]
8 entédo cfi,j] «—cli — 1,7 — 1] +1
8 bli, j] — "N\
9 senao se c|i — 1, 7] > cli,j — 1]
10 entao cfi, j] < c[i — 1, ]
10 bli, 7] < “1”
11 senao cli, j| « cli, j — 1]

11 bli, j] « "
L 12 devolvaceb J
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Get-LCS
-

GET-LCS (X, m, n, b, maxcomp)

1 k& < maxcomp
2 1+ m
2 J«<n
3 enquanto:>0ej>0faca
4 se bli, j] ="\
5 entao Z[k] «— X
6 ke—k—1 i—i—1 j—j—1
9 senao se b|i, j] ="
10 entdoi«—i—1
11 senao j «— j —1

12 devolva 7

LConsumo de tempo é O(m + n) € Q(min{m,n}). J
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Exercicios

Exercicio 20.A

Escreva um algoritmo para decidir se (z1, ..., zx) € subseqiéncia de (x1,...,zm). Prove
rigorosamente que o seu algoritmo esta correto.

Exercicio 20.B
Suponha que os elementos de uma sequéncia (a1, ..., an) S8o distintos dois a dois.
Quantas subsequUéncias tem a sequéncia?

Exercicio 20.C

Uma subseqiiéncia crescente Z de uma sequéncia X e é maxima se nao existe outra
subsequéncia crescente mais longa. A subsequéncia (5,6,9) de (9,5,6,9,6,2,7) é
maxima? Dé uma seqiéncia crescente maxima de (9, 5,6, 9, 6,2, 7). Mostre que o algoritmo
“guloso” Obvio nao é capaz, em geral, de encontrar uma subseqiéncia crescente maxima de
uma seqiéncia dada. (Algoritmo guloso 6bvio: escolha o menor elemento de X; a partir dai,
escolha sempre o proximo elemento de X que seja maior ou igual ao ultimo escolhido.)

Exercicio 20.D
Escreva um algoritmo de programacao dinamica para resolver o problema da subseqtiéncia

crescente maxima.
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Malis exerciclos

fExercicio 20.E [CLRS 15.4-5] T
Mostre como o algoritmo da subseqtiéncia comum maxima pode ser usado para resolver o
problema da subseqiiéncia crescente maxima de uma sequéncia numérica. Dé uma
delimitac&o justa, em notacao ©, do consumo de tempo de sua solucao.

Exercicio 20.F [Printing neatly. CLRS 15-2]

Considere a sequéncia P1, P, ..., P, de palavras que constitui um paragrafo de texto. A
palavra P; tem [; caracteres. Queremos imprimir as palavras em linhas, na ordem dada, de
modo que cada linha tenha no maximo M caracteres. Se uma determinada linha contém as
palavras P;, P;11,...,P; (com: < j) e ha exatamente um espaco entre cada par de
palavras consecutivas, o numero de espacos no fim da linha é

M~ +1+lp1 +14+---+1+15).

E claro que n&do devemos permitir que esse nimero seja negativo. Queremos minimizar,

com relacao a todas as linhas exceto a ultima, a soma dos cubos dos nimeros de espacgos

no fim de cada linha. (Assim, se temos linhas 1,2, ..., L e b, espacos no fim da linha p,

queremos minimizar b5 + b3 + -+ + b3 _ ).

Dé um exemplo para mostrar que algoritmos inocentes n&o resolvem o problema. Dé um
Lalgoritmo de programacéao dinamica que resolva o problema. Qual a “optimal substructure J

property” para esse problema? Faca uma analise do consumo de tempo do algoritmo.
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