AULA 6

Recorréncias

CLRS 4.1-4.2
AU 3.9, 3.11
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Recorréncia =

= “formula’” que define uma funcao
em termos d’ela mesma

— algoritmo recursivo que calcula uma funcao

Exemplo 1
T(1) = 1
T(n) = T(n—1)4+3n+2 paran=23,4,...

Define funcao T sobre inteiros positivos:
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Resolver uma recorréncia =
= obter uma “férmula fechada” para T'(n)

Método da substituicao:
“chute” formula e verifique por inducao

Exemplo 1 (continuacao)
Eu acho que T(n) = 3n2 + Sn—4

Verificacao:

Sen=1lentdo T(n)=1=3+1L-4

Tome n > 2 e suponha que a formula esta certa
para n — 1:

T(n) = T(n—1)4+3n+2
L §(n_1)2 %(n—l)—4—|—3n—|—2
— ~3n+3+In-5-44+3n+2
— 3n2—|—2n—4

Bingo!
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Como adivinhei formula fechada?
Arvore da recorréncia:

T(n) 3n+2 3n+2 3n+2 3n+2
| | | |
T(n—1) 3(n—1)+42 3n—1 3n—1
| | |
T(n—2) 3(n—2)4+2 3n—4
| |
T(n—3) :
|
8
|
(1)

1+ n—1 niveis

T(n) = Bn+2)+@n—1)+---+8+T(1)
= %n2+%n—4

61



Exemplo 2

T(1) = 1
T(n) 2T(n/2) +Tn+ 2 paran=23,4,5,...

Nao é uma recorréncia! Nao faz sentido!

Exemplo 3

G(l) =1
G(n) = 2G(n/2)+7Tn+2 paran=2,4,..,2% ..
n G(n)
1 1
2 18
4 66
8 190
16 494

Foérmula fechada: G(n) =7
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Acho que G é da forma nlgn

n G(n) 6nlgn 7nlgn 8nlgn n?

1 1 0 0 0 1

2 138 12 14 16 4

4 66 48 56 64 16

38 190 144 168 192 64
16 494 384 448 512 256
32 1214 960 1120 1280 1024
64 2878 2304 2688 3072 4096
128 6654 5376 6272 7168 16384
256 15102 12288 14336 16384 65536
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Acho que a formula fechada é

G(n) =7nlgn+3n—2
para n=1,2,4.8,16,...

Prova.
Sen=1entdo G(n) =1=7-11g14+3-1 - 2.
Se n > 2 entao

G(n) = 2G(3)+7n+2
= 2(72192 +32 - 2) 4 7n+2
7n(lgn — 1) + 3n — 4+ 7n+ 2
Tnlgn —Tn+3n—2+ Tn
= Tnlgn—+3n—2

Bingo!
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Como adivinhei formula fechada?
Arvore da recorréncia:

G(n) n + 2 n+ 2
/ \ / \
ORI 2 7n42

/ \ / \
G GG G&H G

n + 2
/ \
7%+2 7%+2
/o \ /[ \

742 T4 TR42 74D

G(1) a(1) ... .. G(1) G1)

total de 1 + Ign niveis
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nivel soma no nivel

0 n + 2

1 n+ 4

2 n + 8

E—1 7n + 2F

k 2FG(1)
n = 2k

G(n) = Tn+2'+7n+42+ ... 4 7n 429"
+ 297G (1)
7n|gn—|—(2-|-4_|_..._|_2|9n)_|_2Ign
Tnilgn+2.297" _24n
nlgn+2n—2+n
nlgn+3n —2

gl — 1

Lembrete: 2%+ --- +2F = -
o —

CLRS (A.5), p.1060
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Exemplo 3 (continuacao)

E mais facil mostrar que G(n) = O(nlgn).

Vou provar que G(n) <9nlgn
quando n =2,4,8,16, ..,2" ...

Prova: Sen=2, G(n) =18=9.2-1g2.
Sen>4,

G(n) = 2G(n/2)+7Tn+2
£ 2.9(n/2)1g(n/2) + 7n+ 2
on (Ign — 1) 4 7n + 2
= 9nilgn —2n + 2

< 9nlgn (poisn>1)

Da linha 1 para a linha 2, a hipdtese de inducao vale

pois 2 < n/2 < n.
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TAREFA (AULA 6)

Exercicio 6.A
Seja T a funcao definida pela recorréncia

T(1) 1
T(n) T(n—1)4+2n—-2 paran=2,3,4,5,...

Verifique que a recorréncia & honesta, ou seja, de fato define uma
funcao. A partir da arvore da recorréncia, adivinhe uma boa
delimitacao assintética para T'(n); dé a resposta em notacao O.
Prove a delimitacao pelo método da substituicao.

Exercicio 6.B
Resolva a recorréncia

T(1) 1
T(n) T(n—2)4+2n+1 paran=23,4,5,...

Desenhe a arvore da recorréncia. Dé a resposta em notacao O.

Exercicio 6.C
Resolva a recorréncia

T(1) = 1
T(2) = 2
T(n) = T(n—-2)4+2n+1 paran=3,4,5,6,...

Exercicio 6.D
Resolva a recorréncia

T(1)
T(n)

1
T(n/2)+1 paran=23,4,5,...

Exercicio 6.E
Resolva a recorréncia
T(1)
T(n)

1
T(|n/2])+1 paran=2,3,4,5,...

Exercicio 6.F
Resolva a recorréncia

(1)
T(n)

1
T(|n/2])+n paran=234,5,...
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Exercicio 6.G
Resolva a recorréncia

T(1)
T(n)

Exercicio 6.H
Resolva a recorréncia

T(1)
T(n)

1
2T([n/2]) +n

1
2T([n/2]) +n

para n=2,3,4,5,...

para n = 2,3,4,5,...
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