AULA 15

Programacao dinamica

CLRS 15.1-15.3
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Programacao dinamica

= “recursao—com-—tabela”
= transformacao inteligente de recursao em iteracao

EXEMPLO 1: Nameros de Fibonacci
Fp=0 =1 Fn=F, 1+ F, >

Algoritmo recursivo para Fj:

FIBO-REC (n)

1l sen<l1

2 entao devolva n

3 senao a + FIBO-REC(n — 1)
4 b < FIBO-REC (n — 2)
5 devolva a + b

Consumo de tempo?
Niumero de somas;

T(0) 0
T(1) 0
T(n) = Tn—-1)+T(n—-2)4+1 sen>2

144



Solugao: T'(n) > 3"/2™ para n > 6.

Prova: T(6) = 12 > (3/2)% e T(7) = 20 > (3/2)".
Se n > 8 entao

T(n)

T(n—1)4+Tn-2)+1
(3/2)" ' 4+ (3/2)" 2 +1
(3/2+1)(3/2)" 2 +1
(5/2) (3/2)"2

(9/4) (3/2)"2
(3/2)%(3/2)"2

(3/2)".

|1V

IAYAR\Y

Consumo de tempo: Q((%)”)
Exponenciall

Algoritmo resolve o0 mesmo subproblema muitas vezes:
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Algoritmo de programacao dinamica:

FIBO (n)

1 f[0] <« O

2 f[1] « 1

3 para 1<+ 2 atén

4 faca fli] « fli— 1]+ fli — 2]
5 devolva f[n]

Note a tabela f[0..n—1]

Consumo de tempo: ©(n)
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Programacao dinamica, EXEMPLO 2:

Soma de subconjunto (subset-sum)

Dados inteiros nao-negativos wi,...,wn, W,
encontrar subconjunto K de {1,...,n}
tal que > kcK W = W

Exemplo
w = 100,30,90,35,40,30,10 e W = 160

Motivacao: Algum subconjunto dos cheques wi,...,wn,
(w; € o valor do cheque 7) tem soma W7

Propriedade da subestrutura otima:

Suponha que K é solucao do problema (n,W).

Se K5n

entdo K — {n} é solugcao do problema (n — 1, W — wy)
senao K é solucao do problema (n—1,W).
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Simplificacao:
diga 1 se problema tem solucao e 0 em caso contrario.

Solucao recursiva:

Rec (w,n, W)
se W =0
entao devolva 1
sen=20
entao devolva 0
se Rec(lw,n—1,W) =1
entao devolva 1
se wp, > W
entao devolva 0
sendo devolva Rec (w,n—1, W —wnp)

© 0O ~NO O & WDN K

Consumo de tempo: Q(2")

Por que demora tanto?
O mesmo subproblema é resolvido muitas vezes.
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Programacao dinamica

s[i,Y] :=

Recorréncia:

S

S
S
S

Lembrete: W e ws,..

5,0] =1
0,Y]=0seY >0
i, Y] =s[1—1,Y] se w; > Y

Y
O 1 2 3 4
¢+ 0] O OO0 0

1
2
3| x| x| x| %
4 ?
5

., Wy SA0 inteiros

1 se problema (:,Y) tem solucao
O caso contrario

i, Y] = max{s[i —1,Y],s[t —1,Y — w;}
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Cada subproblrema (¢,Y) resolvido uma sé vez:

SOMA-DE-SUBCONJ (w,n, W)

1 para 2+ 0 até n faca
2 s[7,0] + 1

3 para Y < 1 até W faca

4 s[0, Y]+ O

5 para 7 < 1 até n faca

6 s[i, Y] + s[i—1,Y]

7 se s[1,Y]=0e w; <Y

8 entdo s[i, Y] « s[i—1,Y — w,]
9 devolva s[n, W]

Consumo de tempo: ©(nW)

NOTA: O consumo ©(n2'9%) é exponencial!
Explicacao: o “tamanho” de W é IgW e nao W
(tente multiplicar wi,...,w, € W por 1000)

EXERCICIO: Escreva uma versao que devolva K tal que
ZkeK wy =W
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Programacao dinamica, EXEMPLO 3:

Multiplicacao iterada de matrizes

Preliminares:
Se Aépxge Bégxrentao ABépxr

(AB)[i, 5] =3, Ali, k] Bk, 4]
Namero de multiplicacoes escalares = p-q-r

MULT-MAT (p, A,q,B,r)
1 para i<+ 1 até p faca

2 para j < 1 até r faca

3 ABJ[i,7] + O

4 para k «+ 1 até ¢ faca

5 ABli, 5] < ABIi, j] + Ali, k] - Blk, j]

Multiplicacao iterada: Aj-As- A3

10 Al 100 A2 5 A3 50

((A1 As) Az) 7500 mults escalares
(A1 (A> A3)) 75000 mults escalares
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Problema: Encontrar numero minimo de
multiplicacdes escalares necessario para
calcular produto A1As--- Ayp.

Po P1 P> .- Pnh_1 Pn
Aq Ao . An

Solucdes 6timas contém solucdoes 6timas: se

(A1A2) (A3((A4A5)A6))

é ordem 6tima de multiplicacao entao

(A1A2) e (A3((Az45)A6))

também sao ordens otimas.
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m[i,j] = ndmero minimo de
multiplicacOes escalares
para calcular A;--- A;

Decomposicdo: (A4;---Ag) (Agy1---A5)

Recorréncia:
se i = j entdo m[:,j] =0

se 1 < j entao mli, j] =

irgnkigj { mli, k] + p;_1ppp; + mlk+1,7] }

Exemplo:

m[3,7] = 3@kig7 {m[3, k] + poprp7; +m[k+1,7]}
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Algoritmo recursivo:
recebe p; ;,...,p; e devolve mli, 7]

REC-MAT-CHAIN (p,1,7)

1 sei=j

2 entao devolva O

3 mli, j] <+ oo

4 para k<+ 1 até 57— 1 faca
5 q1 +— REC-MAT-CHAIN (p,1,k)

5 g> +— REC-MAT-CHAIN (p,k+ 1,7)
5 ¢ q1tp_1Pp; T Q2

6 se q < mli, j]

7 entao mli, j] < ¢q

8 devolva mli, j]

Consumo de tempo: Q(2")
onde n=j3—1+ 1.

Por que demora tanto?
O mesmo subproblema é resolvido muitas vezes.
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Calculo do consumo de tempo de REC-MAT-CHAIN:

T(n) = ndmero comparacdes entre g € m[x*, *]
na linha 6 quandon :=j5—1+4+1

T(1) = 0

n—1
T(n) = Y (T(K)+T(n—k)+1)

k=1
n—1
= 2> T(h) + (n-1)
k=2
= 2(T(2)+---+T(n-1)) + (n—1)

para n > 2

Facil verificar: T(n) > 2" 2 para n > 2
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Programacao dinamica:
cada subproblema A;---Aj resolvido uma so vez.

Em que ordem calcular os componentes da tabela m?

Para calcular m[2,6] preciso de
m[2,2], m[2,3], m[2,4], m[2,5] e de
m[3, 6], m[4,6], m[5,6], m[6,6].

1 2 3 4 5 6 7 8 j

1

2 O | x| % | x| 7

3 0 *

4 0 *

5 0| %

S} 0]

7 0

8 0

.

Calcule todos os m[i,j] com j—i+41 =2,
depois todos com 53—+ 1 = 3,

depois todos com 53—+ 1 =4,

etc.
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Algoritmo de programacao dinamica:
recebe py,pq,...,p, € devolve m[1,n]

MATRIX-CHAIN-ORDER (p,n)

02 para 1+ 1 até n faca

03 mli,i] < O

04 para [+ 2 até n faca

05 para 1< 1 até n—1+ 1 faca

06 je—it+l-—1

07 mli, j] + oo

08 para k < ¢ até 5 — 1 faca

09 q < mli, k] + D;_1PP; + mlk+1, 5]
10 se ¢ < m[i, j]

11 entao mli, j] < ¢q

12 devolva m[1,n]

Linhas 4—11: tratam das subcadeias A;:--A;
de comprimento [

Consumo de tempo: O(n3)
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Curioso verificar que consumo é Q(n3):

NOmero de execucoes da linha 9
(para cada 1, linha 9 é executada [ — 1 vezes)

1 execs linha 9
1,...,.n—1 (n—1)-1
1,..,.n—2 (n—-2)-2
1,.,n—3 (n—3)-3
1
1

2 2. (n—2)
1-(n—1)

total " h(n—h)

Para n > 6, Zz;ll h(n—h) =

n—1 n—1 ;92
nthlh’ - h=1 N

n%n(n —1) — %(n —1)n(2n — 1) (CLRS p.1060)

> %nz(n—l)—%Qn?’
> 3% -
H—

= lfn,3

12

Consumo de tempo é Q(n3)
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TAREFA 15

Exercicio 15.A [CLRS 15.2-1]
Encontre a maneira 6tima de fazer a multiplicacao iterada das
matrizes cujas dimensdes sao (5,10,3,12,5,50,6).

Exercicio 15.B [CLRS 15.2-5]
Mostre que sao necessarios exatamente n — 1 pares de parénteses
para especificar exatamente a ordem de multiplicacao de A;-A>--- A,,.

Exercicio 15.C [CLRS 15.3-2]

Desenhe a arvore de recursdo para o algoritmo MERGE-SORT
aplicado a um vetor de 16 elementos. Por que a técnica de
programacao dinamica nao é capaz de acelerar o algoritmo?

Exercicio 15.D [CLRS 15.3-5 expandido]

Considere o0 seguinte algoritmo para determinar a ordem de
multiplicacao de uma cadeia de matrizes A1, Ao,..., A, de dimensdes
Po,P1,---,Pn. Primeiro, escolha k que minimize px; depois, determine
recursivamente as ordens de multiplicacao de A;j,..., A, €
Ax+1,...,An. Esse algoritmo produz uma ordem que minimiza o
nimero total de multiplicacdes escalares? E se k for escolhido de
modo a maximizar p,? E se k for escolhido de modo a minimizar p;?

Exercicio 15.E
Prove que o0 nimero de execucdes da linha 09 em
MATRIX-CHAIN-ORDER é O(n3).

Exercicio 15.F [Subset-sum. CLRS 16.2-2 simplificado]
Escreva um algoritmo de programacao dinamica para o seguinte

problema: dados numeros inteiros nao-negativos wi,...,w, € W,
encontrar um subconjunto K de {1,...,n} que satisfaca
ZkeKwk < W e maximize ZkeKwk' (Imagine que wi,...,w, S30 0OS

tamanhos de arquivos digitais que vocé deseja armazenar em um
disquete de capacidade W.)
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Exercicio 15.G [Mochila 0-1. CLRS 16.2-2]

O problema da mochila 0-1 consiste no seguinte: dados numeros
inteiros nao-negativos vi,...,v,, wi,...,w, € W, queremos encontrar
um subconjunto K de {1,...,n} que

satisfaca ZkGKwk < W e maximize ZkeKvk'

(Imagine que w; € 0 peso e v; € o valor do objeto i.) Resolva o
problema usando programacao dinamica.

Exercicio 15.H [Particao equilibrada]

Seja S o conjunto das raizes raizes quadradas dos numeros
1,2,...,500. Escreva e teste um programa que determine uma
particao (A, B) de S tal que a soma dos nimeros em A seja tao
proxima quanto possivel da soma dos numeros em B. Seu algoritmo
resolve o problema? ou sé da uma solucao “aproximada’?

Uma vez calculados A e B, seu programa deve imprimir a diferenca
entre a soma de A e a soma de B e depois imprimir a lista dos
quadrados dos numeros em um dos conjuntos.
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