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Problema

O algoritmo de Dijkstra resolve o problema da
SPT:
Dado um vértice s de um digrafo com custos
ndo-negativos nos arcos, encontrar uma SPT
com raiz s
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dijkstra

Recebe digrafo G com custos ndo-negativos nos arcos
e um vértice s

Calcula uma arborescéncia de caminhos minimos com
raiz s.

A arborescéncia é armazenada no vetor parnt

As distancias em relacdo a s sdo armazenadas no
vetor cst

void
dijkstra(Digraph G, Vertex s,
Vertex parnt[], double cst[]);



Fila com prioridades

A funcdo dijkstra usa uma fila com prioridades
A fila é manipulada pelas seguintes funcdes:

>

PQinit(): inicializa uma fila de vértices em que
cada vértice v tem prioridade cst[v|

PQempty(): devolve 1 se a fila estiver vazia e 0
em caso contrario

PQinsert(v): insere o vértice v na fila

PQdelmin(): retira da fila um vértice de
prioridade minima.

PQdec(w): reorganiza a fila depois que o valor de
cst[w] foi decrementado.



dijkstra

#define INFINITO maxCST

void

dijkstra(Digraph G, Vertex s,
Vertex parnt[], double cstl[]);

{
1 Vertex v, w; link p;
2 for (v = 0; v < G=>V; v++) {
3 cst[v] = INFINITO;
4 parnt[v] = -1;
ks
5 PQinit (G- >V)'
6 cstls] =

7 parnt[s] =
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11
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dijkstra

PQinsert(s);
while ('PQempty()) {
v = PQdelmin();
for (p=G->adj[v];p!=NULL;p=p->next)
if (cstlw=p->w]==INFINITO) {
cst[w]=cst[v]+p->cst;
parnt [w]=v;
PQinsert(w);



16
17
18
19
20

dijkstra

else

if (cst[w]l>cst[v]+G->adj[v] [w])
cst[wl=cst[v]+G->adj[v] [w];
parnt[w] = v;
PQdec (w) ;

}



Conclusio

O consumo de tempo da fun¢do dijkstra é
O(V + A) mais o consumo de tempo de

1 execucao de
<V execucdes de
<V+1 execucBes de
<V execucdes de
<A execucdes de

PQinit e PQfree
PQinsert,
PQempty,
PQdelmin, e
PQdec.




Conclusao

O consumo de tempo da funcdo dijkstra é

O(V?).

Este consumo de tempo é 6timo para digrafos
densos.
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Mais algoritmo de Dijkstra
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Relacdes invariantes
S = vértices examinados

Q = vértices visitados = vértices na fila
U = vértices ainda n3o visitados

_

(i0) ndo existe arco v-w com v.em S e wem U

DA



Relacdes invariantes

(i1) paracadauem S, vemQewemU

cstfu] < cstfv] < cst|w]

o 5 = = E 9DAC¢



Relacdes invariantes

(i2) O vetor parnt restrito aos vértices de S e Q
determina um arborescéncia com raiz s

DA



Relacdes invariantes

(i3) Para arco v-w na arborescéncia vale que

cst[w] = cst[v] + custo do arco vw

DA



Relacdes invariantes

(i4) Para cada arco v-w com v ou w em S vale que

cst[w] — cst[v] < custo do arco vw

DA



Relacdes invariantes

(i5) Para cada vértice v em S vale que cst|v]
custo de um caminho minimo de s a v.

D
O

DA
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Outra implementac3o para digrafos densos
#define INFINITO maxCST

void
DIGRAPHsptD1 (Digraph G, Vertex s,
Vertex parnt[], double cst[]) {

1 Vertex w, w0, fr[maxV];

2 for (w=0; w<G->V; wt+) {
3 parnt[w] = -1;

4 cst[w] = INFINITO;

5 }

6 fr[s] =s;

7

cst[s] = 0;



8 while (1) {

9
10
11
12
13
14
15
16

17
18

double mincst = INFINITO;
for (w = 0; w < G->V; w++)
if (parnt[w]==-1 && mincst>cst[w])
mincst = cst[w0=w];
if (mincst == INFINITO) break;
parnt[w0] = fr[w0];
for (w = 0; w < G->V; w++)
if (cst[wl>cst [wO]+G->adj[wO] [w]) {

cst[w] = cst[w0]+G->adj[w0][w];
frlw] = w0;



Dijkstra para digrafos esparcos
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Representacdo de arvores em vetores

9 10

11

1
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Pais e filhos

A[l..m] & um vetor representando uma arvore.
Diremos que para qualquer indice ou né 1/,

» |i/2] & o paide /;
» 2/ é o filho esquerdo de ;
» 2/ + 1 é o filho direito.

Todo né i € raiz da subarvore formada por

Ali,2i,2i +1,4i,4i + 1,4/ +2,4i+3,8i,...,8/+7,..]



Min-heap

1

w2l . 0
2 3
18 20
4 5 6
31 28 22
8 9 10 11 12
40 35 30 48 29
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
12 [18]20]31]28 2223 40]35][30]48]29




Rotina basica de manipulacdo de max-heap

Recebe A[1..m] e i > 1 tais que subarvores com raiz
2/ e 2/ + 1 sdo min-heaps e rearranja A de modo que
subarvore com raiz / seja min-heap.



Rotina basica de manipulacdo de min-heap

1 nivel
50 o ___ o
2 3
18 200 ___._. 1
4 6 7
31 22 23(_,
8 9 10
40 35 30 [48| |29 o ______ 3
1 2 3 9 10 11 12
50 (18120 22123 35130 48|29




Rotina basica de manipulacdo de min-heap

1 nivel
8l . o
2 3
50 200 ___._. 1
4 6 7
31 22 23|_,
8 9 10
40 35 301 (48| |29 ____________ 3
1 2 3 9 10 11 12
18(50]20 22123 351304829




Rotina basica de manipulacdo de min-heap

1 nivel
18| . o
2 3
28 200 ___._. 1
4 6 7
31 22 23(_,
8 9 10
40 35 30 (48| |29 o _____ 3
1 2 3 9 10 11 12
18128]20 22123 35130 |48]29




Rotina basica de manipulacdo de min-heap

1 nivel
18| . o
2 3
28 200 ___._. 1
4 6 7
31 22 23(_,
8 9 10
40 35 50  [48| |29 @ ____________ 3
1 2 3 9 10 11 12
18128]20 22123 35150 | 48|29




Rotina basica de manipulacdo de min-heap

1 nivel
18| . o
2 3
28 200 ___._. 1
4 6 7
31 22 23(_,
8 9 10
40 35 50  [48 |29 _o___________ 3
1 2 3 9 10 11 12
18128]20 22123 35150 48|29




Implementac3o classica Min-Heap

O vetor gp € o "inverso" de pq:
para cada vértice v, qp[v] é o dnico indice
tal que pqlqp[v]] == v.

E claro que qp[pql[il]==i para todo i.
static Vertex pqmaxV+1];

static int N;
static int gp[maxV];



PQinit, PQempty, PQinsert

void PQinit(void) {
N=0;

}

int PQempty(void) {
return N == 0;

}

void PQinsert(Vertex v) {
qp[v] = ++N;
pa[N] = v;
fixUp(N);

}



PQdelmin e PQdec

Vertex PQdelmin(void) {
exch(1, N);
~-N:
fixDown(1l);
return pq[N+1];

}

void PQdec(Vertex w) {
£ixUp(qp[w]);

}



exch e f1xUp

static void exch(int i, int j) {
Vertex t;
t = pa[i]; pali] = pa[jl; pali] = t;
gp[pali]] = 1;
} aplpalil] = 3;
static void fixUp(int 1) {
while (i>1 && cst[pq[i/2]]>cst[pq[i]]){
exch(i/2, 1);
i=1/2;
}
}



fixDown

static void fixDown(int 1) {

int j;

while (2*1 <= N) {
j =2%i;
if (j< N && cst[pq[j]] > cst[pq[j+1]])

j++;

if (cst[pq[i]] <= cst[pq[j]]) break;
exch(i, j);
1=73;



Consumo de tempo Min-Heap

heap d-heap | fibonacci heap
PQinsert | O(lgV) | O(logp V) O(1)
PQdelmin | O(lgV) | O(logp V) O(lg V)
PQdec O(lgV) | O(logp V) O(1)
dijkstra || O(AlgV) | O(Alogp V) | O(A+ VigV)




Consumo de tempo Min-Heap

bucket heap radix heap
PQinsert O(1) O(lg(VC)R
PQdelmin |  O(C) O(lg(vc)
PQdec O(1) O(A + Vig(ve))
dijkstra || O(A+VC) | O(A+ Vig(vC))

C = maior custo de um arco.




Conclusao

O consumo de tempo da fun¢do dijkstra
implementada com um min-heap é O(AlgV).

Este consumo de tempo é 6timo para digrafos
esparsos.
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