Melhores momentos

AULA 19



Subarvores

Uma subarvore de um grafo G é qualquer arvore T
que seja subgrafo de G

Exemplo:




Subarvores

Uma subarvore de um grafo G é qualquer arvore T
que seja subgrafo de G

Exemplo: as aretas em vermelho formam uma
subarvore




Arvores geradoras

Uma arvore geradora (= spanning tree) de um
grafo é qualquer subarvore que contenha todos os

vértices

Exemplo:




Arvores geradoras

Uma arvore geradora (= spanning tree) de um
grafo é qualquer subarvore que contenha todos os
vértices

Exemplo: as aretas em vermelho formam uma arvore
geradora




Arvores geradoras

Somente grafos conexos tém arvores geradoras
Todo grafo conexo tem uma arvore geradora

Exemplo:




Algoritmos que calculam arvores geradoras

E facil calcular uma arvore geradora de um grafo
CONexo:

» a busca em profundidade e
» a busca em largura

fazem isso.

Qualquer das duas buscas calcula uma arborescéncia
que contém um dos arcos de cada aresta de uma
arvore geradora do grafo



Primeira propriedade da troca de arestas

Seja T uma arvore geradora de um grafo G
Para qualquer aresta e de G que n3o esteja em T,
T+e tem um Gnico ciclo n3o-trivial

Exemplo: T+e




Primeira propriedade da troca de arestas

Seja T uma arvore geradora de um grafo G
Para qualquer aresta t desse ciclo, T+e-t uma
arvore geradora

Exemplo: T+e-t




Segunda propriedade da troca de arestas

Seja T uma arvore geradora de um grafo G.

Para qualquer aresta t de T e qualquer aresta e que
atravesse o corte determinado por T-t, o grafo
T-t+4e é uma arvore geradora

Exemplo: T-t




Segunda propriedade da troca de arestas

Seja T uma arvore geradora de um grafo G.

Para qualquer aresta t de T e qualquer aresta e que
atravesse o corte determinado por T-t, o grafo
T-t+4e é uma arvore geradora

Exemplo: T-t+e
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Arvores geradoras de custo minimo
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Arvores geradoras minimas

Uma arvore geradora minima (= minimum
spanning tree), ou MST, de um grafo com custos nas
arestas é qualquer arvore geradora do grafo que
tenha custo minimo

Exemplo: um grafo com custos nas aretas




Arvores geradoras minimas

Uma arvore geradora minima (= minimum
spanning tree), ou MST, de um grafo com custos nas
arestas é qualquer arvore geradora do grafo que
tenha custo minimo

Exemplo: MST de custo 42




Problema MST
Problema: Encontrar uma MST de um grafo G com

custos nas arestas
O problema tem solucdo se e somente se o grafo G é

conexo

Exemplo: MST de custo 42




Propriedade dos ciclos

Condicdo de Otimalidade: Se T € uma MST entao
toda aresta e fora de T tem custo maximo dentre as
arestas do (nico ciclo ndo-trivial em T+e

Exemplo: MST de custo 42




Demonstracdo da reciproca

Seja T uma arvore geradora satisfazendo a condicédo
de otimalidade.

Vamos mostrar que T € uma MST.



Demonstracdo da reciproca

Seja T uma arvore geradora satisfazendo a condicédo
de otimalidade.

Vamos mostrar que T € uma MST.

Seja T* uma MST tal que o nimero de arestas
comuns entre T e T* seja maximo.

Se T = T* ndo hd o que demonstrar.

Suponha que T # T* e seja e* uma aresta de custo
minimo dentre as arestas que estdo em T* mas ndo
estao em T.

Seja e uma aresta qualquer que nao esta em T*
mas esta no Gnico ciclo em T+e*.



Continuacdo

Logo, custo(e) < custo(e®).

Seja £* uma aresta qualquer que ndo esta em T
mas esta no Gnico ciclo em T*+e.

Como T* é uma MST entdo custo(f*) < custo(e).
Se custo(f*) = custo(e), entdo T*—f*+e é uma
MST que contradiz a escolha de T*. Logo,
custo(f*) < custo(e).

Finalmente, concluimos que

custo(f*) < custo(e) < custo(e”)

0 que contradiz a nossa escolha de e*.
Portanto, T=T" e T é uma MST.



Propriedade dos cortes

Condicdo de Otimalidade: Se T € uma MST entao
cada aresta t de T é uma aresta minima dentre as
que atravessam o corte determinado por T-t

Exemplo: MST de custo 42




Algoritmo de Prim
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Problema MST
Problema: Encontrar uma MST de um grafo G com

custos nas arestas
O problema tem solucdo se e somente se o grafo G é

conexo

Exemplo: MST de custo 42




Propriedade dos cortes

Condicdo de Otimalidade: Se T € uma MST entao
cada aresta t de T é uma aresta minima dentre as
que atravessam o corte determinado por T-t

Exemplo: MST de custo 42




Simulacdo




Simulacdo




Simulacdo




Simulacdo




Simulacdo




Simulacdo




Simulacdo




Simulacdo




Simulacdo




Simulacdo




Simulacdo




Simulacdo




Simulacdo




Franja

A franja (= fringe) de uma subarvore ndo-geradora
T € o conjunto de todas as arestas que tém uma
ponta em T e outra ponta fora

Exemplo: As arestas em azul formam a franja de T




Algoritmo de Prim
O algoritmo de Prim é iterativo.
Cada iteracdo comeca com uma subarvore T de G.

No inicio da primeira iteracio T é um &arvore com
apenas 1 vértice.

Cada iteracdo consiste em:

Caso 1: franja de T é vazia
Devolva T e pare.

Caso 2: franja de T n3do é vazia
Seja e uma aresta de custo minimo na
franjade T
Comece nova iteracdo com T+e no papel
de T



Relacdo invariante chave

No inicio de cada iteracdo vale que
existe uma MST que contém as arestas em T.

Demonstracdo. Se a relacdo vale no inicio da dltima
iteracdo entdo é evidente que, se o grafo é conexo, o
algoritmo devolve uma MST.

Vamos mostrar que se a relacdo vale no inicio de uma
iteracdo que ndo seja a dltima, entdo ela vale no fim
da iteracdo com T+e no papel de T.

A relacdo invariante certamente vale no inicio da
primeira iteracao.



Demonstracdo

Considere o inicio de uma iteracdo qualquer que n3o
seja a Gltima.

Seja e a aresta escolhida pela iteracdo no caso 2.

Pela relacdo invariante existe uma MST T* que
contém T.

Se e estd em T*, entdo ndo ha o que demostrar.
Suponha, portanto, que e n3o esta em T*.

Seja e* uma aresta que estd no tnico ciclo em T*+e
que estd na franja de T.

Pela escolha de e temos que custo(e) < custo(e*).

Portanto, T*—e*+e é uma MST que contém T+e.
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