Melhores momentos

AULA PASSADA
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Problema do fluxo viavel de custo minim

~ Dada umarede (N, 4,u,b,c) com fungéo-capacidade v, |
funcdo-demanda b e funcao-custo ¢, encontrar um fluxo de
custo minimo que satisfaca b e respeite .

u(ig)/e(ig)
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Klein: é fluxo de custo minimo?

(i) /u(ig)/c(ij)

LCusto=3><2+1><2+0><1+3><3+1><1:18 J
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Klein: rede residual

o
(i) /(i)




Klein: ciclo negativo

o
(i) /(i)
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Klein: é fluxo de custo minimo?

(i) /u(ig)/c(ij)

LCusto=3><2+1><2+2><1+1><3+3><1:16 J
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Klein: rede residual

u(ig)/c(ij)
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Klein: ciclo negativo

u(ig)/c(ij)
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Klein: é fluxo de custo minimo?

(i) /u(ig)/c(ij)

LCusto:2><2+2><2+2><1+O><3+4><1:14 J
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Klien: rede residual

-
u(ig)/e(ig)
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Klein: potenciais

) -
Q u(ij)/c(if)
A
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Klein: rede e potenciais

- N

2 x(ij)/u(ij)/c(ij)
&5
q}\b;\q) <
0 @ 2/2/1 @ 5
2>
N
g
4

LCusto:2><2+2><2+2><1+O><3+4><1:14 J
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Custo minimo e ciclo negativo

. N

Se x é um fluxo viavel, entao vale uma e apenas
uma das afirmacoes:

® 1 é um fluxo viavel de custo minimo;

# existe um ciclo de custo negativo na rede
residual.

Se r» & um fluxo viavel, entao vale uma e apenas
uma das afirmacoes:

# existe uma “certa” funcao potencial y na rede
residual;

L #® existe um ciclo de custo negativo na rede J
. residual.
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Lema da dualidade

-

Se r & um fluxo viavel entao
cx > yb — wu.

para qualquer funcao-custo w > 0 e (¢ + w)-potencial .
Chamaremos tal par (y, w) de solucéo dual-viavel.

Consequéncia. Se = € um fluxo viavel tal que cx = yb — wu
para alguma funcao-custo w > 0 e algum (¢ + w)-potencial y
entao x € um fluxo étimo.

o |
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Demonstracao
yb = Zy(i)b(i) B
— iy@')(x@z’) — (i, 1))
_ Zy Zy
_ Zy = Zy
_ Z (ij)
< Z c(ig) +w(ig))x(ij)

=(c+w)r < cr+wu. J
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Folgas complementares (1)
~ Seja 2 um fluxo. -

Seja y um potencial.

Diremos que as folgas de = e y sao complementares se,
para cada arco 7,

x(ij) > 0= y(j) — y(i
x(ig) <u(ig) = y(j) — y(i

(G >
N——" N——"
IA 1V
o )
N N\
N, N,
ol .
N—" N——"

(¢)]

Fato. Se = € um fluxo viavel e suas folgas sao
complementares as de algum potencial y entao x é 6timo.

o |
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Folgas complementares (2)
~ Seja 2 um fluxo. -

Seja y um potencial.

Diremos que as folgas de = e y sao complementares se,
para cada arco 7,

Fato. Se = € um fluxo viavel e suas folgas sao
complementares as de algum potencial y entao x é 6timo.

o |
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Fluxo viavel de custo minimo

Problema do fluxo viavel de custo minimo:

Dados

<

X

9
9

uma matriz de incidéncias M de um grafo (N, A),
uma funcao-demanda b (N — Z)

uma funcao-custo ¢ (A — Z) e

uma funcao-capacidade v (A — Z.)

encontrar um vetor x indexado por A que

minimize CT

sob as restricoes Mx = b
x(ij) < wu(ij) paracadaijem A
r(ij) > 0 para cada ij em A.

o

|
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Problema dual

-

O correspondente problema dual é: encontrar vetores y
iIndexado por N e w indexado por A que

-

maximize yb — wu
sob as restricdes  y(j) — y(i) + w(ij)
w(ij)

c(ij) paraij € A,
0 paraij € A.

AVARAV,

o |
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Algoritmos

KLEIN: mantém um fluxo viavel e em cada iteragdo |
procura um ciclo negativo.

JEWEEL: mantem um fluxo que respeita « e tem custo
minimo (dentre as fluxos que respeita « e satisfazem ¢)
e em cada Iiteracao procura um caminho de incremento
de custo minimo.

COST-SCALING: mantem um fluxo viavel e uma funcéao
potencial que tém folgas c-complementares. Em cada
iteracao resolve um problema de fluxo usando o
algoritmo PREFLOW-PUSH..

MIN-MEAN-KLEIN: mantém um fluxo viavel e em cada
iteracao procura um ciclo (negativo) de custo medio
minimo.

|

Otimizagdo Combinatéria — p. 800



Consumos de tempo

~» KLEIN: mantém um fluxo que respeita v e satisfazbe |
em cada iteracao procura ciclos negativos.

Algoritmo consumo de tempo
KLEIN O(anU(J)
JEWEEL O(n3B)
COST-SCALING O(n mlg(nC))
MIN-MEAN-KLEIN | O(n?m?1gn)

Otimizagdo Combinatori

|
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AULA 23



Simplex para redes

AMO 11.1, 11.2,11.3, 11.5, 11.6



Estruturas arboreas

Uma estrutura arbérea num grafo (N, A) é uma tripartico |
T,L,U de Atal que (N,7T) € uma arvore.

T L.U

O >
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Estruturas arboreas e potenciais (1)

~ Suponha que 7', L, U é uma estrutura arbérea de (N, A, c). |

Dizemos que uma funcao potencial y € determinada por
T,cse, paracadaij emT,

y(7) —y(1) = cig) -




Estruturas arboreas e potenciais (1)

~ Suponha que 7', L, U é uma estrutura arbérea de (N, A, c). |

Dizemos que uma funcao potencial y € determinada por
T,cse, paracadaij emT,

y(7) —y(1) = cig) -

_1Q




Estruturas arbdreas e potenciais (2)

- Quantas fungBes potenciais determinadas por 7', ¢ o
existem? Em geral muitas! Essencialmente umal!

" Q)




Estruturas arboreas e fluxos (1)

- Suponha que = é um fluxo que respeita v. o
Uma estrutura arbérea 7', L, U esta associada ao fluxo = se

ije L = x(ij) =0

o o

ij €U = x(17) = u(ig)

Logo, todo arco ij tal que 0 < z(ij) < u(ij) estaem 7.

Nao e verdade que existe uma estrutura arbdrea associada
a qualquer fluxo que respita .

Um arco j tal que 0 < x(i7) < u(ij) € dito livre.

Um fluxo é aciclico se o conjunto de seus arcos livres &
aciclico.

o |
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Estruturas arboreas e fluxos (2)

- Eis um exemplo de uma estrutura arbérea 7', L, U o
associada a um fluxo z.

(1) /u(ij)




Estruturas arboreas e fluxos (3)

- Eis um exemplo de fluxo que ndo possui uma estrutura |
arborea associada.

(1) /u(ij)




Estruturas arboéreas e fluxos (4)

- Fato. Se z é um fluxo vidvel, entdo existe um fluxo viavel |
aciclico 2/ tal que ¢z’ < cz. A demonstracao € algoritmica.

FLUXO-ACICLICO (N, A, u, ¢, )
1 repita

Al —{ije A:0<z(iy) <u(ij)}
O «— PSEUDO-CICLO(N, A")
se O esta definido
se ¢(0) >0
entao O < “pseudo-ciclo reverso de O”
© «— BARATEIE-FLUXO(z, O, u)
até que O nao esteja definido

© CO~NOUIDWDN

devolva «

o |
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Barateie fluxo (esboco)

~ Recebe um fluxo = que respeita « e um pseudo-ciclo de |
custo nao-negativo O e devolve o fluxo = apos enviar “)
unidades de fluxo através de O”.

BARATEIE-FLUXO (z, O, u)
51 — min{x(ij) : ij é arco de O}
5y « min{u(ij) — x(ij) : ij é arco de O}
0 < min{dy, 02}
para cada arco ij em O faca
seije O
entdo x(ij) «— x(ij) + 9
senéo (i) « x(ij) — o

devolva z J
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Simulacao

Lcusto = 96 J
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Simulacao




Simulacao
—

| custo = 94 |
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Estrutura arborea e fluxos aciclicos

~ Recebe uma rede (N, 4,u) e um fluxo aciclico = e devolve |
uma estrutura arborea associada a z.

ESTRUTURA-ARBOREA (N, A, u,b, ¢, 7)

T —{ij:0<z(ij) <u(ij)}
para cada ;5 em A faca
se (N, TuU{ij)} e aciclico
entdo T« T U {ij}
L—{ij&T:x(ij) =0}
U—{ij &7 :x(iy) = ulij)}
devolva 7', L.U

~N O O AOWDN PR
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Conclusoes

- N

Existe uma estrutura arborea associada a um fluxo
se e somente se o fluxo é aciclico.

Toda rede que admite um fluxo viavel, admite um
fluxo viavel aciclico de custo minimo.

Assim, podemos nos restringir a procurar fluxos viaveis
aciclicos de custo minimo.

o |
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Custo minimo e ciclo negativo

Se = é um fluxo viavel, entao vale uma e apenas
uma das afirmacoes:

® 1 é um fluxo viavel de custo minimo;

# existe um ciclo de custo negativo na rede
residual.

Se = € um fluxo viavel, entdo vale uma e apenas
uma das afirmacoes:

# existe uma “certa” funcao potencial y na rede
residual;

#® existe um ciclo de custo negativo na rede J
residual.
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Folgas complementares (1)
-

Seja = um fluxo viavel.

-

Seja y uma funcao potencial.
As folgas de = e y sdo complementares se
(1) < c(ij) = x(15) =0 e

y(J) —y
—y(1) > clig) = x(ij) = u(ij) .

y(J)

Fato. Se as folgas de = e y sdo complementares entao = €
um fluxo viavel de custo minimo (é y é alguma-coisa
maximo).

o |
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Folgas complementares (2)

- Equivalentemente: o

Seja = um fluxo viavel.
Seja y uma funcao potencial.

As folgas de = e y sdo complementares se

x(ij) =0 = y(J) —y(7) < c(ig)
0 <a(ij) <u(ig) = y(j)—y(i)=c(ij) e
x(1j) = u(zg) = y(J) —y(i) = c(ij) .

Fato. Se as folgas de = e y sdo complementares entao = €
um fluxo viavel de custo minimo (é y é alguma-coisa

Lméximo). J
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Estruturas arboreas e potencias 0timos

~ Seja (N, 4,u,b,c) uma rede com fungéo capacidade ... |
r = fluxo viavel
T, L,U = estrutura arborea associada a «
Dizemos que uma funcao potencial y determinada por 7', ¢
é Otima se
iyemL = y(j) —y(i)
yemU = y(j) —y(i)

Fato. Se = € um fluxo viavel e y € uma funcao potencial
Otima entédo x» € um fluxo viavel de custo minimo.

o |
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B 3 g w(i)ulif) ) e(ij)
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Estruturas arboreas e potencias 0timos

. N

Suponha que = € uma fluxo viavel e seja 7', L, U uma
estrutura arborea associada a x. Se a funcao poten-
cial y determinada por ¢, 7" € 6tima, entao o para x, y
tem folgas complementares e, portanto, = € um fluxo
viavel de custo minimo.

Estratégia do simplex para redes: procurar uma estrutura
arbdrea associada am fluxo viavel « tal que a funcéo
potencial y determinada por 7' e ¢ seja otima.

o |
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Fluxo viavel aciclico
B 3 g w(i)ulif) ) e(ij)
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Estrutura arborea (1)
q T/L/U o




Rede residual (1)
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Fluxo viavel (2)
S (i) Ju(ig)/e(if)




Estrutura arborea (2)
S (i) Ju(ig)/e(if)
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Rede residual (2)

0/5

V==

)
= AR -
Y 1/—4 -
QEESG

— )
2/4
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Fluxo viavel (3)
S (i) Ju(ig)/e(if)
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Estrutura 6tima
3 2(ig) fuli)/e(ij)
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Simplex para redes (esboco)

O esbogo supde que a rede dada possui um fluxo viavel. |

NETWORK-SIMPLEX (N, A, u, b, c)
1 2+« FLUXO-VIAVEL (N, A,u,b)
r « FLUXO-ACICLICO (N, A, ¢, x)
(T,L,U) «— ESTRUTURA-ARBOREA (N, A, u, )
y «+ POTENCIAL-ARBOREO (7', c)
enguanto existe ;7 em L U U “insatisfeito” faca

O « ciclo negativo determinado por 7' U {ij}
v +— BARATEIE-FLUXO (z, O, u)

(T, L,U) « PIVOTAGAO (ij,=,0,T,L,U)
y +— POTENCIAL-ARBOREO (7, ¢)

Llo devolva » ey J
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Pivotacao (esboco)

 PIVOTACAO (ij,z,0,T,L,U) o
1 Op«—{ijeO:x(ij) =0}
Oy « {ij € O : 2(ij) = u(ij)}
pg <— umarcoem Oy U Oy

se ij estaem L
entao L «— L — {Z]}
senao U «— U —{ij}
T — (T —A{pa}t) +{ij}
se pg estaem Oy,
entdo L «— LU {pq}
sendo U «— U U {pq}
devolva 7', L,U

© 00 N O O &~ WD

o
O

|
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-

seguintes

Invariantes

-

No inicio de cada iteracao do bloco de linhas 6-9 valem as

Invariantes:

(1I0) 2 é um fluxo viavel,

(i1) T, L, U e uma estrutura arbOrea associada a z;

(12) y € uma funcao potencial determinada por 7', c.

Dessas re
algoritmo

acoes invariantes tem-se que quando o
para y € uma funcao potencial otima determinada

por7. ce
minimo.

portanto » € um fluxo viavel (aciclico) de custo
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Fluxo viavel aciclico
B 3 g w(i)ulif) ) e(ij)




Estrutura arborea (1)

. T/LJU




Rede residual (1)

0/5

oO&=—0




Fluxo viavel (2)
S (i) Ju(ig)/e(if)




Estrutura arborea (2)
S (i) Ju(ig)/e(if)




Estrutura degenerada

- Dizemos que uma estrutura arborea é degenerada se o
x(ij) = 0ou x(i7) = u(ij) para algum arco ij em 7.
3 T/L/U




Estruturas arboreas fortes

~ Se o algoritmo NETWORK-SIMPLEX n&o realiza iteragdes |
degeneradas entao o numero de iteracoes € < mCU.

E possivel forcar a convergéncia do algoritmo se
trabalharmos com “estruturas arboreas fortes”.

Uma estrutura arborea 7', L, U associada a um fluxo = é
forte em relacao a um certo no r (raiz) se

# todo arco iy em 7 tal que x(ij) = 0 aponta em direcao a
r e

# todo arco iy em 7 tal que z(ij) = u(zj) aponta na
direcao oposta a r.

Em outras palavras: existe um pseudo-caminho de
iIncremento em 7' de qualquer no a r.
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Estrutura arborea forte
B 5 3 w(i)ulif) ) e(ij)




Regra de Cunningham

Dada uma estrutura 7, L, U/ € um arco ij que ndo estaem |
T, existe um unico ciclo O em 7"U {i5}. O apice de O € 0 no

de O mais perto de r.

Eis a regra de escolha do arco pg que saira de 7.

percorra O a partir do seu apice na direcao ij, se ij
esta em L, ou na direcao ji, se ij estaem U, e seja
pq 0 Ultimo arco tal que x(pqg) = 0 ou z(pq) = u(pq).

o |
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Estrutura arborea forte
B 5 3 w(i)ulif) ) e(ij)




Estrutura arborea forte
B 5 3 w(i)ulif) ) e(ij)




Estrutura arborea forte
B 5 3 w(i)ulif) ) e(ij)




Convergéncia (1)

o N

Fato. Utilizando a regra de Cunningham o numero de
iteracOes degeneradas consecutivas € < 2n(C.

Demonstracao (esboc¢o). Podemos manter y(r) = 0 durante
a execucao do algoritmo.

Considere a guantidade

O = (y(i):i € N)

No inicio de cada iteracao —nC' < ® < n(C.

Em uma iteracao degenerada o potencial de nenhum no
diminui.

Em uma iteracao degenerada o potencial de pelo menos

Lum nd aumenta. J

Otimizagdo Combinatéria — p. 844



Convergéncia (2)
=

Assim, apos cada iteracao degenerada o valor de ¢ T
aumenta de pelo menos 1.

Portanto, o numero de iteracOes degeneradas consecutivas
e < 2nC.

Em outras palavras, apos de ndo mais que 2nC' iteracoes
degeneradas deve ocorrer um iteracao nao-degenerada.

o |
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Conclusao

O numero de iteracdes do algoritmo
NETWORK-SIMPLEX é O(nmUC?).

|
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