Melhores momentos

AULA PASSADA
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Fluxos

~ Uma fluxo € uma fungéo de Aem Z .. o
()
A ) ‘s A
S 5 = 3
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Excesso

 Sez éumfluxo e T é uma parte de N entéo o

o(T,T) = (x(if) - ij € (T,T))

Exemplo: 2(T,T) =2+ 3+ 5= 10

|
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Excesso

O excesso ou aclimulo de  em T ¢ a diferenga entre o que |
entraem 7 e o que saide T

(T, T) — (T, T)

Exemplo: o(T,T) — (T, T) =10 — 8 = 2

Otimizagdo Combinatéria — p. 393



Fluxo entre dois nos

~ Um fluxo de s a t é qualquer fluxo « tal que

(4, ) —(j,j) =0

paratodo jem N — {s,t} e x(t,t) — x(t,t)

> 0
) — @
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Valor de um st-fluxo
fo valor de um st-fluxo = é T

val(x) := x(t,t) — x(t,t).

Exemplo: val(z) =3+3+4—-0=10
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st-fluxos elementares

~ Se P é um st-caminho e  é um inteiro ndo-negativo entdo |

(i) o Se P passa por ij
aw = P
7 0 em caso contrario,

é a st-fluxo elementar definida por P e «.

3”\@<
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Decomposicao det-fluxos

Se r € uma st-fluxo entdo existe um colecéo de T
st-caminhos P, |P| <m, e A : P — Z. tais que 0 st-fluxo

/(i) ==Y (MP): P P e P passaporij)

para cada arco ij ‘representa’ z: =/ < z e val(z’) = val(x).
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Fluxo maximo

PF11.1,11.2,11.3
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Capacidades

~ Uma fung&o-capacidade em uma grafo (N, 4) é qualquer |
funcao de Aem Z..:

u:A—7- .
0
& YA
S o = 5
G
4 N




Capacidades

~ Uma fung&o » de A em Z. respeita u de z < u: o
x(ig) < ulig),
para cada arco ij.

v(i7)/ulig)
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Problema

- Problema do fluxo méaximo: Dados nés s e t de umarede |
(N, A, u) com fungao-capacidade u, encontrar um st-fluxo
gue repeite « e tenha valor maximo.

=(1)
K

(1) /u(ij)

3/5

ho
| |

Otimizagdo Combinatéria — p. 402




Fluxo maximo (problema primal)

- Podemos supor que a rede (N, A, u) possui um arco ts de |
capacidade +oo. (Exercicio 11.1)

O problema do fluxo maximo é equivalente ao seguinte
programa linear, que chamamos de primal: encontrar um
vetor » indexado por A que

maximize x(ts)
sob as restricbes x(j,7) — (4, 7)

= 0 para cada j € N,
r(ij) < wu(ij) paracadaij € A,
r(ij) > 0 para cada ij € A.

o |
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Problema dual

-

O correspondente problema dual é: encontrar vetores y
iIndexado por N e z indexado por A que

-

minimize wuz
sob as restricées y(s) — y(t) + z(ts)
y(7) —y(@) + 2(1j)

1,
0 paraij e A—{ts}
0 paracadaij € A.

53
S
VIV IV

Note que se ¢/, 2’ é solucdo do problema acima entao

7 (ts) = 0.

o |
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Gargalo

fA capacidade de um corte V(T,7T) é o niUmero T
u(T,T) = (u(ij) :ij € V(T,T))

Exemplo: capacidade de V(T,T)é 3+ 7+ 9+ 5 = 24




Lema da dualidade

fSe x € um st-fluxo que respeita v e V(7,T) é um st-corte T
entao

val(z) < u(T,T).

Exemplo: val(z) = 10 < 24 = (T, T).




Consequéncia

fSe r € um st-fluxo que respeita v e V(7,7 é um st-corte T
tais que
val(z) = u(T,T)
entdo = é um st-fluxo de valor maximo e V(7',T) € um
st-corte de capacidade minima.

v(i7)/ulig)

(1)
i

3/5

N u 0 .
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Consequéncia

fSe x € um st-fluxo que respeita v e V(7,T) é um st-corte T
tais que
val(z) = u(T,T)

entdo = é um st-fluxo de valor maximo e V(7',T) € um
st-corte de capacidade minima.
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r @ maximo?




E agora? » € maximo?




Onde mudou?




Pseudo-caminho

- Um pseudo-caminho é uma segiiéncia o
<i07 ai, ila e eey Qg Zq>
em que i, ..., %, SA0 nos distintos e a;, = i;_1i; OU
Al =— ikik—l-
<— = —

P =arcos inversos P =arcos diretos

¥

-O———=0——0

o c e |
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Pseudo-caminho de incremento

~ Um pseudo-caminho P é de incremento se o
.
x(1j) < wu(ij) paracadaijem P
(1) > 0 para cada ij em P

&

P =arcos Inversos

—

P =arcos diretos

L\




Lema do Incremento

~ Se z € um st-fluxo e P é um pseudo-caminho de o
iIncremento de s a ¢, entdo = nao é um fluxo maximo.

Rascunho da demonstracao: Seja o o maior valor tal que

0 < wu(igj)—ax(iy) paracadaij e P
o < x(ij) para cada ij € P.
E evidente que ¢ > 0. Seja 2/ 0 st-fluxo
[ 2(ij)+0 seije P
2'(if) =< x(ij) -0 seij€ P
| 2(i7) em qualguer outro caso.

LTemos que val(z’) = val(z) + 0. J
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E agora? » € maximo?




E agora? » € maximo?




E agora? » € maximo?




Lema do certificado

~ Se z é um st-fluxo e ndo existe um pseudo-caminho de |
incremento de s a t, entdo existe um st-corte V(7,7 tal
que

val(z) = u(T,T).

Rascunho da demonstracao: Seja S o conjunto de nos gue
sao terminos de algum pseudo-caminho de incremento que

comecaemsesejal = 5.
Da definicdo segue que «(T,T) = u(T,T) e 2(T,T) = 0.
Logo,

val(x) = z(t,t) — x(t,t)

\— =
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Consequéncia

- Para quaisquer dois n6s s e ¢ em uma rede (N, A, u) com
funcao-capacidade u, existe um st-fluxo = que respeita « tal
que

val(z) = u(T,T)
para algum st-corte V(7,T).
Rascunho de demonstracao:

Seja = um st-fluxo de valor maximo.

Pelo lema do incremento nao existe um pseudo-caminho
de incremente de s a .

Pelo lema do certificado existe um st-corte V(7,7 tal que
val(z) = u(T,T).

o |
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Teorema do fluxo maximo e corte minim

L N

O teorema fol demonstrado por Ford e Fulkerson e,
iIndependentemente, por Kotzig.

Para quaisquer dois nés s e t em uma rede (N, A, u)
com funcao-capacidade « tem-se que

max{val(x) : x é st-fluxo} = min{u(T,T) : T € st-corte},
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