AULA 12



Emparelhamentos de peso maximo

- N



Emparelhamentos

~ Um emparelhamento em um grafo (ndo-orientado) é um |
conjunto de arestas que duas-a-duas nao tem ponta em
comum.

Exemplo: {b,d} e {c, e} formam um emparelhamento

VRN

|
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Peso de arestas

 Seja G = (N, E) um grafo (ndo-orientado) e w : £ — Z uma |
funcéo-peso. O peso de um conjunto de arestas M é

w(M) = Z w(e) .

ec M

Exemplo: Peso das arestas vermelhas é 2




Problema

Problema do emparelhamento de peso maximo: Dado umaT
grafo bipartido G = (N, E£) e uma funcao-peso w : £ — Z,
encontrar um emparelhamento de peso maximo.

o |
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Caminhos aumentadores

~ Seja M um emparelhamento em um grafo G. o
Um caminho (vg, vy, ve,...,v:) € M-aumentador se

® (e impar e vg,v1,...,v; Sa0 distintos;
® V1V9,V3V4,...,Vt—2Vt_1 entao em M
#® vp € v1 hao sao pontas de arestas em /.

Exemplo: (a,b,c,d, e, f) € um caminho )M -aumentador

O —O—O—O—0O

Se P & um caminho M-aumentador, entdo M/’ = M & P é
Lum emparelhamento tal que |M'| = |[M]| 4+ 1 J
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Metodo hungaro

- Desenvolvido por H.W. Kuhn [1955], usando trabalho de |
Egervary [1931].

Um emparelhamento )/ & extremo se tem peso maximo
dentre os emparelhamentos com |/ | arestas.

O método hungaro encontra, iterativamente,

emparelhamentos extremos Mg, M1, Mo, ... tals
que [M| =k

e devolve o emparelhamento de peso maximo entre
Mo, My, Mo, ...

o |
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lteracao

~ Suponha que M/ é um emparelhamento extremo. o
Defina uma funcao-custo ¢ : £ — Z da seguinte maneira:
cle) :==w(e) seee M
cle) . =—w(e) seeg& M

Vale que

Se P & um caminho M-aumentador de custo
minimo, entdo M’ := M @ P é um emparelhamento
extremo.

o |
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Demonstracao

fConsidere qualquer emparelhamento N com |M| + 1 T
arestas.

Como |N| > |M]|, entao M U N contém um componente
gue é um caminho M -aumentador.
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Demonstracao

Como P é um caminho M -aumentador de custo minimo T
temos que ¢(Q) > ¢(P).

Como N & (Q € um emparelhamento com || arestas e M é
extremo, temos que

Portanto,



Caminho aumentador minimo
fRecebe uma grafo bipartido (N, £) com biparticao (U, V), T
uma funcao-custo ¢ : £ — Z e um emparelhamento M e

Devolve um caminho M -aumentador P de custo minimo, se
um tal caminho existe.

Oriente cada aresta uw do grafo, comuwem U e w em |V da
seguinte maneira:

# se ww esta em M oriente a aresta de w para u,
# se uw NAo esta em ) oriente a aresta de « para w.

Seja (N, A) o grafo (orientado) resultante.

o |
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Caminho aumentador minimo

-

Seja U’ os n6és em U gque nao sao pontas em .

-

Seja I os n6s em 11/ que nao sao pontas em M.

A todo caminho M-aumentador em (N, £/) corresponde um
caminho em (N, A) com ponta inicial em U’ e ponta final em
W' de mesmo custo e vice-versa.

O algoritmo devolve um caminho A/ -aumentador P que

corresponde a um caminho de custo minimo de U’ a I// na
rede (N, A, c).

o |
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Caminhos de custo minimo

- Fato. Se )M é extremo, entdo a rede auxiliar (N, 4, c) o
contruida em cada iteracao nao possui ciclos negativos.

Demonstracao: Suponha que O € um circuito tal que

c(0) < 0.

Podemos supor O = (ug, wy, uq, ..., ws, uy) COM ug = g,
U, ..., ur €emuU e wy,...,ws €m .

Assim, as aresta wjyu, ..., wyu; €stao em M e as arestas
upwi, . . ., U—1w¢ NAO estao em M.

Logo, M’ = M & O € um emparelhamento com |)/| arestas
tal que
w(M') = w(M) = c(0) > w(M),

contrariando o fato de que M é extremo.

o |
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Consumo de tempo

-

O consumo de tempo de cada iteracdo é o consumo de T

tempo de um algoritmo para o problema do caminho
minimo em redes com custos negativos, mas sem ciclos
negativos. O algoritmo FORD-BELLMAN faz o servico.

Assim, temos a seguinte conclusao:

O consumo de tempo do algoritmo descrito para
encontrar um emparelhamento de peso maximo em

um grafo bipartido é O(n(nm)) = O(n?m).

o |
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Aplicacao: optimal assignment

- Suponha que temos n tarefas que devem ser executadas |
em m maquinas. Além disso, seja ¢(ij) 0 custo de executar
a tarefa j na maquina i. Deseja-se executar as tarefas com
custo total minimo (suponha m > n).

Este problema pode ser resolvido atravées do método
hdngaro para encontrar um emparelhamento de peso
maximo:

# construa um grafo bipartido completo em que os nos de

uma parte correspondam as tarefas e os da outra as
maquinas;

® seja C' :=max{c(ij) : 1 € maquina e j é tarefa};
# defina o0 peso w(ij) da aresta ij como I — ¢(ij).

Assim, um emparelhamento de peso maximo corresponde
a uma atribuicao otima de maquinas as tarefas.
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Exerciclos

errcicio 12.A —‘
Mostre como utilizando o método hungaro pode-se obter um emparelhamento perfeito de
peso minimo de um grafo bipartido. Um emparelhamento )M é perfeito se cada no do grafo
€ ponta de uma aresta em M.

Exercicio 12.B

Seja A = (A1, Aa, ..., Ay) uma familia de subconjuntos de um conjunto finito X. Um
subconjunto Y de X é chamado de uma transversal ou de um sistema de representantes
distintos (SRD) de A se existe uma bije¢édo 7 : {1,2,...,n} — Y tal que 7(:) estaem A;
paracada: =1,...,n.

Dados um familia A e uma fungéo-peso w : X — Z, mostre como através do método
hangaro pode-se obter um SRD de peso minimo.

o |
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