Melhores momentos

AULA 3



O-potenciais

I—Um 0-potencial é qualquer funcao y de N em {0,1} (Z) tal T

que
y(j) —y(z) <0 paratodo arco ij.




Propriedade de(-potenciais

Se y € um 0-potencial e existe um passeio de s a ¢t entao T




Condicao de inexisténcia de caminho

Para mostrar que nao existe um caminho de s a ¢t basta T
exibir um 0-potencial tal que

y(t) —y(s) > 0.
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Busca genérico

Recebe dois nds s e t de um grafo (N, A) e devolve um
caminho de s a t ou um 0-potencial y tal que y(t) — y(s) > 0.

BUSCA-GENERICO (N, A, s, )
para cada : em N faca
y() — 1
7(7) < NIL
y(s) <0
enquanto y(j) > y(2) para algum 5 € A faca
y(Jj) — y()
m(J)
se y(t) =0
entao devolva o st-caminho no grafo (N, A;)
senao devolva vy
.
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—1-potenciais
I—Um —1-potencial & qualguer funcéo y de N em Z tal que T

y(7) —y(i) < —1 paratodo arco ij.




Propriedade de—1-potenciais

Se y € um —1-potencial e P € passeio de s a t entao T

y(t) —y(s) < —|P].
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Condicao de inexistéencia de ciclo

Para mostrar que nao existe um ciclo basta exibir um T
—1-potencial.

1

2
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DAG geneérico

Recebe um grafo (N, A) e devolve uma ciclo ou um T
—1-potencial.

DAG-GENERICO (N, A)

para cada : em N faca
y(i) —n+1 >n+1faz o papel de o
(1) «— NIL

enquanto y(j) > y(:)—1 para algum ij € A faca
y(j) — y(i)—1
m(j) 1
se y(j) <0
entao devolva j; e pare
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devolva y

B
|
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AULA 4



Caminhos e matrizes de incidéncias

- N



Grafo

-

Eis um grafo e um caminho de s a .
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Matrizes de incidéncias

IS a matriz de incidéncias )/ do grafo.
Onde esta o caminho (s, u,w, z,t)?

SU

SU

SWw uw uz YW

vt

wt wz

21

—1

—1

—1

+1

+1

+1

+1

+1

+1

+1

+1

+1

+1

A

|
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Matrizes de incidéncias

erranjel as linhas e colunas de 1.
Que “cara” tem a “submatriz do caminho” (s, u,w, z,t)?

wt A

su uww wz 2t Ssv sw uz vw vt
—1 —1 ] -1
+1] —1 —1
+1] —1 +1 +1 —1
+1 | —1 +1
+1 +1 | +1
+1 —1| -1

-

|
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Caminhos e submatrizes

ubmatrizes associadas a caminhos tém estrutura T
semelhante a da seguinte.

su uww wz zt A

s | —1

ul|+1| —1

w +1 | —1

Z +1 | —1

t +1

N/

LNote gue as colunas sao linearmente independentes. J
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Conclusao

-

O problema da busca é equivalente ao abaixo.

Problema. Dada a matriz de incidéncias M/ de um
grafo (N, A) e o vetor de incidéncia b de um par
(s,t), encontrar um vetor x indexado por A tal que

® Mzx=0be
® zrlij] € {0,1} paratodo ij € A.

o |
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Conclusao

- N

Da correcao do algoritmo BUSCA-GENERICO temos o
seqguinte.

Para quaisquer matriz de incidéncias M e vetor de
iIncidéncia b de um par (s,t), vale uma e apenas
umas das seguintes afirmacoes:

# existe um vetor = com elementos em {0, 1} tal
que Mx =10

® existe um vetor y tal que yM < 0 e yb > 0.

Nos algoritmos BUSCA-GENERICO e BUSCA o vetor = é
Lrepresentado pela funcao-predecessor . J

Otimizagdo Combinatéria — p. 118



Ja vi este filme

-

O fato a seqguir pode ser demonstrado atraves da correcao
do algoritmo de Gauss-Jordan.

-

Para quaisquer matriz A e vetor b, vale uma e
apenas umas das seguintes afirmacoes:

#® existe um vetor x tal que Az =0
#® existe um vetor y tal que yA =0e yb # 0.

o |
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Geometricamente
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Soma de subconjuntosgubset-sum)

fProbIema: Dados inteiros ndo-negativos ay, as, . . ., an, b, T
encontrar uma solucao de

a1xr1 + asxro + -+ + anry, = b
tal que =; = 0 ou z; = 1 para todo ..
Exemplo:
100x1 4+ 3029 4+ 9023 + 3524 + 4025 + 3026 + 1027 = 160

tem uma solucao 0-17?

o |
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Soma de subconjuntosgubset-sum)

fProbIema: Dados inteiros ndo-negativos ay, as, . . ., an, b, T
encontrar uma solucéao de

a1xr1 + asxro + -+ + anry, = b
tal que =; = 0 ou z; = 1 para todo ..
Exemplo:

100x1 + 3029 + 9023 4+ 3524 + 4025 + 3026 + 1027 = 160
tem uma solucao 0-17?

Sim! v1 =19 =2¢=1€ 13 =24 = 5 = 27 = 0 € solucao.

o |
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Soma de subconjuntossubset-sum)

fProbIema: Dados inteiros ndo-negativos ay, as, . . ., an, b, T
encontrar uma solucéao de

a1xr1 + asxro + -+ + anry, = b
tal que =; = 0 ou z; = 1 para todo ..
Exemplo:
10021 4+ 3029 + 9023 + 3524 + 4025 + 3026 + 1027 = 160
tem uma solucao 0-17?

Sim! v1 =19 =2¢=1€ 13 =24 = 5 = 27 = 0 € solucao.

Este problema e NP-dificil.
LExiste algoritmo “pseudo-polinomial” (prog. dinamica). J
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Ciclos e matrizes de incidéncias

- N



Grafo

-

Eis um grafo e um ciclo.
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Matrizes de incidéncias

IS a matrize de incidéncias M do grafo.
Onde esta o ciclo (v, w, z,t,v)?

SU

SU

SWw uw u<s YW

LU

wt wz

21

—1

—1

—1

+1

+1

+1

+1

+1

+1

+1

+1

+1

+1

A

|
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Matrizes de incidéncias

erranjel as linhas e colunas de 1.
Que “cara” tem a “submatriz do ciclo” (v, w, z,t,v)?

wt A

vw wz 2t tv Sv  Su SW UW Uz
—1 +1 |41
+1 ] —1 +1 | +1 —1
+1] —1 +1
+1 ] —1 +1
—1|—-1|—-1
+1 —1|—1

-

|
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Ciclos e submatrizes

Submatrizes associadas a ciclos tém estrutura semelhante
a da seguinte.

vw wz ozt tv A’

v| —1 +1
w | +1]—1

z +1] —1

t +1 ] —1
N

Note que as colunas sao linearmente dependentes.

o |
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Conclusao

-

O problema do ciclo é equivalente ao abaixo.

Problema. Dada a matriz de incidéncias )/ de um
grafo (\V, A), encontrar um vetor nao-nulo x
iIndexado por A tal que

® Mr=0e
® 1)ij| € {0,1} paratodo 5 € A.

o |

Otimizagdo Combinatéria — p. 127



Conclusao

- N

Da correcao do algoritmo DAG-GENERICO temos o
seqguinte.

Para qualguer matriz de incidéncia 1/, vale uma e
apenas umas das seguintes afirmacoes:

® existe um vetor nao-nulo  com elementos em
{0,1} tal que Mz =0

# existe um vetor y tal que yM < —1.

Nos algoritmos DAG-GENERICO e DAG o vetor x é
representado pela funcao-predecessor 7.

. |
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Ciclos nao orientados e submatrizes

ubmatrizes associadas a ciclos nao-orientados tém T
estrutura semelhante a da seguinte.

Note que as colunas sao linearmente dependentes.

su uz wz wt tv sv A
s| —1 —1
w|+1|—1
2 +1 |41
w —1| —1
t +1 | —1
v +1 ] +1

N/

|
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Conclusao

- N

Suponha que M € a matriz de incidéncias de um
grafo (N, A) e que A’ é uma parte de A. As colunas
da submatriz M/ [N, A’'] s&o linearmente
iIndependentes se e somente se o grafo (/V, A') ndo
possui ciclos nao-orientados.

o |
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Bases

Uma base de uma matriz € qualquer submatriz formada porT
um conjunto maximal de colunas linearmente
iIndependentes.

Bases tém uma papel importante no método Simplex de
programacao linear.

Suponha que M € a matriz de incidéncias de um
grafo (N, A) e que A’ é uma parte de A. A
submatriz M [N, A’] € uma base de )/ se e somente
se e somente se o grafo (N, A’) € uma “floresta
geradora’.

Floresta geradora = subgrafo maximal sem ciclos

Lnéio-orientados. J
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Caminhos de comprimento minimo

- N

PF 5.1, 5.2, 5.3



Problema

roblema do caminho mais curto: Dados nés s e ¢t de um
grafo (N, A), encontrar um caminho de s a t que tenha
comprimento minimo.

o |

Otimizagdo Combinatéria — p. 133



Problema

roblema do caminho mais curto: Dados nés s e ¢t de um
grafo (N, A), encontrar um caminho de s a t que tenha
comprimento minimo.

Entra:

o |
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Problema

roblema do caminho mais curto: Dados nés s e ¢t de um
grafo (N, A), encontrar um caminho de s a t que tenha
comprimento minimo.

Sai:

o |
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Condicao de inexisténcia

-

Como e possivel provar que um dado caminho de s a ¢t tem
comprimento minimo?

-
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Condicao de inexisténcia

-

Como e possivel provar que um dado caminho de s a ¢t tem
comprimento minimo?

-

Entra:
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Condicao de inexisténcia

-

Como e possivel provar que um dado caminho de s a ¢t tem
comprimento minimo?

-

Sal. um “certo potencial”




1-potencial
Um 1-potencial é qualquer funcéo y de N em Z tal que T

y(j) —y(1) <1 paratodo arco ij.

Otimizagdo Combinatéria — p. 135



1-potencial
Um 1-potencial é qualquer funcao y de NV em Z tal que T

y(j) —y(i) <1 paratodo arco ij.

Exemplo 1: 1-potencial constante (sem graca...)
—2
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1-potencial
Um 1-potencial é qualquer funcao y de NV em Z tal que T

y(j) —y(i) <1 paratodo arco ij.

Exemplo 2: um 1-potencial menos “bobo”

Otimizagdo Combinatéria — p. 135



Propriedade del-Potenciais

|—(Lema da dualidade.) Se P é um passeiode sate y € um T
1-potencial entao

1P| > y(t) —y(s).
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Propriedade del-Potenciais

Para mostrar que nao existe um caminho de s at de
comprimento < A\ basta exibir um 1-potencial tal que




Consequéncia
|—Se P é um caminho de s at e y € um 1-potencial tais que T
1Pl =y(t) —y(s),

entao /° € uma caminho minimo e y € um 1-potencial tal
que o valor de y(t) — y(s) € maximo.
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Algoritmo genérico

Recebe dois nds s e t de um grafo (N, A) e devolve um T
st-caminho P e um 1-potencial y tais que |P| = y(t) — y(s).

CAMINHO-CURTO-GENERICO (N, A, s, )
para cada : em N faca
y(i) —n > nfaz o papel de oo
(1) «— NIL
y(s) <0

enquanto y(j) > y(i) + 1 para algum 5 € A faca
y(j) —y(i) +1

©OooN OO0 WDNPEFO

m(J)

se y(t) <n
entdo devolva o st-caminho no grafo (N, A;) ey
senao devolva “nao ha st-caminho” e y J

Otimizagdo Combinatéria — p. 139



Invariantes

-

Na linha 4, antes da verificacao da condicao
"y(j) > y(1) + 1...” valem as seguintes invariantes:

(10) para cada arco pg no grafo de predecessores tem-se
y(q) —y(p) > 1

(1) 7(s) =NIL € y(s) = 0;
(i2) para cada nd v distinto de s, y(v) < n < 7(v) # NIL;

(I3) para cada nd v, se w(v) # NIL entao existe um caminho
de s a v no grafo de predecessores.

o |
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Correcao
rlnl'cio da ultima iteracao: T

#® y e um l-potencial

® se y(t) < n entao, por (i12), vale que 7 (t) # NiL. Logo, de
(13), segue que existe um st-caminho P no grafo de
predecessores. Desta forma, (10) e (i1) implicam que

1P| < y(t) —y(s) = y(t).

Da propriedade dos 1-potencias, concluimos que P é
um st-caminho de comprimento minimo

® se y(t) =n, entdo (i1) implica que y(t) — y(s) = n e da
propriedade dos 1-potencias concluimos que nao existe
caminho de s a ¢t no grafo

LConcluséo: 0 algoritmo faz o que promete. J
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Conclusao

- N

Da propriedade dos 1-potenciais (lema da dualidade) e da

correcao do algoritmo CAMINHO-CURTO-GENERICO
concluimos o seguinte:

(Teorema dualidade) Se s e t s&o nos de um grafo
(N, A) e t esta ao alcance de s entéo

min{|P|: P & um st-caminho}
=max{y(t) — y(s) : y € um 1-potencial}.

o |
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Consumo de tempo

- O ntimero de execugdes do bloco de linhas 4-6 é o
< n?
linha consumo de todas as execucoes da linha
0-2 O(n)
3 O(1)
4 n?O(m)
5-6  n?0(1)
7-9  O(n)
total  (n+1)O(1) +20(n) + n*O(m)



Conclusao

O consumo de tempo do algoritmo
CAMINHO-CURTO-GENERICO é O(n*m).
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Implementacao do algoritmo genérico

 BUSCA-EM-LARGURA (N, A4, 5, ) o

©OCoo~NOOUOT,~,W NPEFO

para cada : em N faca
A1) «— A(i) y(i) «n m(i) « NIL
y(s) =0 L (s)

enquanto L # () faca > L funciona como uma fila
retire o primeiro elemento, digamos i, de L
se A'(i) # () entdo
retire um arco ij de A’(q)
se y(j) = n entao
y(j) —y() +1 7(j) —i L LU{j}
sendo L « L —{i}

se y(t) <n
entao devolva o0 st-caminho no grafo (N, A;) e y
senao devolva “nao ha st-caminho” e y J

Otimizagdo Combinatéria — p. 145



Implementacao do algoritmo generico (2

 BUSCA-EM-LARGURA (N, A4, 5, ) o

©OCooO~NOOP~W NPEO

para cada : em N faca
y(i) «—mn (1) < NIL
y(s) — 0 L —(s)

enquanto L # () faca > L funciona como uma fila
retire o primeiro elemento, digamos i, de L
para cada ij em A(:) faca
se y(j) >y(i)+1entdo > y(j) =n
y(j) < y(i) +1
m(J) 1
acrescente ;5 ao final de L

se y(t) <n
entao devolva o0 st-caminho no grafo (N, A;) e y
sendo devolva “ndo ha st-caminho” e y J
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Invariantes

Na linha 4, antes da verificacdo da condicao “L # ()" valem T
as seguintes invariantes:

(10) para cada arco pg no grafo de predecessores tem-se
y(q) —y(p) = 1 (iguall);

(1) 7(s) =NIL € y(s) = 0;
(i2) para cada no v distinto de s, y(v) < n < 7(v) # NIL;

(I3) para cada nd v, se n(v) # NIL entao existe um caminho
de s a v no grafo de predecessores.

o |
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Malis Invariantes

I—Seja S :=A{v:yv) <n}. T
Na linha 4, antes da verificagcao da condicao L # () valem,
alem de (i0)-(i3), as seguintes invariantes:

(14) para cada arco pg com y(q) — y(p) > 1 tem-se que
p esta L;

(15) se L = (iy,i9,...,1;) €stao

y(i1) < ylig) < - < y(in);

(16) y(w) < y(i1), paracadano wem S — {iy,ia,...,i0}.

o |
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Consumo de tempo

-

O numero de iteracdes € < n.

linha consumo de todas as execucoes da linha

0-2 O(n)
3-4 O(n)
5-9 O(m)
10-12 O(n)

total 30(n)+ O(m)
= O(n +m)
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Conclusao

O consumo de tempo do algoritmo
BUSCA-EM-LARGURA ¢é O(n + m).

|
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