Melhores momentos

AULA 2
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Propriedade de0-Potenciais

Se y € um 0-potencial e existe um passeio de s a ¢t entao T
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Propriedade de0-Potenciais

Para mostrar que nao existe um caminho de s a ¢t basta T
exibir um 0-potencial tal que

y(t) —y(s) > 0.
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Busca generico (2)

Recebe dois nos s e t de um grafo (/V, A) e devolve uma
caminho de s a t ou um 0-potencial y tal que y(t) — y(s) > 0.

BUSCA-GENERICO (N, A, s, )
para cada : em N faca
y() — 1
7(7) < NIL
y(s) <0
enquanto y(j) > y(2) para algum 5 € A faca
y(Jj) — y()
m(J)
se y(t) =0
entao devolva o st-caminho no grafo (N, A;)
senao devolva vy
.

©Ooo~N OO, WDNNEFO

Otimizagdo Combinatéria — p. 74



Correcao

-

Inicio da ultima iteracéo: T

#® y e um 0-potencial

® se y(t) =0 entao (por (13)) w(t) # NiL, logo (por (i4))
existe caminho de s a ¢

® se y(t) =1 entao (por (i2)) y(t) — y(s) >0

Conclusao: o algoritmo faz o que promete.

o |

Otimizagdo Combinatéria — p. 75



Conclusao

- N

Para quaisquer nos s e t de um grafo (V, A), vale
uma e apenas umas das seguintes afirmacoes:

® existe um caminhode sat
# existe um 0-potencial y tal que y(t) — y(s) > 0.

o |
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Implementacao do algoritmo genérico
 BUSCA (N, A, 5. 1) o

©Coo~NO UL~ W NMNPFLO

para cada : em N faca
A1) «+— A(i) y() <1 (i) « NIL
y(s) — 0 L —{s}

enquanto L # () faca
escolhaumnoi:iem L
se A'(i) # 0 entao
retire um arco ij de A'(7)
se y(j) = 1 entao
y(j) =0 7(j) —1 L LU{j}
sendo L «— L —{i}

se y(t) =0
entdo devolva o st-caminho no grafo (N, A;)
sendo devolva vy o
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Invariantes

-

Na linha 3, antes da verificacdo da condicao "L # ()" valem,
alem de (i0)—(i3) as seguintes invariantes:

-

(14) para cada arco pq, se y(p) =0ey(q) =1entao p € L;
(15) y(p) = 0 para cada p em [;

(i6) para cada n6 p e cada arco pg em A(p) — A'(p), se
y(p) = 0 entao y(q) = 0.
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Correcao

o N

No inicio da ultima iteracao:

® Por (i14), y(q) — y(p) < 0 para todo pq; portanto, y € um
0-potencial.

® Se y(t) =1, entao (por (i1)) y(t) —y(s) =1 > 0.

#® Senao (por (i3)), ha caminho de s a t.

Conclusao: o algoritmo faz o que promete.

o |
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AULA 3
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Ciclos e ordem topolodgica

-

PFA4.1,4.2,4.3
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Passelos

I—Um passeio num grafo (N, A) € qualquer seqUéncia da T

forma ( vo,m vo,...,Up) Onde (vy_1,v;) € um arco para
E=1,.

Exemplo <c e,b,d, f,e, f) € um passeio com origem em c é

termino em f.

(D
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Ciclo

m ciclo € um passeio (vg, v1,v2,...,v,) €M que vi,...,v, T
sao distintos doia a dois e vy = v,,.

Um grafo é aciclico se ndo tem ciclos
Exemplo: (f,e, b,d, f) € um ciclo.

o |
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Problema

-

Problema do ciclo: Encontrar um ciclo de um grafo dado.

-



Problema

-

Problema do ciclo: Encontrar um ciclo de um grafo dado.

-

Entra:
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Problema

-

Problema do ciclo: Encontrar um ciclo de um grafo dado.

Sai:
() (1)

-
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Condicao de Iinexisténcia

-

Como e possivel demonstrar que o problema nao tem
solucao?



Condicao de inexisténcia

-

Como e possivel demonstrar que o problema nao tem
solucao?

Entra:
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Condicao de inexisténcia

-

Como e possivel demonstrar que o problema nao tem
solucao?

Sai: uma “certa ordem” dos noés




Ordem topologica

Uma enumeracgao (vy, vo, ..., v,) dos nds do grafo tal que T
(vp,vg) € A= p<yq
é conhecida como ordem topologica (= topological order).

6




Condicao de inexisténcias, ainda ...
I—Um —1-potencial & qualguer funcéo y de N em Z tal que T

y(7) —y(i) < —1 paratodo arco ij.

3 1
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—1-Potencials e ordem topoldgica

e y € um —1-potencial entdo qualquer enumeracao
(v1,v9,...,v,) dOS NOS tal que

y(v1) = y(vz) = -+ = y(vy)

é uma ordem topoldgica.

-



Ordem topologica e—1-potenciais
|—Se (vi,v9,...,v,) € Uma ordem topologica entao T

y(vp)  =n—p+1

parap=1,...,n € um —1-potencial.
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Propriedade de—1-Potencials

Se y € um —1-potencial e P € passeio de s a t entao T

y(t) —y(s) < —|P].
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Propriedade de—1-Potencials

Para mostrar que nao existe um ciclo basta exibir um T
—1-potencial.

1
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DAG geneérico

Recebe um grafo (N, A) e devolve uma ciclo ou um T
—1-potencial.

DAG-GENERICO (N, A)

para cada : em N faca
y(i) —n+1 >n+1faz o papel de o
(1) «— NIL

enquanto y(j) > y(:)—1 para algum ij € A faca
y(j) — y(i)—1
m(j) 1
se y(j) <0
entao devolva j; e pare

© oONOOIh WDNPE

devolva y

B
|

Otimizagdo Combinatéria — p. 92



Invariantes

-

Na linha 4, antes da verificacao da condicao
"y(5) > y(i) — 1...” valem as seguintes invariantes:

(1) para cada arco pg no grafo de predecessores tem-se
que y(q) — y(p) = —1,

(1I2) para qualguer passeio P no grafo de predecessores,
y(t) >n+1-— ‘P‘7

onde t € o término de P.

(i2") para qualquer no t vale que

no grafo de predecessores existe uma passeio
L com téermino em ¢t com > n + 1 — y(t) NOS.

|
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Correcao

- N

# Devido a condicéo da linha 4 € evidente que na linha 9
0 algoritmo devolve um —1-potencial.

#® Se 0 algoritmo péara apos a execucao da linha 8 temos
gue, pelo invariante (i2’), existe no grafo de
predecessores um passeio com pelo menos

n+1—y(j)>n+1—0=n+1n0s.

Logo, o grafo de predecessores possui um ciclo. Este
ciclo pode ser encontrado a partir de j.

LConcIuséo: 0 algoritmo faz o que promete. J
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Conclusao

- N

Um grafo é aciclico se e somente se admite um
—1-potencial (ou, se e somente se admite uma
ordem topoldgica).

Para qualquer grafo (/V, A), vale uma e apenas
umas das seguintes afirmacoes:

® (N, A) possul um ciclo;

#® (N, A) admite um —I1-potencial (ordem topolo-
gica).

. |
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Consumo de tempo

- O ntimero de execugdes do bloco de linhas 4-8 é

linha consumo de todas as execucoes da linha

1-3
A4
5-7
8
)

total

O(1) + O(n?) +20(n) + O(n®*m)
= O(n®m)
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Conclusao

O consumo de tempo do algoritmo
DAG-GENERICO é O(n°m).




Implementacao do algoritmo genérico

Recebe um grafo (N, A) e devolve uma ciclo ou um T
—1-potencial.

DAG (N, A)

para cada : em N faca
A'(i) «— A1)
y(i) —n+1
7(7) «— NIL

rotulo «— 1

enquanto y(s) =n + 1 para algum s € N faca
DAG—DFS(N, A', s, rotulo)

~NOo Ok wpdNDBE

20 devolva y

LO potencial y devolvido € uma numeracao DFS pos-ordem. J
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DAG-DFS

" DAG-DFS (N, A’, s, rétulo) o

[ L+ (s)
8 enquanto L # () faca > L funciona como uma pilha
9 seja i 0 primeiro elemento de L

10 se A'(i) # 0 entao

11 retire um arco ij de A’(7)

12 se y(j) =n+ 1 entédo

13 mw(j) 1

14 se jestaem L

15 entao devolva j e pare

16 senao acrescente j ao inicio de L

17 senao y(i) « rotulo

18 rotulo < rotulo + 1

L19

retire ; de L J
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Consumo de tempo
fo numero de execucdes do bloco de linhas 8-19 é < m. T

linha consumo de todas as execucoes da linha

1-4 O(n)

5 O(1)

6-7 O(n)

8-9 O(n + m)
10-16 O(m)
17-18 O(n)

19 O(n)

total O(1)+40(n)+ O(n+m)
= O(n +m)
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Conclusao

O consumo de tempo do algoritmo DAG é O(m + n).
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