Fonte: ash.atozviews.com

Compacto dos melhores momentos
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Arvores 2-3

Uma arvore 2-3 é:

» uma arvore vazia;
» ou um no simples com 2 links:

>

>

um link left para uma arvore 2-3;
um link right para uma arvore 2-3;

» ou um no duplo com 3 links:

>

>

>

um link left para uma arvore 2-3;
um link mid para uma arvore 2-3; e
um link right para uma arvore 2-3.

Arvores 2-3 s3o perfeitamente balanceada: todos
links null estdo no mesmo nivel.

Arvore 2-3 de busca

Uma arvore 2-3 de busca (2-3 search tree) é:

» uma arvore vazia;
» ou um no simples com uma chave e 2 links:

>

um link left para uma arvore 2-3 que tem chaves
menores que a chave do né e

um link right para uma arvore 2-3 que tem
chaves maiores;

» ou um no duplo com duas chave e 3 links: .

>

um link left para uma arvore 2-3 que tem chaves

Anatomia de uma arvore 2-3 de busca

\null link

Anatomy of a 2-3 search tree

Fonte: algs4

Estrutura

Fato. Toda arvore 2-3 de altura h tem no minimo
2b+1_1 nés e no méximo 31 —1 nods.

Consequéncia. Toda arvore 2-3 com n ndés tem
altura ndo superior a Ig(n + 1) — 1 e ndo inferior a
logz(n+1) — 1.

Exemplo de arvore 2-3 de busca

|
|
menores; v
um link mid para uma arvore 2-3 que tem chaves M

entre as duas chaves do né; e
um link right para uma arvore 2-3 que tem
chaves maiores.



Consumo de tempo

Numa arvore 2-3 com n nds, busca e insercao
nunca visitam mais que lg(n+1). Cada visita
faz no maximo 2 comparacdes de chaves.

BSTs rubro-negras

Cada 3-n6 da arvore 2-3 é representado por dois
2-nés ligados por um link rubro.

Links rubros sdo sempre inclinados para a esquerda.

3-node

less between  / greater

than a aandb than b

greater

less between than b
than a aandb

Anatomia de uma arvore rubro-negra

red-black BST

horizontal red links

2-3 tree

Fonte: algs4

1-1 correspondence between red-black BSTs and 2-3 trees

BSTs rubro-negras

Fonte: http://scottlobdell.me/

Uma BST rubro-negra (red-black BST) é uma BST
que simula uma arvores 2-3.

BSTs rubro-negras

Uma BST rubro-negra é uma BST cujos links sdo
negros e rubros e:

» links rubros se inclinam para a esquerda;

» nenhum n6 incide em dois links rubros;

» balanceamento negro perfeito: todo
caminho da raiz até um link null tem o
mesmo numero de links negros.

Se os links rubros forem desenhados horizontalmente
e depois contraidos, teremos uma arvore 2-3

Arvore 2-3 para rubro-negra

Se os links rubros forem desenhados horizontalmente
e depois contraidos, teremos uma arvore 2-3:

T Aol

A red-black tree with horizontal red links is a 2-3 tree

Fonte: algs4



Nés de uma BST rubro-negra

E inconveniente armazenar a cor de um link na
estrutura de dados; é mais simples armazenar essa
informacdo nos nés.

A cor de um né é a cor do Unico link que entra nele.

A raiz é considerada negra.

private static final boolean RED = true;
private static final boolean BLACK = false;

Nés de uma BST rubro-negra
private class Node{

Key key; Value val,

Node left, right;

int n; // ndmero de nds nesta subarvore

boolean color; // cor do link para este né

Node(Key key, Value val, int n,

boolean color) {

this.key = key; this.val = val;
this.n = n; this.color = color;

I

private boolean isRed(Node x) {
if (x == null) return false;
return x.color == RED;

}
BSTs rubro-negras: put ()

Fonte: ...-crimson-vermillion-Chinese/

Referéncias: BSTs rubro-negras (PF); Balanced
Search Trees (S&W); slides (S&W)

|
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|
|
v

Nés de uma BST rubro-negra
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h.right.color
~ 15 BLACK

Arvore 2-3 para rubro-negra
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45 < chaves < 64 |

64 < chaves




Arvore 2-3 para rubro-negra

et
link rubro -—=> | 64 | +  <--- link negro
! +————t |
! |
v v
P e +
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| ot | | |
| | o +
|
|
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| chaves < 45 | | 45 < chaves < 64 |
| | | |
N " 4========

Arvore, rubro-negra

root >
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| ot [
| |
V  negro V  negro
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+======| 27 |------ + | 85 | +
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I | I I
V  negro A negro V  negro v negro
ot ot +o———t ot
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! +-———t ! +o———t ! +m———t o=t
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V  rubro V. rubro V. rubro
fmmmmet ot ot
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+————+ oot o+
~ 7/
Insercao em um 2-n6
Arvore formada por apenas um 2-né
put (50)
root —------ + root —-—-------- +
I I
V  negro \
+-———t Fom— e+
4====| 53 | | 50 | 53 |
! +————4 Fo—m 4
1
!
V  rubro
+————t
| 50 |

ot

Arvore 2-3

root---------- +
|
v
+-———t
+ | 45 | +
| +ooo—t |
[ [
v '
e e 5 Ho—— b ———t
+ommmes 12 | 27 |-==——- + +--=] 64 | 85 |----+
| e s | | e et |
| [ | | [ [
v v v v v )
I 71101 120 | 25 | | 34 | | 63 1 60 | | 80 | | 95 |
B e i S Sttt & +o———t tomm—tm— et t————t +-———t
Insercao em um 2-n6
Arvore formada por apenas um 2-né
root ------- + root ————---- +
| |
V  negro \U
+-———+ +-———+
| 53 | | 63 | 2-né
ot +-———t
Insercao em um 2-n6
Arvore formada por apenas um 2-né
put (60)
root —------ + root ——------—- +
| |
V  negro \
+————+ to— b ———+
| 63 |===+ | 83 | 60 |
+-———+ ! B et
!
Fm———— + !
| | V  rubro
| left |  +-——+
+> | |60 |
+————+



Insercdo em um 2-n6

Arvore formada por apenas um 2-né

root = rotateLeft(root);
root —-—----- + root —-—-—--—----- +
| |
V  negro \Y
+———t Fom b+
+====| 60 | | 83 | 60 |
! fo———t B s e S
1
!
V  rubro
+o———t
| 63 |
+o———t
~ /7
Insercao em um 2-n6 qualquer
put (32)
root --—------ + root ——-------- +
| |
V  negro v
R +m———t
o | 83 |-——-- + e | 83 |-—---- +
I +omt | I ot |
| | | |
V  negro v negro v v
+————t
+===| 40 | +===| 74 | | 32 | 40 | | 62 | 74 |
! +-———t !
! !
v rubro \ rubro
+————t +————t
| 32 | | 62 |
ot ot
~ /
Insercao em um 2-né qualquer
h = rotatelLeft(h);
root --—-------- + root ——-------- +
| |
V  negro v
e +m———t
e | 83 |-——-- + o | 83 |-—---- +
| S | | S |
h | | | |
| V  negro v negro \ \
+o— - S+-———+
+===| 49 | +===| 74 | | 40 | 49 | | 62 | 74 |
| gt T : : ;
! !
v rubro \ rubro
+————+ +————t
| 40 | | 62 |

+o———t ot

Insercao em um 2-n6 qualquer

root ——-——---- + root ——-——------ +
| [
V  negro \4
+o———+ +o———+
tommm— | 83 |-———- + to—mmm | 83 |-=——-—- +
| #emmmt | ! +ommmt |
| | | |
V negro ' negro v \
+-——=t s e e EE et
| 40 | +===| 74 | | 40 | | 62 | 74 |
+o———+ ! +o———+ +o———+ o+
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V. rubro
+-———+
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+-———+
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Insercao em um 2-né qualquer
put (49)
root ---------- + root ---------- +
I |
V  negro v
+-———t +o———t
Hmmmmm— | 83 |----- + Hommmo | 83 |-=———- +
| +oom—t | I +oom—t I
h I | I I
| V  negro v negro v v
o St————t +-———t Lt e ot
| 40 |===+ +===| 74 | | 40 | 49 | | 62 | 74
ot ! ! +o———t Homm o ———t Homm—tm———t
! !
Fo—m + v V. rubro
| left | +----+ +-———+
| 1149 | | 62
+—=> | +———+ +————+
rubro
~ 7/
Insercao em um 3-nd
root ——-------- + root ——----------- +
| |
V  negro Vi
+-———+ o+
+====| 53 | | 40 | 53 |
! +-———vt e L
1 3-né
1
V  rubro
+o———+
| 40 |
+-———+



chave é inserida é menor do 3-nd chave é inserida é menor do 3-né

put(31)
root ——-------- + root ——------—---- +
| | x = rotateRight(x);
V  negro \
h--—-—- >+-————+ B root --—-—------- + root —-—-—---------- +
+====| 53 | | 31| 40 | 53 | [
! +————+ R V  negro \4
1 4-n6 h > 4 + Fomm o ———t
! o + +====| 40 |====+ | 31 ] 40 | 53 |
\' rubro | | ! +—-———+ ! +-———t-———t-———+
X ==—————- St————+ | right | X ! ! 4-nb6
+====| 40 | | | ' ' '
! ot <———+ | V  rubro V  rubro
1 o >+————+ +o———t
1 | 31 | | 53 |
rubro V -t -t
ot
| 31 |
ot
chave é inserida é menor do 3-nd chave é inserida entre as chaves do 3-né
put (45)
root ———————-——- + root —-———————-———- +
flipColors(h); |
V  negro \4
root ==========+ root ——-—————-—-—- + h--—-——————- S+-———+ et S
, | +====| 53 | | 40 | 45 | 53 |
V  rubro V  2-ndé ! +-———+ Fom——m———————t
h > 4+ n +————t X ! 4-né
+-—--] 40 |-——-+ +-—=| 40 |-——+ | !
| b I ! V. rubro
| | | | o >+————+
| | | | | 40 |====+
V  negro V  negro V  2-né \ 2-né +-———+
+o———t +o———t +o———t +o———t !
| 31 | | 63 | | 31 | | 63 | e +
R +omm—t +omm— — | left | V. rubro
! | 4t
> | | 45 |
+o———t
chave ¢ inserida entre as chaves do 3-né chave ¢ inserida entre as chaves do 3-né
x = rotatelLeft (x);
root —--------- + root ———-—-------— +
| | h = rotateRight(h);
V  negro \
h > + + Fomm root —---------- + root ------------- +
+====| 53 | | 40 | 45 | 83 | | |
! +-——=+ e V  negro v
x 1 4-né h--—————————- > 4-———+ B s e
| ! Fommm + +====| 45 |====+ | 40 | 45 | 83 |
| V  rubro | | ! +———t ! R A
e St-————+ | right | X ! ! 4-nd
+====| 45 | | [ I ! :
! +————t + <-——+ | V  rubro V  rubro
! o S+————+ ot
| | 40 | | 63 |
v ot ot
+----+ rubro
| 40 |

+-——t



chave é inserida entre as chaves do 3-né

flipColors(h); hmmm. raiz deve ser negra

root ==========+ root
!
v rubro
h > 4 +
+--—=| 45 |--——+
| -t |
| |
| I
V  negro V  negro
+————t +o———t
| 40 | | 53 |
+-———t +————t

_____________ +
|
) 2-ndé
===t
+-==| 45 |--—+
| +o———+ |
| |
| |
) 2-no6 ) 2-n6
+————+ +-———+
| 40 | | 53 |
+————+ +————+

chave inserida é maior que todas do 3-né

flipColors(root);

hmmm. raiz deve ser negra

_____________ +
|
V.  2-né
===t
+-—-| 53 |[-—-+
e
| |
| |
V  2-nb Vv 2-né
+————+ +-———+
| 40 | | 77 |
+————+ +————+

root ==========+ root
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v rubro
+————t
+-———| B3 |-——+
[ 4t
| |
| I
V  negro \Y negro
+————t +————t
| 40 | | 77 |
+-———t +————t

chave é inserida em um 3-n6 qualquer

put (15)
root ------ + root ---+
| |
V  negro |
U v 3-n6
4======| 27 |----—- + I
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chave inserida é maior que todas do 3-n6

put (77)
root —--------- +
I
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! +-———+ !
! !
! !
V  rubro \U
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root —-—--- +
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root ———-—-—------ +
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B
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| R e
| | |
) v v
B e S
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3-n6 3-n6 2-n6

chave é inserida em um 3-n6 qualquer

h = rotateRight(h);

root

root --—+

+

|
|
|
|
v

|
V  negro | 71101115120 | 25 | | 34
+mm——t< h +m———t
4= 3-n6 4-n8 2-n6
[ —
' ,
Vv rubro vV rubro
R R
| 15 | 125 |
R PR



chave é inserida em um 3-n6 qualquer

flipColors(h);

root —----- + root --—+
| |
V  negro |
4ot v 4-n6
t======| 27 |----—— + Fomm—tm bt
h ! -t | +--=| 12 | 20 | 27 |----+
| ! | [ e
| V  rubro V  negro | | |
B >4o-mmt ot | | ot
P | 12 |======t 1341 | | | !
| 4ot ! ommmt v v v v
| +m———— + ! R i et T o i e
V negro | left | V rubro I 71101 1161 | 251 | 34|
e 4> ek B e T ST
+===| 10 | +===] 20 |---+ 3-n6 2-m6  2-n6  2-nmd
[ [
! | |
V  rubro V negro V  negro
+ommt Fommt +ommt
7l 115 | 125 |
e e B

chave é inserida em um 3-n6 qualquer

h = rotateRight(h);

root ------ + root --—+
| |
V  negro |
Bt > v 4-né
| 4======| 20 |=s=======+ S —
h ! P ! 4-==] 12 1 20 | 27 |----+
! ! | R e et
V rubro V  rubro | | |
R U | | et |
B |12 [------ + +omn| 27 |-k I I I I
| P | [ T v v v v
| ! | | dmmmmbmmm—h dmmmmb hmmm—d omk
V negro negro V v VI 7110011151 12511341
ot L e S B T e i e}
+===] 10 | 115 | | 25 | | 34| 3-né 2-n6  2-né  2-n6
[ — S R
!
v rubro
71
ot
Rotacoes
C

O cédigo de insercdo (= put()) é complicado; ele

depende de operacdes de rotacao.

Durante uma operacao de insercao, podemos ter,
temporariamente, um link rubro inclinado para a
direita ou dois links rubros incidindo no mesmo né.

Para corrigir isso, usamos rotacdes e flipping colors.

Rotacdo esquerda (ou horéria) em torno de um
né h: o filho direito de h "sobe" e adota h como seu

filho esquerdo.

Continuamos tendo uma BST com os mesmos nds,

mas raiz diferente.

chave é inserida em um 3-n6 qualquer

h = rotateLeft(h);

root ------ + root ———+

v 4-né
s S
+===| 12 | 20 | 27 |-==-+
! I— s [ S S —
V rubro |Irightl V negro | | | |
O [—— | [ — |
t+=======| 20 |--—---- + <=+ | 34 | | | |
! 4ot ! e 1 v v v v
' ! U
V rubro V. negro | 7110011161 | 2511341
+-—=] 12 |-—-+ | 25 | 3-né 2-né 2-né6 2-ndé
[ S re——
| |
V  negro V
+===| 10 | | 15 |
[ — PR,
!
v rubro
m———t
71
chave é inserida em um 3-nd qualquer
inserid um 3-n6 qualqu
flipColors(h);
root ---—+
|
v
| R |20 |-===-- + +===] 20 |--—-+
h | +-———t | | ===t
| | | |
V negro V  negro v v
R |12 |---mm- + 4| 27 |-+ -l 12 |-+ 4] 27 |-+
| PO ! [ ——— [ — [ S
| ! | | | | | |
V negro negro V V negro negroV v vV v
+===| 10 | |15 | | 25 | 13 || 71101 1151 | 25| | 34
[ — U dmm bmmm—demmh bomm—b dem—h hom—i

'
V. rubro

ot

171

ot

root.color = BLACK; // manter BLACK o link para a raiz.

Rotacdo esquerda

could be right or left,
~— red or black

h
N
X
less
than E b
etween greater
EandsS than S
. X
h
o
greater
B than S
less between

than E Eand S Fonte: algs4

Left rotate (riaht link of h)



Rotacao esquerda

private Node rotateLeft(Node h) {

Node x =
h.right
x.left =
x.color
h.color
x.n = h.
h

h.right;
= x.left;
h;

= h.color;
= RED;
n;

+ size(h.left) + size(h.right);

Rotacao direita

private Node rotateRight(Node h) {

Node x = h.left;

h.left = x.right;

x.right = h;

x.color = h.color;

h.color = RED;

X.n = h.n;

h.n =1 + size(h.left) + size(h.right);
return Xx;

Flipping colors

h _could be left
N or right link

less between', /between greater
than A AandE )| EandS than S

red link attaches

— middle node
to parent

N A
black links split
to 2-nodes

less between\, /between greater
than A AandE EandS than S

Flipping colors to split a 4-node

Fonte: algs4

Rotacao direita

= h
N
greater
less between than 5
than E SandE
* X
N
- h
less
than £ between greater

SandE than S

Right rotate (left link of h)

Flipping colors

As operacdes de rotacdo sdo locais.

Fonte: algs4

Depois de uma rotacdo, continuamos tendo uma
BST com balanceamento negro perfeito.

Mas a operacao pode ter criado um link rubro
inclinado para a lado errado ou dois links rubros

seguidos. Isso devera ser corrigido.

Na arvore 2-3 a operacao de flipping colors
correspondera a espatifar um 4-n6 e subir a chave

do meio para o nd pai.

Flipping Colors

Troca as cores de um né e dos seus filhos.

A cor de h deve ser diferente da de seus dois filhos.

private void flipColors(Node h) {

h.color = 'h.color;

h.left.color = 'h.left.color;
h.right.color = 'h.right.color;

b



RedBlackBST

public class RedBlackBST<Key extends

Comparable<Key>, Value> {

private Node r;

private class Node {...}

private boolean isRed(Node h) {...}

private Node rotateLeft(Node h) {...}

private Node rotateRight(Node h) {...}

private void flipColors(Node h) {...}

private int size() {...}

RedBlackBST

private Node put(Node h, Key key,
Value val) {

if (h == null)

return new Node(key, val, 1, RED);
int cmp = key.compareTo(h.key);
if (cmp < 0)

h.left = put(h.left, key, val);
else if (cmp > 0)

h.right = put(h.right, key, val);
else h.val= val;
h = balance(h); // mantenha rubro-negra
return h;

BSTs rubro-negras: delete()

Pt

Fonte: .../only-one/red-leaves-black-tree/

Referéncias: BSTs rubro-negras (PF); Balanced
Search Trees (S&W); slides (S&W)

RedBlackBST

public void put(Key key, Value val) {
r = put(r, key, val);
r.color = BLACK;

RedBlackBST

Verifica invariante rubro-negro quando estamos
voltando da recursao.

private Node balance(Node h) {

if (isRed(h.right) && !isRed(h.left))
h = rotateLeft(h);

if (isRed(h.left)&&isRed(h.left.left))
h = rotateRight(h);

if (isRed(h.left) && isRed(h.right))
flipColors(h);

h.n = size(h.left) + size(h.right) + 1;

return h;

Remocao em éarvore 2-3

No caminho até a chave a ser removida o algoritmo
mantém a relacdo invariante em relacao a arvore
2-3:

0 no sendo examinado é um 3-n6 ou um

4-né (temporario)

deleteMin(): comecemos com a raiz quando os
dois filhos sdao 2-nods.



Os dois filhos da raiz sao 2-nés

root------------ +
|
v
s
+ | 45 | +
| oot |
| |
v v
4 O
+ I 12 | + e | 64 |--—-—- +
| Hooo—t I I +omoot |
| | | |
| | | |
v v v \
| chaves < 12 | | 12 < chaves < 45 | | 45 < chaves < 64 | | 64 < chaves |
| | | [ (. |
. . s s
Filhos esquerdo da raiz é 2-nés
root---========= +
|
V'
ot
| 45
| oot |
| |
v v
ot B S
12 | 4o | 64 | 90 |-—--—- +
| e | | B i 4 |
| | | | |
\ v ' v '
s 1 s '
| A | B | I c | DI | E
e s

Mover para esquerda

No meio do caminho, sabemos que o nd corrente h
é um 3-né ou um 4-né.
Antes de movermos para o né mais a esquerda

precisamos nos certificar que esse né6 é um 3-n6 ou
4-né.

Se ele ja é um 3-nd, n3o precisamos fazer nada.

Comecemos com o caso em que 0 né mais a
esquerda de h é um 2-né.

Os dois filhos da raiz sao 2-nés

root------------ +
|
\ 4-ndé temporario
tomm et — =t
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| B e e |
| I |
| ; |
| | | |
) v v '
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| Lo o (I |
Agora passemos a raiz quando apenas o né
esquerdo é um 2-né.
Filhos esquerdo da raiz é 2-nés
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|
'
+-———+
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ot L R e ot



Filho mais a esquerda de h é 2-nd

h ———————————- +
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Finalmente. ..

Desta forma quando atingirmos a folha mais a
esquerda dessa arvore 2-3-4 teremos chegado a um
3-né ou 4-no.

Removendo a item mais a esquerda teremos um
2-n6 ou 3-no.
Depois devemos voltar "espatifando" os 4-nds que

por ventura deixamos pelo caminho.

Hmm. Talvez seja importante notar que o pai de
um 4-né deixado pelo caminho, que n3o seja a raiz,
é um 2-n6 ou 3-nd.

rubro-negra: deleteMin()

deleteMin(r);



rubro-negra: deleteMin() rubro-negra: deleteMin()

h.left = deleteMin(h.left); h.left = deleteMin(h.left);

rubro-negra: deleteMin() rubro-negra: deleteMin()

h.left = deleteMin(h.left); h.left = deleteMin(h.left);

rubro-negra: deleteMin() rubro-negra: deleteMin()

return null; return balance(h);



rubro-negra: deleteMin() rubro-negra: deleteMin()

return balance(h); return balance(h);

rubro-negra: deleteMin() rubro-negra: deleteMin()

return balance(h);

rubro-negra: outro deleteMin() rubro-negra: outro deleteMin ()

deleteMin(r); h.left = deleteMin(h.left);



rubro-negra: outro deleteMin() rubro-negra: outro deleteMin ()

h.left = deleteMin(h.left); h = moveRedLeft(h);

rubro-negra: outro deleteMin() rubro-negra: outro deleteMin ()

flipColors(h); [noveRedLeft(h);] h.right = rotateRight(h.right); [moveRedLeft(n)]

rubro-negra: outro deleteMin() rubro-negra: outro deleteMin ()

h = rotateLeft(h); [moveRedLeft(h);] flipColors(h); [noveRedLeft(h);]



rubro-negra: outro deleteMin() rubro-negra: outro deleteMin ()

return b; [moveRedLeft(h):] h.left = deleteMin(h.left);

rubro-negra: outro deleteMin() rubro-negra: outro deleteMin ()

h.left = deleteMin(h.left); return null;

rubro-negra: outro deleteMin() rubro-negra: outro deleteMin ()

return balance(h); return balance(h);



rubro-negra: outro deleteMin() rubro-negra: outro deleteMin ()

return balance(h); return balance(h);

rubro-negra: outro deleteMin() rubro-negra: mais outro deleteMin ()

deleteMin(r);

rubro-negra: mais outro deleteMin ()

h.left = deleteMin(h.left); h.left = deleteMin(h.left);



rubro-negra: mais outro deleteMin () rubro-negra: mais outro deleteMin ()

h = moveRedLeft(h); flipColors(h); [moveRedLeft(h);]

rubro-negra: mais outro deleteMin () rubro-negra: mais outro deleteMin ()

return h [noveRedLeft(h);] h.left = deleteMin(h.left);

rubro-negra: mais outro deleteMin() rubro-negra: mais outro deleteMin ()

25 60 |
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return null return balance(h);




rubro-negra: mais outro deleteMin () rubro-negra: mais outro deleteMin ()

h = rotateLeft(h); [balance(h);] return h; [balance(h);]

rubro-negra: mais outro deleteMin () rubro-negra: mais outro deleteMin ()

return balance(h); return balance(h);

rubro-negra: mais outro deleteMin() rubro-negra: mais outro deleteMin ()

return balance(h);



rubro-negra: mais outro deleteMin() ainda

rubro-negra: mais outro deleteMin() ainda

deleteMin(r);

rubro-negra: mais outro deleteMin() ainda

h= moveRedLeft(h);

rubro-negra: mais outro deleteMin() ainda

h.right = rotateRight(h.right); [moveRedLeft(n);]

h.left = deleteMin(h.left);

rubro-negra: mais outro deleteMin() ainda

5

flipColors(h)

[moveRedLeft(h)];

rubro-negra: mais outro deleteMin() ainda

h= rotateLeft(h); [moveRedLeft(h);]



rubro-negra: mais outro deleteMin() ainda rubro-negra: mais outro deleteMin() ainda

flipColors(h) [noveRedLeft(h)]; return h; [moveRedLeft(h)];

rubro-negra: mais outro deleteMin() ainda rubro-negra: mais outro deleteMin() ainda

h.left = deleteMin(h.left); h.left = deleteMin(h.left);

rubro-negra: mais outro deleteMin() ainda rubro-negra: mais outro deleteMin() ainda

h.left = deleteMin(h.left); h.left = deleteMin(h.left);



rubro-negra: mais outro deleteMin() ainda rubro-negra: mais outro deleteMin() ainda

return null; return balance(h);

rubro-negra: mais outro deleteMin() ainda rubro-negra: mais outro deleteMin() ainda

return balance(h); return balance(h);

rubro-negra: mais outro deleteMin() ainda rubro-negra: mais outro deleteMin() ainda

return balance(h);



deleteMin ()

Se ambos os filhos da raiz sdo negros faz a razia
rubra.

public void deleteMin() {
if(r == null) return;
if (!isRed(r.left) && !'isRed(r.right))
r.color = RED;
r = deleteMin(r);
if (!isEmpty()) r.color = BLACK;
}

deleteMin()

Supde que h é RED e h.left e h.left.left sdo
BLACK.

private Node moveRedLeft(Node h) {
flipColors(h);
if (isRed(h.right.left)) {
h.right = rotateRight(h.right);
h = rotatelLeft(h);
flipColors(h);
}

return h;

delete()

public void delete(Key key) {
if (lisRed(r.left) && !isRed(r.right))
r.color = RED;
r = delete(r, key);
if (!isEmpty()) r.color = BLACK;
}

deleteMin ()

private Node deleteMin(Node h) {
if (h.left == null)
return null;
if('isRed(h.left)&&!isRed(h.left.left))
h = moveRedLeft (h);
h.left = deleteMin(h.left);
return balance(h);

}

deleteMin()

Volta o invariante rubro-negro.

private Node balance(Node h) {

if (isRed(h.right))
h = rotateLeft(h);

if (isRed(h.left)&&isRed(h.left.left))
h = rotateRight(h);

if (isRed(h.left) && isRed(h.right))
flipColors(h);

h.n = size(h.left) + size(h.right) + 1;

return h;

delete()

private Node delete(Node h, Key key) {
if (key.compareTo(h.key) < 0) {

if(lisRed(h.left)&&'!isRed(h.left.left))

h = moveRedLeft (h);
h.left = delete(h.left, key);
}
else {
if (isRed(h.left))
h = rotateRight(h);
if (key.equals(h.key) &&
(h.right == null))
return null;



delete()

if (1isRed(h.right)&&!isRed(h.right.left))
h = moveRedRight (h) ;

if (key.equals(h.key)) {
Node x = min(h.right);

h.key = x.key;
h.val = x.val;
h.right = deleteMin(h.right);
}
else h.right = delete(h.right, key);
}
return balance(h);
}

Observacao

BSTs s3o estruturas ordenadas.

Como as chaves de uma BST s3o comparaveis,
podemos perguntar pela chave minima e pela chave
maxima.

Ja fizemos isso.

O piso (floor()) de uma chave key na BST é a
maior chave da BST que é menor que ou igual a key.

O teto (ceiling()) de uma chave key na BST é a
menor chave da BST que é maior que ou igual a key.

Os métodos min(), max(), floor() e ceiling() sdo
exatamente os mesmos das BSTs ordinarias!

floor()

Devolve o n6é que contém o piso de key na
subarvore com raiz x. Devolve null se esse piso
nao existe.

private Node floor(Node x, Key key) {

if (x == null) return null;
int cmp = key.compareTo(x.key);
if (cmp == 0) return x;

if (cmp < 0) return floor(x.left, key);
Node t = floor(x.right, key);

if (t != null) return t;

else return x;

delete()

Sup&e que h é RED e h.right e h.right.left sao
BLACK.

private Node moveRedRight (Node h) {
flipColors(h);
if (isRed(h.left.left)) {
h = rotateRight(h);
flipColors(h);
}
return h;

}

floor()

Devolve null se key ndo tem piso nesta BST.

public Key floor(Key key) {
Node x = floor(r, key);
if (x == null) return null;
return x.key;
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