Fonte: ash.atozviews.com

Compacto dos melhores momentos

AULA 10

Anatomia de uma arvore binaria de busca

parent of A and R
left link
OfE \
Q Q J T~ value
@ m associated

with R
X

keys smaller than E  keys larger than E

key

Anatomy of a binary search tree
Fonte: algs4

Mais experimentos

Consumo de tempo para se criar um ST em que a
chaves sdo as palavras em les_miserables.txt e
os valores o niimero de ocorréncias.

Arvore binarias de busca

key 7
N raiz Z r
item Node QZ p
j[ -1 Teftright 25
left right
filho left p filho right p
-6 3 11 42

7%, A @\

10 12 31

7%, 17/8%\%

in-ordem (e-r-d): -6 -1 3 7 10 11 12 25 31 42

Consumo de tempo

O consumo de tempo das funcdes get (),
put () e delete() é, no pior caso, proporcional
a altura da arvore.

estrutura ST tempo
vetor ndo-ordenada 59.5
vetor MTF nao-ordenada 7.6
vetor ordenada 1.5
lista ligada nao-ordenada | 147.1
lista ligada MTF nao-ordenada 153
lista ligada ordenada 115.2
skiplist ordenada 1.1
arvore binaria de busca ¢ | ordenada 0.7

Tempos em segundos obtidos com StopWatch.

Conclus3o: interessa trabalhar com arvores
balanceadas: arvores AVL, arvores rubro-negras,
arvores . ..

Desempenho esperado

chave 27
- raiz @ r
item Node Z B
j [ 21 Teftright 42
left right
17 25 30 N 47

7 o ()P o, P PP

7Y A&\ _ 4 %%,

4



Desempenho esperado

Na BST acima:

a busca por 27 requer 140 comparacdes
a busca por 21 requer 141 comparacdes
a busca por 42 requer 141 comparacdes
a busca por 17 requer 142 comparacdes
a busca por 25 requer 142 comparacdes
a busca por 30 requer 142 comparacoes
a busca por 47 requer 142 comparacoes
a busca por 20 requer 1+3 comparacoes
a busca por 23 requer 1+3 comparacoes
a busca por 26 requer 143 comparacoes
a busca por 35 requer 143 comparacoes
a busca por 24 requer 1+4 comparacoes
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v

v

v

v

v

v

v

v

v
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Consumo de tempo

O nidmero esperado de nés visitados durante
uma busca em uma BST aleatéria ndo passa de
2lgn

Arvores binarias de busca 6tima

Optimal Binary Search Tree

» Balanced BST

+ Optimal BST

0.1*0+0.31+ 0.2 1+042=1.3 0.4%0+0.3*1+0.2*2+013=1.0

Desempenho esperado

Assim, o nimero médio de comparacoes necessarios
para uma busca com sucesso na BST acima é

(142+4243+3+34+3+4+4+4+4+45)/12 ~ 3.17

O comprimento interno (= internal path length)
de uma BT é a soma das profundidades dos seus nés.

O comprimento interno da arvore mostrada
anteriormente é

0O+1+14+24+24+24+24+3+3+3+3+4=26

AULA 11

Arvores binarias de busca étima

Devemos realizar um série de operacdo get () em
uma BST com chaves

key[0] < key[1] < key[2] < ...< key[n-1].

Busca bem-sucedida: suponha que p[i] é a
probabilidade de key[i] ser argumento de get ().

Problema. construir uma BST que minimize o
nimero esperado de comparacoes:

p[0](pr£[0] + 1) + p[1](pre[i] + 1)
+ e
+ pn—1](prfn—1] + 1)
onde prf[i] é a profundidade da chave key[i].



Exemplo: BST balanceada

key| -6 -1 3 7 11 25 42
p | 022 0.18 0.20 0.05 0.25 0.02 0.08
jval ode raiz <—@r

A7 A
-6 3 11 42
4% %7077, 7%

0.05+2(0.1840.02) +3(0.22+0.204-0.25+0.08) =
2.7 comparacoes

Exemplo: BST 6tima

key 3
val raiz @ v
Node
7%
Teft right -6 leftright 11
A 7
! 7 42
i %
25

Essa é a chamada BST o6tima. 7

0.242(0.224-0.25)+3(0.184+0.0540.08)+4(0.02) =
2.15 comparacdes

Soluc3o indutiva

Seja C[1,j] o nlimero esperado de comparac¢des de
uma BST 6tima com as chaves

key[i] < key[i+1] < - - < key[j—1]
Suponha que a BST 6tima das chaves

key[i] < key[i+1] < --- < key[j—1]
tem na sua raiz key [r].

Nesse caso,

Cli,j] = plr]+C[4, ;—1] + C[r+1, j]

r—1 j—1

Exemplo: BST gulosa

- 11
val |Node raiz ¥
I (o — 40— =
eft right
v Vvl
3 25
7, AV

)/ 7
7 %

0.25+2(0.224-0.08)+3(0.2+0.02)+4(0.184-0.05) =
2.43 comparacoes

Propriedade: subestrutura 6tima

%' raiz - @ T
j‘ Node . ;@r% .
VA . : VS _
v A v

25

i

Toda subarvore de uma arvore 6tima é otima.

Solucdo indutiva

Na expressao para C[i,j] temos que

» key[r] contribui com p[r] pois prf[r] = 0;

» C[i,r-1] corresponde as comparacoes da
subarvore esquerda;

» C[r+1,j] corresponde as comparacoes da
subarvore direita;

» fazer key[r] raiz dessas subarvores faz as suas
profundidades aumentarem de 1. Isso
corresponde aos somatorios.

Reescrevendo obtemos
i—1

Cli,j] = C[i,r—1] + C[r+1, j] + iz p[k]




Recorréncia

Finalmente, como n3o conhecemos key [r],
testamos todos os candidatos

C[i, i]
Cli,i+1] = p[i] |
Cla3] = min {Clix—1) + Clr+1,3] + X plkl}

Arvores 2-3

NOW LET'S ADD SOME
HAPPY LITTLE BINARY
TREES HERE.

NOW VERY GENTLY PASS DON'T TRY TO COPY MAKE LOVE TO

THE POINTER TO THE
FUNCTION AS AN My CUDE‘ EXACTLY, THE ICODE'

NT.
ARGUMENT JUST LET YOUR |
IMAGINATION 60. JUST FOR FUN,

J \ ) /
FAF AF-2F 2

The Joy of Programming
Fonte: https://br.pinterest.com/

CARESS IT,

with Bob Ross

Referéncias: Arvores 2-3 (PF); Balanced Search
Trees (S&W); slides (S&W)

Arvore 2-3

Uma arvore 2-3 é:

» uma arvore vazia;
» ou um no simples com 2 links:
» um link 1eft para uma arvore 2-3;
» um link right para uma arvore 2-3;
» ou um no duplo com 3 links:

» um link left para uma arvore 2-3;
» um link mid para uma arvore 2-3; e
» um link right para uma arvore 2-3.

Arvores 2-3 tém esse nome porque cada né tem 2
ou 3 links.

Consumo de tempo

O consumo de tempo para construir uma BST
6tima € O(n?) onde n é o niimero de chaves na
arvore.

Arvores 2-3

Como implementar uma tabela de simbolos em uma
BST de modo que a arvore permaneca
aproximadamente balanceada?

Desejamos que a BST tenha altura préxima de lgn,
sendo n o niimero de nés, qualquer que seja a
sequéncia de buscas e insercoes aplicada a arvore.

Veremos arvores 2-3 que resolvem o problema em
principio.

A implementacdo da ideia, usando arvores
rubro-negras, ainda sera discutida.

llustracao de arvore 2-3
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Arvore 2-3 perfeitamente balanceadas

Nossas arvores 2-3 s3o perfeitamente

balanceada: todos links null estdao no mesmo
nivel.

+
i
i
<_+_T<__
1
|
|
+
+
|
|
|
+

< — —

Arvore 2-3 de busca

Uma arvore 2-3 de busca (2-3 search tree) é:

» uma arvore vazia;
» ou um no simples com uma chave e 2 links:
» um link left para uma arvore 2-3 que tem chaves
menores que a chave do né e
» um link right para uma arvore 2-3 que tem
chaves maiores;
» ou um no duplo com duas chave e 3 links:
> um link left para uma arvore 2-3 que tem chaves
menores;
» um link mid para uma arvore 2-3 que tem chaves
entre as duas chaves do no; e
» um link right para uma arvore 2-3 que tem
chaves maiores.

Exemplo de arvore 2-3 de busca

root---------- +
|
\'
e
| 45 |
| oot |
| |
v v
Rt S oot
—————— | 12 | 27 |--—-—+ 4o-—-—-| 64 |---———+
R e | | o=+ |
| | | |
v ' ' v
————t oot +o———t ot et SR
10 | | 20 | | 34 | | 83 | | 80 | 95 |
+————+ o+

Estrutura

Importante. Para nés arvore 2-3 é sinonimo de
arvore 2-3 perfeitamente balanceada.

Fato. Toda arvore 2-3 de altura h tem no minimo
2h+1_1 nés e no méximo 31 —1 nods.

Consequéncia. Toda arvore 2-3 com n nds tem
altura n3o superior a lg(n + 1) — 1 e n3o inferior a
logg(n+1) — 1.

Anatomia de uma arvore 2-3 de busca

Anatomy of a 2-3 search tree

Fonte: algs4

Missao

Missao. Manter uma arvore 2-3 de busca sujeita a
operacdes de atualizacdo como put(),
deleteMin(), delete(), ....



root--—-------- + root--—-------- +
—> | -=> |
v v
A > <-- +-———+
| 45 | + | 45 |
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7ol 120 l3al | 53 160 | |80 1 95 | I 71100121251 |34l | 53 1 60 | | 80 | 95 |
novo 3-nd
Insercdo em um né simples (ndo estraga estrutura):
Procura 60 e transforma um 2-né em 3-nd. Procura 25 e transforma um 2-n6 em 3-n6.
put(85) put(85)
root-—-------- +
root--—------- + |
> | v
v it
S - ; | a5 |
| 45 | | P, |
| t-———t [ | |
| v v v
v v e +-———t
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[ [
Espatifa o 4-né. v v
- , +-———t +-———+
Insercdo em um né duplo (estraga estrutura): EX 195 1 :-C c
, , +o———t +o———t
procura 85 e transforma um 3-né em 4-né.
put(85) put(5)
root--——------ + root---------- +
[ = |
v v
+-———+ <-- +-———+
| 45 | | 45 |
[ bt [ I bmmmmt [
| | v [
) ' v v
B s s PSR D e a3 B S
Hommme | 12 | 27 |-=---= + :=) novo 3-n6 +---| 64 | 85 |----+ i |12 | 27 |-==——- + +---| 64 | 85 |--—-+
| +o———t————+ | | +o———t————+ | (I R | | e |
[ | [ [ [ | v [ [ | [ |
v v v v v v ) v ) ) \' )
to———t————t————t H————t————4 -+ to—m—t————t ————+ +o———t
| 71101 | 20| 25 | | 34 | | 53160 | | 80 | | 95 | | 51 71101 | 20| 25 | | 34 | | 83 1 60 | | 80 | | 95

novo 4-nd :-(

Transforma o 2-n6 pai em 3-né.
Procura 5 e transforma um 3-n6 em 4-né.



put(5)
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put(57)
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Tranforma o 3

Tranformacdes preservam propriedades

Tranformacdes preservam propriedades
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Tranformacdes preservam propriedades

less between\ /between\ /between\ /between greater

than a aandb b and c candd dande than e

[ e W e U I e W e W F e S e |
ace

less between\ /between\ /between\ /between greater

than a aandb b and c candd )| dande than e

I 1 rarara WY I e U ) e W I e U  Inearara S § e |

Splitting a 4-node is a local transformation
that preserves order and perfect balance

Fonte: algs4

Arvore 2-3 aleatoria

Typical 2-3 tree built from random keys

Fonte: algs4

BSTs rubro-negras

Fonte: http://scottlobdell.me/

Referéncias: BSTs rubro-negras (PF); Balanced
Search Trees (S&W); slides (S&W) Hashing
Functions (S&W)

Consumo de tempo

Numa arvore 2-3 com n nds, busca e insercao
nunca visitam mais que lg(n+1). Cada visita
faz no maximo 2 comparacdes de chaves.

Implementacao

Usaremos BSTs (arvores binaria de busca) para
simultar arvores 2-3.

BSTs rubro-negras

Uma BST rubro-negra (red-black BST) é uma BST
que simula uma arvores 2-3.

Cada 3-n6 da éarvore 2-3 é representado por dois
2-nés ligados por um link rubro.

Nossas BSTs s3o esquerdistas (/eft-leaning), pois os
links rubros s3ao sempre inclinados para a esquerda.

3-node

less between', / greater

than a aandb than b

Aﬂffr

[ess between fhanb
than a aandb



BSTs rubro-negras Anatomia de uma arvore rubro-negra
red-black BST

Uma BST rubro-negra é uma BST cujos links sdo
negros e rubros e:

» links rubros se inclinam para a esquerda;
» nenhum néd incide em dois links rubros;

horizontal red links

» balanceamento negro perfeito: todo
caminho da raiz até um link null tem o
mesmo nimero de links negros.

2-3 tree

Se os links rubros forem desenhados horizontalmente
e depois contraidos, teremos uma arvore 2-3

Fonte: algs4

1-1 correspondence between red-black BSTs and 2-3 trees

Arvore 2-3 para rubro-negra Arvore 2-3 para rubro-negra

Se os links rubros forem desenhados horizontalmente
e depois contraidos, teremos uma arvore 2-3:

| |
| |
| |
_ _ | |
v v
| | | [ |

Ared-black tree with horizontal red links is a 2-3 tree

< —— =+ — +

Fonte: algs4
Arvore 2-3 para rubro-negra Arvore 2-3
mm——t
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------- + 4======== + } ; } + ; -4 ;
| link negro ! 1link rubro



Arvore rubro-negra

root >
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e ot ot

Nés de uma BST rubro-negra

E inconveniente armazenar a cor de um link na
estrutura de dados; é mais simples armazenar essa
informacao nos nos.

A cor de um né é a cor do Unico link que entra nele.

A raiz é considerada negra.

private static final boolean RED = true;
private static final boolean BLACK = false;

Nés de uma BST rubro-negra
private class Node{

Key key; Value val,;

Node left, right;

int n; // ndmero de nds nesta subarvore

boolean color; // cor do link para este n6

Node(Key key, Value val, int n,

boolean color) {

this.key = key; this.val = val,
this.n = n; this.color = color;

I

private boolean isRed(Node x) {
if (x == null) return false;
return x.color == RED;

Balanco e profundidade

O balanco negro perfeito vem do fato de que os
links negros correspondem aos links da arvore 2-3.
Nota. No CLRS as arvores rubro-negras tém nos
rubros e negros:
» nds rubros s3o os referenciados por links rubros.
» nés negros s3o os referenciados por links
negros.

A profundidade negra de um nd x é o nlimero de
links negros no caminho da raiz até x.

A altura negra da arvore é o maximo da
profundidade negra de todos os noés.

No6s de uma BST rubro-negra

h.right.color
~ 15 BLACK

get(key)

O cédigo de busca (= get()) para BSTs
rubro-negras é exatamente igual ao das BSTs
comuns!

public Value get(Key key) {
Node x = get(r, key);
if (x == null) return null;
return x.val;

b



get(key)

O cddigo de busca (= get()) para BSTs
rubro-negras é exatamente igual ao das BSTs
comuns!

private Node get(Node x, Key key) {
// Considera subdrvore que tem raiz x

if (x == null) return null;
int cmp = key.compareTo(x.key);
if (cmp < 0)

return get(x.left, key);
else if (cmp > 0)

return get(x.right, key);
else return x;

Insercao em um 2-nd

Arvore formada por apenas um 2-né

root —------- + root —------- +
I [
V  negro \
-t -t
| 53 | | 53 | 2-né
==t Fo———t

Insercao em um 2-n6

Arvore formada por apenas um 2-né

put (60)
root ------- + root ——-------- +
| |
V  negro \Y
+o———t Rt S
| 53 |===+ | 83 | 60 |
ot ! e
!
F—————= + !
| | V  rubro
| left | +-——+
+=> | | 60 |
ot

get(key) versdo iterativa

Recebe uma chave key e retorna o valor val
associado key; se key ndo esta na BST, retorna
null.
private Node get(Node x, Key key) {
if (x == null) return null;
while (x != null && !'x.key.equals(key))
int cmp = key.compareTo(x.key);
if (cmp > k)
x = x.left;
else
X = X.right;
if (x != null) return x.val;
return null;

Insercao em um 2-n6

Arvore formada por apenas um 2-n6

put (50)

|
V  negro \
ot ot
+====| 53 | | 50 |
! ot +o———t
!
!
V  rubro
Fo———t
| 50 |
Fo———t

Insercao em um 2-n6

Arvore formada por apenas um 2-né

root = rotateLeft(root);



Insercao e

m um 2-n6 qualquer

root —--—---—- + root ——-—---—--- +
| |
V  negro \4
+-———+ +-———+
tommm | 83 |-———- + tommm— | 83 |-——--- +
| #ememt | | +ommt |
I I I |
V negro v negro v v
+-—==t +-—==t +e——=t +-—==t
| 40 | +===| 74 | | 40 | | 62 |
+-———+ ! +o———+ +-———t +-———+
! 2-ndé
V  rubro
+o———+
| 62 |
+-———+
~ 7
Insercao em um 2-n6 qualquer
put (49)
root ---------- + root ---------- +
| I
V  negro v
+o———t +o———t
Hommmmo | 83 |----- + Hommmoe | 83 |-=———- +
| +oom—t | | oot |
h | | I |
| V  negro v negro v v
o St-———t +-———t + + + + + +
| 40 |===+ +===| 74 | | 40 | 49 | | 62 | 74 |
Rt | !
! !
to—m + v V. rubro
| left | +--—-+ +--——+
| I 1491 | 621
+==> | +————+ +———+
rubro
~ 7/
Insercao em um 3-n6
root ——-------- + root ———-—-—------ +
| [
V  negro \U
+————+ o+
+====| 53 | | 40 | 83 |
! +————t L et
1 3-nbé
!
V  rubro
+o———+
| 40 |
+-———+

Insercao em

put (32)
root --—------ + root ---------- +
I I
V  negro v
ot ot
o | 53 |----- + oo | 83 |--—-—- +
| +ommmt I I oot I
| I I I
V. negro v negro \ v
ot ot B et B et
+===| 40 | +===| 74 | | 32 | 40 | | 62 | 74 |
! +-———+ ! +-———+ +o———t————+ o —t————+
! !
) rubro \ rubro
+————t -t
| 32 | | 62
+-———+ +-———+
~ 7/
Insercao em um 2-né qualquer
h = rotateLeft(h);
root —-—-—------- + root ---------- +
I |
V  negro v
ot ot
Hmmmm e | 83 |-———- + +ommmoe | 83 |-————- +
I oot I I oot I
h | I I I
| V  negro v negro v v
o S ot B et tomm ot
+===| 49 | +===| 74 | | 40 | 49 | | 62 | 74 |
! +————t ! =t e Hom——m———t
! !
v rubro v rubro
+-———+ +-———t
| 40 | | 62 |
+-———+ +-———+
/. . , s
chave ¢ inserida é menor do 3-n6
put(31)
root ——-------- + root ——----------- +
| |
V  negro \
h-———————- S+————+ Fomm et ———
t+====| 53 | | 31 | 40 | 83 |
+o———t Fomm—tm———————4
4-ndé
to—m—— +
rubro | |
X ————-——- S————t | right |
+====| 40 | | |
! +o———t <———+
1
!
rubro v
+o———+
| 31 |

+-———+

um 2-n6 qualquer



chave é inserida é menor do 3-nd

x = rotateRight(x);

root ——-------- + root ———-—-------- +
I I
V  negro \
h-——-————- > +————+ e B e
4====| 40 |====+ | 31 | 40 | 53 |
! +————+ ! to—— -+
X ! ! 4-nd
| ! !
| V  rubro V  rubro
Bt St=——=t +-———+
| 31 | | 53 |
+-———+ +-———+

chave é inserida entre as chaves do 3-nd

put (45)
root ——-————-———- + root —————————--—- +
| |
V  negro \
h + + fomm 4
+====| 53 | | 40 | 45 | 53 |
! +-———+ Fomm et — 4
X ! 4-n6
| !
| V. rubro
o S+————+
| 40 |====+
-t !
!
to————— + !
| left | v rubro
| R
+-==> | | 45 |
+o———t

chave é inserida entre as chaves do 3-n6

h = rotateRight(h);

root ——--------- + root ——---—-—----- +
| |
V  negro \U
h-——————————- > +————+ ot ————+
+====| 45 |====+ | 40 | 45 | 53 |
! +-———t ! B et
X ! ! 4-nd
| ! !
| V  rubro V  rubro
Fommm e St————t Fo———t
| 40 | | 53 |
+————t +-———+

chave é inserida é menor do 3-né

flipColors(h);
root ==========+ root —-—-—------—---- +
! [
V  rubro V.  2-né
| e > 4-———+ ot
+--—=] 40 |--———+ +---| 40 |-——+
| 4t | 4t
| [ | |
| I I |
V  negro V  negro V.  2-né \ 2-nd
+o———t et ot +o———t
| 31 | | 53 | | 31 | | 53 |
+-———+ e et et

chave é inserida entre as chaves do 3-nd

x = rotateLeft(x);
root

—————————— + root ——-—--——--—-—+
| |
V  negro \4
h--—————————= > o———t et S
+====| 53 | | 40 | 45 | 53 |
! ot et
X ! 4-né
| ! o +
| V  rubro |
Fommm >+————+ | right |
+====| 45 | | |
! ot +  <———+
!
!
'
+----+ rubro
| 40 |
ot

chave é inserida entre as chaves do 3-no6

flipColors(h); hmmm. raiz deve ser negra

root —————————-=-- +
! I
V  rubro V. 2-nd
h-—————————— > +-———+ -t
+---=] 45 |--——+ +---| 45 |--——+
| 4t | o4t |
| [ [ |
| [ | |
V  negro V  negro V.  2-né \ 2-nd
+-——t -t +-———t +-——t
| 40 | | 83 | | 40 | | 53 |
-t ot -t +-———t



chave inserida é maior que todas do 3-né

put (77)
root —--------- +
|
V  negro
+=————t

4====| 53 |====+

1 fm———t !

1 !

! !

V  rubro \Y
o=t F———+
| 40 | | 77 |
o=t F=——=t

root ——----------— +
|
)
ot ——————+
| 40 | B3 | 77 |
o +
4-no6
rubro

chave é inserida em um 3-n6 qualquer

root —----- +
|
V  negro
I
4m=====| 27 |------ +
I 4t |
!
V rubro V  negro
PR FR—
o | 12 J--mm- + | 34|
| PR | PR
|
V. negro
ot
+===| 25 |
[
!
V  rubro
4t 4t
71 120 |
+ommt ot

root ---+
|
|
v 3-nd
B S
o 112 1 27 |----—-- +
| B
| |
v v v
B it
I 71101 12 1|25 | 34|
B e e T S
3-nd 3-nd 2-nd

chave é inserida em um 3-n6 qualquer

h = rotateRight(h);

root —----- + root —-—+
| |
V  negro |
ot v 3-né
4======| 27 |-----—- + Ammmmdom——t
1 B | R —— | 12 | 27 |-————————- +
! | | bt
V  rubro V  negro | | |
At At | -t |
Hmommeee | 12 |-=---- + |34 I | |
| Hmmmmt | ot v v v
| | oot
v negro I 71101 1151120 | 25 | | 34
s h et
+===| 20 |===+ 3-n6 4-n6 2-n6
[
! !
V  rubro V  rubro
Fommmt Fommmt Fommmt
71 1 15 | 125 |
4ot 4ot 4ot

chave inserida é maior que todas do 3-n6

flipColors(root);

root ==========+
!
V  rubro
+-———+
+--—=| B3 |-———+
| 4t
| I
| I
V  negro W
+-———t et
| 40 | | 77 |
+-———+ +-———+

hmmm. raiz deve ser negra

root ————-—-—-—-—- +
|
V.  2-nd
et
+--—=| B3 |--——+
|
[ I
| |
negro V.  2-né \
-t -t
| 40 | | 77 1
+o———+ ot

chave é inserida em um 3-n6 qualquer

put (16)

root —----- + root —-—+
| |
|
v 3-n6
Y
Ao 112 | 27 |-==-mmmmm- +
| e
negro | | |
| -t |
| | |
v v v
et
negro I 71101115120 | 25| | 34
ot
3-né 4-n6 2-n6
Ammmmem +
! | right |
V  rubro vV rubro <=---+
ot At
171 +===| 20 |
ot [ E—
'
V  rubro
ommmt
1 15 |
g

chave é inserida em um 3-n6 qualquer

flipColors(h);

| Ammmme e +
V negro | left | V  rubro
P— R
+===] 10 | 4m=m] 20 |--—+
[ — ([ —
! |
vV rubro V negro V  negro
4t 4t 4t
71 115 | | 25 |
PR R PR

+
|
|
|
|

v
oot

L7l

oot

3-n6

root ---+
|
|
v 4-n6
e Y
===1 12 | 20 | 27 |--—-+
B Bt e

|

|

|

|
v v v

e R
10011161 12511 34

R T
2-né 2-né 2-nd



chave é inserida em um 3-n6 qualquer

h = rotateLeft(h);

root ------ + root --—+
| |
V. negro |
Hmmmmmmm oo S v 4-n6
| 4m=====| 27 |--—mm— + P
h 1 PO | 4-==] 12 | 20 | 27 |--—-+
! dmmmme + [ S S — |
V rubro |rightl V  negro | | | |
ot | +———+ | | +-—t |
#=======| 20 |------ + <=+ | 34| | | | |
! +ommt ! +mmm—t v v v v
! ! dmmmmdmmm—h bmm—b bmmm—h bt
V rubro V  negro | 711001 1151 12511341
oot oot B e I T i e
4| 12 |-+ |25 | 3-n6 2-n6  2-n6  2-n6
[ —— U

| |
V  negro V

+omt +ommt
+===| 10 | |15 |
[ R
!
vV rubro
+-———t
7l
+omot
h /7 - -d 3 7/ I
flipColors(h);
root == root ---——+
' I
vV rubro v
o m S R
| A Ea— 120 |-==--—- + +===] 20 |-+
h | B | [
| | | |
V negro V  negro v v
4o R 4o R
R |12 |----m- + Homm| 27 |-+ o=l 12 |-+ 4] 27 |-+
| 4ot ! [ | [ | |4t |
| ! | | | | | |
V negro negro V V negro negroV v vV v
+ommt L el e e e T e
+===| 10 | 115 | | 25 | 1311 71111151 1251 134l
[ Hommh bt B e
!
vV rubro
+-———t
7l

ot
root.color = BLACK; // manter BLACK o link para a raiz.

Rotacao esquerda

could be right or left,

h «— red or black

chave é

h = rotateRight(h);

inserida em um 3-n6 qualquer

root ------ + root ---+
| |
V  negro |
o mmm e S-———t v 4-n6
| + =] 20 |=========+ O
h ! P ! 4-—=] 12 | 20 | 27 |-——+
! ! | dmmmmdmmmmdee—mt |
V rubro v rubro | | | |
ot +m———t | | =+ |
#mmmeen |12 |------ + +emm] 27 |t I [ \ [
| +-———t ! [ | v v v v
I ' | e A P
V negro negro V v VI 711011151 125113a]
+===| 10 | 115 | | 25 | | 3| 3-né 2-n6  2-n6  2-n6
[ — O o
'
v rubro
71
Rotacoes
I

O cédigo de

insercdo (= put()) é complicado; ele

depende de operacoes de rotacao.

Durante uma

operacao de insercdo, podemos ter,

temporariamente, um link rubro inclinado para a
direita ou dois links rubros incidindo no mesmo né.

Para corrigir

isso, usamos rotacdes e flipping colors.

Rotacdo esquerda (ou horaria) em torno de um

nd h: o filho

direito de h"sobe"e adota h como seu

filho esquerdo.

Continuamos tendo uma BST com os mesmos nds,
mas raiz diferente.

Rotacao esquerda

private Node rotateLeft(Node h) {

Node x =
h.right
x.left =
x.color
h.color
x.n = h.
h.n=1

h.right;

= x.left;

h;

= h.color;

= RED;

n;

+ size(h.left) + size(h.right);

N
X
less
than E b
etween greater
EandS than S
. P
h
N
greater
less between Sl
than E EandS Fonte: algs4

Left rotate (riaht link of h)

return Xx;



Rotacao direita

o h
.
greater
less between i s
than E Sand E
N
- h
less
than E b
etween greater
Sand E than S Fonte: algs4

Right rotate (left link of h)

Flipping colors

As operacdes de rotacao sdo locais.

Depois de uma rotacdo, continuamos tendo uma
BST com balanceamento negro perfeito.

Mas a operacao pode ter criado um link rubro
inclinado para a lado errado ou dois links rubros
seguidos. Isso devera ser corrigido.

Na arvore 2-3 a operacao de flipping colors
correspondera a espatifar um 4-n6 e subir a chave
do meio para o né pai.

Flipping Colors

private void flipColors(Node h) {
h.color = RED;
h.left color = BLACK;
h.right.color = BLACK;

}

Rotacao direita

private Node rotateRight(Node h) {
Node x = h.left;

h.left = x.right;

x.right = h;

x.color = h.color;

h.color = RED;

x.n = h.n;

h.n =1 + size(h.left) + size(h.right);

return Xx;

Flipping colors

h «could be left
~ or right link

less between\ /between\, / greater
than A AandE )| EandS than S

red link attaches
. — middle node
to parent

w7
black links split
to 2-nodes

less between\ /between greater
than A AandE )| EandS than S

Flipping colors to split a 4-node

Fonte: algs4

RedBlackBST

public class RedBlackBST<Keyextends
Comparable<Key>, Value> {

private Node r;
private class Node
private boolean isRed(Node h)
private Node rotateLeft(Node h)
private Node rotateRight(Node h)
private void flipColors(Node h)
private int size()



RedBlackBST

public void put(Key key, Value val) {
r = put(r, key, val);
r.color = BLACK;

}

RedBlackBST

private Node balance(Node h) {

if (isRed(h.right) && !isRed(h.left))
h = rotatelLeft(h);

if (isRed(h.left)&&isRed(h.left.left))
h = rotateRight(h);

if (isRed(h.left) && isRed(h.right))
flipColors(h);

h.n = size(h.left) + size(h.right) + 1;

return h;

RedBlackBST

private Node put(Node h, Key key,

Value val) {

if (h == null)

return new Node(key, val, 1, RED);
int cmp = key.compareTo(h.key);
if (cmp < 0)

h.left = put(h.left, key, val);
else if (cmp > 0)

h.right = put(h.right, key, val);
else h.val= val;
h= balance(h);
return h;



