Conectividade dinamica

Wi-Fi went down for five
minutes, so i had
" totalktomy
' family. They
seem like
nice people.

DespicableMeMinions.org

Fonte: Wifi humor

1.5 Case Study: Union-Find

Problema: p e q estao ligados?

Fonte: algs4

Conjuntos disjuntos

Exemplo de colecao disjunta de conjuntos:
componentes conexos de um grafo

componentes formam conjuntos disjuntos de vértices

{a,b,c,d} {e, f.g} {h,i} {j}

Leitura, videos, ...

Leitura: Case Study: Union-Find, S&W

Videos: Union-find e Kruskal, Gabriel Russo, canal
BCC e Union-find, Robert Sedgewick.

Considere uma colecao de conjuntos disjuntos
S1,S9,...,Sn.

Conjuntos sdo modificados ao longo do tempo.

Terminologia utiliza metéfora de redes: sitios/sites,
conexao,. . .

Conjuntos disjuntos

Seja & = {Sy,S9,...,S,} uma colecdo de conjuntos
disjuntos, ou seja,

para todo i # j.

Colecao disjunta dinamica
Conjuntos sao modificados ao longo do tempo



Colecdo disjunta dinamica
Conjuntos sdo modificados ao longo do tempo
Exemplo: grafo dindmico

a b e f h J
o o ] o
G
e %9 ;

aresta componentes

Colecdo disjunta dinamica
Conjuntos sdo modificados ao longo do tempo
Exemplo: grafo dinamico

a b 2 fh J
o o (]
G
e 99 ;

aresta componentes

{a} {b} {c} {d} {e} {/} {g} {n} {3} -

Colecao disjunta dinamica
Conjuntos s3o modificados ao longo do tempo
Exemplo: grafo dindmico

a b € f h J
o o
G
(. d g 1

aresta componentes

(b;d)  {ay {b.d} {e} {e} {f} {9} {h} {5} U}

Colecao disjunta dinamica
Conjuntos s3o modificados ao longo do tempo
Exemplo: grafo dinamico

a b € f h J
o o
G

c d g )

aresta componentes

(e.9)  Aa} {b,d} {c} {e.g} {F} {n} {5} (U}

Colecao disjunta dinamica
Conjuntos s3ao modificados ao longo do tempo
Exemplo: grafo dindmico

a b € f h
G

aresta componentes

(h,)  Aa,c} {bd} {e,9y {f} {h,i} {5}

(a,c) Aacp {bd} {e.g9} {f} {h} {i} {J}

Colecao disjunta dinamica
Conjuntos sao modificados ao longo do tempo
Exemplo: grafo dinamico

a b e f h
G

aresta componentes

(a,0)  {a,b,¢,d} {e,gr {f} {hi} {j}



Colecdo disjunta dinamica
Conjuntos sdo modificados ao longo do tempo
Exemplo: grafo dinamico

a b € f h
G

J
o

aresta componentes

(e./)  {a,b,c.d} {e, [, g9} {h,i} {J}

Operacoes basicas
S colecdo de conjuntos disjuntos.

Cada conjunto tem um representante.

MAKESET (x): x € elemento novo
S+ SU{{x}}

Operacoes basicas
S colecdo de conjuntos disjuntos.

Cada conjunto tem um representante.

MAKESET (x): x é elemento novo
S+ Su{{x}}
UNION (x,7): x e y em conjuntos diferentes

S+ 8§ — {8 S, U{s USs}
x estd em S, e y estd em Sy

FINDSET (x):
que contém x

devolve representante do conjunto

Colecdo disjunta dinamica
Conjuntos sdo modificados ao longo do tempo
Exemplo: grafo dinamico

a b e f h J
(]
G

aresta componentes

(b:e)  {a,b,¢.d} {e, f,9} {h,i} {J}

Operacgdes basicas
S colecdo de conjuntos disjuntos.

Cada conjunto tem um representante.

MAKESET (x): x é elemento novo
S+ SU{{x}}
UNION (x,7): x e y em conjuntos diferentes

S+ S — {8 S, u{syUs,}

Connected-Components

Recebe um grafo (G e contréi uma representacao
dos componentes conexos.

CONNECTED-COMPONENTS (()

1 para cada vértice v de (& faca

2 MAKESET (v)

3 para cada aresta (u,v) de G faca
4 se FINDSET (u) # FINDSET (v)
5 entdo UNION (u,v)

Detalhes de implementacao: objeto representando
vértice u aponta para para a representacao de u
como coniunto. e vice-versa.



) Consumo de tempo Same-Component
n := namero de vértices do grafo

m := numero de arestas do grafo

] . ) Decide se u e v estdo no mesmo componente:
linha consumo de todas as execucdes da linha

1 = O(n) SAME-COMPONENT (u, v)

2 =n X consumo de tempo MAKESET 1 se FINDSET (u) = FINDSET (v)

3 = O(m) 2 entdo devolva S|V

4 = 2m X consumo de tempo FINDSET 3 50 devolva NAO

5 < n X consumo de tempo UNION senao devolva

total < ©(n+m)+n x consumo de tempo MAKESET

+2m X consumo de tempo FINDSET
+n X consumo de tempo UNION
Algoritmo de Kruskal Conjuntos disjuntos dinamicos
Encontra uma arvore geradora minima (CLRS
23). Sequéncia de operacdes MAKESET, UNION,
MST-KRUSKAL (G,w) > G conexo FINDSET
—1  coloque arestas em ordem crescente de w M M M UFUUTFUTFTFTFUTF
0 A+
—_—————

1  para cada vértice v faca n

2 MAKESET (v)

3  para cada aresta uv em ordem crescente de w faca m

4 se FINDSET (u) # FINDSET (v)

5 tao UNION

entao (v, v) Que estrutura de dados usar?
8 A<+ AU {uv}
0 devolva A Compromissos (trade-offs).

“Avo" de todos os algoritmos gulosos.

API Cliente
public class UF public static void main(String[] args) {
UF(int n) inicializa n sites com int n = StdIn.readInt();
nomes inteiros UF uf = new UF(n);
0,...,n-1 while (!StdIn.isEmpty()) {
void union(int p,int q) acrescenta ligacdo int p = StdIn.readInt();
entrepeq . - .
int find(int p) retorna id do }nt q = StdIn.readInt(); '
componente de p if (uf.connected(p, q)) continue;
boolean connected(int p,int q) truesepeq uf -lll'liOIl(P, q) H
estdo no mesmo StdOut.println(p + " " + q);
componente }
int count () ndmero de i . .
componentes StdOut.println(uf.count(O+" comps");




Quick-find

QuickFindUF
QuickFindUF uf = new QuickFindUF(10);

FIND THE ODD MINIONQ

uf ---—+
59 5 Eh dh Eh ey Eh Ed Ed |
%'H'R'R'R'R'R'H'H'M' v
& EH &b & &S & & &b & oo
m-m -a -m -m -m ~m ~m -m ~ﬁ~ | id (private) count: 10 (private)
oo ~ oo ~ pucll Too ~Too ~Too ~Fos ~Tos ~ oo ~Teo ~ B A A A
mm"mmmmmmm | +==> 101112131 41516171819]|
& WH EH W dn & dh &b &H & | e e e e e
SN0 NN NN W | 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
|
Fonte: Youtube | Métodos: cont(), comnected(), find(), union()
I
1.5 Case Study: Union-Find o
QuickFindUF QuickFindUF
uf.£ind(3) retorna 3 uf.union(4, 3)
uf.£ind(0) retorna 0
uf ——-—+
uf —--—+ |
|
v v
+ ____________________________________________________
N * id (private) count: 9 (private)
id (private) count: 10 (private) 1dtp P

| e i S LS
+==> 1011121314156 161718129]I

I I
: : | +--—+--—+-——+-——+-——t-———+-——F—-———F—-——+———+
I I
| +--—+-——+--—+-—+-——t—-——t—-———t—-——t———+—-——+ |
| |
| |
| |
| |

I

I

I

| +==> 10l 1121313156161 71819]
| +--—+--+--+-—+-—+-—+-—4+———+—-——+—-——
I

|

I

I

0 1t 2 3 4 5 6 7 8 9 o 1t 2 3 4 5 6 7T 8 9

Métodos: cont(), connected(), find(), union() Métodos: cont(), comnmected(), find(), union()
+ ____________________________________________________
e +
QuickFindUF QuickFindUF
uf.find(3) retorna 3 uf.find(4) retorna 3 uf.union(6, 5);
uf.union(3, 8);
uf —-———+
uf ——-—+ |
! v
V + ____________________________________________________
T T T T T T T T T T T T T e e + id (private) count: 7 (private)

id (private) count: 8 (private)
I

| B T s T e Tt S
+~> 1011218185656 7I8]9]

|
| e s e sttt S S
+=> o0l 1l21881515171819I

+ t 1 +

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9

|

I

|

|

| +———4 + 4+ +
|

|

| Métodos:

I

cont(), connected(), find(), union()

|
I
|
|
-—t-—-—t+-—t-——t+———4-———+ |
|
|
|
I

Métodos:

cont(),

connected(),

find(),

I
|
I
I
| +--—+-——+-—-—+-—+-——+-—+-——F—-———F-——+—-———+
|
I
I
|

union()



QuickFindUF

uf.union(9, 4);

id (private) count:

|
[

| ot ——————+
| +=>101112181815151718138|
| e e e B ettt
| o 1 2 3 4 5 6 7 8 9

I

I

I

Métodos: cont(), comnected(), find(), union()

QuickFindUF
uf.union(8, 9);

id (private)
|

I

I

| to——tm— e —— b ——————+
| +=—> 10111 1181815151 718]8|
| B s S s s et S e
| 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

I

I

I

Métodos: cont(), connected(), find(), union()

QuickFindUF

uf.union(7, 2);

count:

I

I

| A e At e e s
| +=—> o0l 1111818l 0l0111]8]8]|
| to——tm— e —— e —————————+
| 0 i 2 3 4 5 6 7 8 9

I

|

I

Métodos: cont(), connected(), find(), union()

6 (private)

3 (private)

QuickFindUF

uf.union(2, 1);

id (private) count:

I
[

| bttt ——————+
| +==> 101 1111818151561 71818]
| i e s At et
| 0 i 2 3 4 5 6 7 8 9

I

|

I

Métodos: cont(), comnected(), find(), union()

QuickFindUF
uf.union(5, 0);

id (private)
|

I

I

| B ettt it matatt
| +==> 01 1818010171818
| B e S it e e e
| 0 1 2 3 4 b5 6 7 8 9

|

I

I

Métodos: cont(), connected(), find(), union()

QuickFindUF
uf.union(6, 1);

count:

I

|

| oot ——+
| +=> 111111181811 l1]1118]38]|
| to— b ——————+
| 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

I

I

|

Métodos: cont(), connected(), find(), union()

5 (private)

2 (private)



Class QuickFindUF: esqueleto Class QuickFindUF: construtor e count()

public class QuickFindUF { public QuickFindUF(int n) {
count = n;
id = new int[n];
for (int i = 0; 1 < n; i++) {
public QuickFindUF(int n) {...} id[i] = i;
public int count() {...} }
public boolean connected(int p, int q) }
{...}
public int find(int p) {...}
public void union(int p, int q) {...}

private int[] id;
private int count; // no. compts

// retorna to nimero de componentes
public int count() {
return count;

}

Class QuickFindUF: connected() e £ind() Class QuickFindUF: union()

// une os componentes de p e q
public void union(int p, int q) {
int pID = find(p);
int qID = find(q);

// p e q estdo no mesmo componente?
public boolean connected(int p, int q) {
return find(p) == find(q);

¥ if (pID == gID) return ;
// retorna o id do componente de p for (int i = 0; i < id.length; i++) {
public int find(int p) { if (id[i] == pID) id[i] = qID;
return id[p]; }
} count—--;
}

Consumo de tempo Experimentos
UF(n) O(n)
union(p, q) O(n)
find(p) O(1) % java Driver < tinyUF.txt

o B . 2 components

Uma sequéncia de m operacdes pode consumir 0.002seg

tempo ©(m?) no pior caso.
% java Driver < mediumUF.txt

Consumo de tempo amortizado de cada operacdo é 3 components
O(m). 0.025seg
Hmm. Em union() seria razoavel alterarmos o % java Driver < largeUF.txt

menor nimero possivel de posicoes do vetor id.
Para isso precisamos saber qual conjunto tem o
menor nimero de itens. ..

~(



Quick-union

1.5 Case Study: Union-Find

QuickUnionUF

O representante ou nome de um componente sera
o sitio que é o pai de si mesmo. Hmm. Aqui a
metafora fica meio estranha. ..

E intuitivo representarmos a estrutura através de
um conjunto de arvores disjuntas (= floresta) onde
as raizes das arvores sao os sitios p tais que

p == pailp].

Estrutura disjoint-set forest
a b e f h j
®
G I I I
c d g 1

» cada conjunto tem uma raiz, que é o seu
representate

» cada né p tem um pai
» pai[p] = p se e sé se p é uma raiz

QuickUnionUF

A ideia é trocar o indicador id[] do componente
por um indicador do pail[] do sitio.
Por sua vez, se p é um sitio,

pailpailpl] é o avo de p
pailpailpailpl]] é o bisavo de p,
pai[pailpailpailp]l]]] é o tataravd,

Estrutura disjoint-set forest

id[] is parent-link representation

8

of a forest of trees find has to follow links to the root

root . '
~(D pa 2123456789
59 1 0 8 8
© © t 1
find(5) is find(9) is
®

id[id[id[5]1]1] id[id[9]]

e Ufl7' union changes just one link

pg 01234567809

59 11 0 8 8
8

Quick-union overview

Estrutura disjoint-set forest

aWAVS

v

v

v

cada conjunto tem uma raiz
cada né p tem um pai

pailp] = p se e s6 se p é uma raiz

o)



MakeSet e FindSet

AT

&
MAKESET(p)
1 paifp] < p
FindSet
b/Q Lo i)
. \. d g/ \ f zi
&
FINDSET(p)
1 sepailp]=p
2 entdo devolva p
3 sendo devolva FINDSET (pai[p|)
Union

bQ UNION(a, f) hQ

a./\d o) o 1
IEVAN

UNION(p, q)

1 p' <« FINDSET (p)
2 g « FINDSET (q)
3 pai[d] ¢

o)

o)

]

MakeSet e FindSet

AT

FINDSET(p)
MAKESET(p) 1 enquanto pai[p] # p faca
1 pailp] < p 2 p < pailp]

3 devolvap

Union

UNION(p, 9)
1 p' < FINDSET (p)
2 ¢ <+ FINDSET (q)

3 pailg] «p

Union
D' UNION(a, f)

o
avy

UNION(p, q)

1 p' <« FINDSET (p)
2 g < FINDSET (q)
3 pai[q] ¢

o)

)

o)



MakeSet, Union e FindSet

MAKESET(p)
1 pailp] < p

UNION(p, q)

1 p' + FINDSET (p)
2 g <« FINDSET (q)
3 pai[g] «p’

FINDSET(p)

1 sepailp]=p

2 entdo devolva p

3 sendo devolva FINDSET (paip])
QuickUnionUF

uf.£ind(3) retorna 3
uf.£ind(0) retorna 0

uf —--—+

pai (private) count: 10 (private) |

I
[

| Rt Attt T e
| #+=> 1011121314151 6171819]
| B i B Rt e e
| 0 1 2 3 4 b 6 7 8 9

|

|

|

Métodos: cont(), connected(), find(), union()

QuickUnionUF

uf.£ind(3) retorna 3 uf.find(4) retorna 3
uf.union(3, 8);

uf —--—+

pai (private) count: 8 (private) |

|

[ I
| | B e B it B T e e e |
[ +=> 101 112181315161 7I181]29]| |
| +———+ + + s et B e |
| |
| |
| |
I I

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Métodos: cont(), connected(), find(), union()

QuickUnionUF
QuickUnionUF uf = new QuickUnionUF(10);

pai (private) count: 10 (private) |

I

[ |
| bttt ——————+ |
| +==> 101 112131415161 718129]I |
| i B s At e |
| 0 i 2 3 4 5 6 7 8 9 |
I I
| |
I I

Métodos: cont(), comnected(), find(), union()

e +
QuickUnionUF
uf.union(4, 3);
uf -+
|
v
o +
pai (private) count: 9 (private) |

I
[

| ot ——— ¢
| +~—> 10l 12131315161 7]181]9]
| B s s St st
| 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

|

I

|

Métodos: cont(), connected(), find(), union()

o +
QuickUnionUF
uf.union(6, 5);
uf —--—+
|
\
R ———————.—————————, +

count: 7 (private) |

I

| |
| oot ——+ |
| +=> ol 112181315151 718l91l |
| to— b ——————+ |
| 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 |
I I
I I
| |

Métodos: cont(), connected(), find(), union()



QuickUnionUF
uf.union(9, 4);

pai (private) count: 6 (private) |

|
[

| ot ——————+
| +=>101112181315151718138|
| e e e B ettt
| o 1 2 3 4 5 6 7 8 9

I

I

I

Métodos: cont(), comnected(), find(), union()

QuickUnionUF
uf.union(8, 9);

uf —---+
|
v
e +
pai (private) count: 5 (private) |

I

I I
| to——tm— e —— b ——————+ |
| +=> 101111181315 151718l8l |
| b ———f———+ |
| 0 i 2 3 4 5 6 7 8 9 |
I I
I I
I I

Métodos: cont(), connected(), find(), union()

QuickUnionUF

uf.union(7, 2);

count: 3 (private)|

I

I

| A e At e e s
| +=—> 1ol 1118131015111 3]3]|
| to——tm— e —— e —————————+
| 0 i 2 3 4 5 6 7 8 9

I

|

I

Métodos: cont(), connected(), find(), union()

QuickUnionUF

uf.union(2, 1);

pai (private) count: 5 (private) |

I

[ I
| bttt ——————+ |
| +==> 101 1111813151561 7181]8]I |
| i e s At et |
| 0 i 2 3 4 5 6 7 8 9 |
I I
| |
I I

Métodos: cont(), comnected(), find(), union()

QuickUnionUF
uf.union(5, 0);

uf -+
|
v
o +
pai (private) count: 4 (private) |

I

I I
| B ettt it matatt |
| +~—> o0l 22181310151 713]3] |
| B e S it e e e |
| 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 |
| |
I I
I I

Métodos: cont(), connected(), find(), union()

QuickUnionUF
uf.union(6, 1);

count: 2 (private)

I

| |
| oot ——+ |
| +==> 1111111813101 1111313] |
| to— b ——————+ |
| 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 |
I I
I I
| |

Métodos: cont(), connected(), find(), union()



Class QuickUnionUF: esqueleto

public class QuickUnionUF {
private int[] pai;
private int count; // no. compts

public QuickUnionUF(int n) {...}

public int count() {...}

public boolean connected(int p, int q)
{...}

public int find(int p) {...}

public void union(int p, int q) {...}

QuickUnionUF: connected() e find()

// p e q estdo no mesmo componente?

public boolean connected(int p, int q) {
return find(p) == find(q);

}

// retorna o id do componente de p
public int find(int p) {
while (p != pailpl) p = pailp]l;
return p;

}
Consumo de tempo
UF(n) O(n)
find(p) O(n)

union(p, q) O(n)

M MM UFUUFUFFFU

| —
n

Custo total da sequéncia:
nO(1) +mO(n) + nO(n) = O(mn)

Class QuickUnionUF: construtor e count()

public QuickUnionUF(int n) {
count = n;
pai = new int[n];
for (int i = 0; 1 < n; i++) {
paili] = i;
+
+

// retorna to nimero de componentes
public int count() {
return count;

}

Class QuickUnionUF: union()

// une os componentes de p e q
public void union(int p, int q) {
int pRoot = find(p);
int qRoot = find(q);
if (pRoot == gRoot) return ;
pailpRoot] = qRoot;
count--;

Experimentos

% java Driver < tinyUF.txt
2 components
0.002seg

% java Driver < mediumUF.txt
3 components
0.032seg

% java Driver < largeUF.txt

~(



Weighted-Quick-union

1.5 Case Study: Union-Find

WeightedQuickUnionUF

quick-union @
®/5maller /@

tree

smaller larger
. iree tree
I ~—_ might put the
arger larger tree lower
tree
weighted
alwuys chooses the
«— better alternative
larger smaller smaller larger
free tree tree

tree

Weighted quick-union

union by size

Dy Unoxpa) Q)
N\

2@ 1 @q 1

IRV

sz[p] = nés em p MAKESET (p)
1 paifp] «-p
2 sz[p|«+0

WeightedQuickUnionUF

Ideia, ligar a raiz da arvore com menos sitios na raiz

da arvore com mais sitios.
Isso seria a politica natural para tornarmos o
quick-find mais eficiente.

union by size

4©p Qq 2@ 1@

QI/\Q 1‘/\1 11

sz[p] = nés em p MAKESET (p)
1 paifp] < p
2 sz[p|«0

union by size

UNION (p,q) oQ
y \ 0
(o

sz[p| = posto do n6 p  MAKESET (p)
1 paifp] < p
2 sz[p] <+ 0



union by size union by size

sz[p]

]
i/\\sz[q} UNION (p,q) > com “union by size”

sz[p] -~ sz[q

1 p’ < FINDSET (p)
2 o <« FINDSET(q) > supde quep’ #d
3 se sz[p'] > sz[d]
szlp] = sz[q] sz[p] + sz| 4 entdo pai[q] « p’
szq] 5 sz[p'] - sz[p'] + sz[q]
= 6 sendo pailp’] «+ ¢
7 sz[q] <= sz[q] + sz[p/]
WeightedQuickUnionUF WeightedQuickUnionUF
WeightedQuickUnionUF uf = new WeightedQuickUnionUF(10); uf.find(3) retorna 3 uf.find(0) retorna 0
u uf
pai (private) count: 0 (private) pai (private) count: 10 (private)

|
| + + + + + + + + + +
+==> 10l 1213141516l 7I1819I

|
| + t + +
+==> 10111213

4151617181 9]

+ — +
+

+ +

+ — +
+ — +
+ — +

+ +

| |
| |
| |
| |
| | ) ' ) ' ) i ' i '

| 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 | 61 2 3 4 5 6 7 8 9
| |
| sz (private) |
o | '
| + + + + + + + + |

| |

| |

| |

| |

| |

| B i B et S S
+==> 1111111111111 111]1]

| + + + + + + + + + + +
Rt W W A A A O A

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 ¢t 2 3 4 5 6 7 8 9

Métodos: cont(), connected(), find(), union() Métodos: cont(), connected(), find(), union()

————— — — — — — — - — — —

|
|
|
|
|
|
|
| sz (private)
|
|
|
|
|
|
|

WeightedQuickUnionUF WeightedQuickUnionUF

uf.union(4, 3); uf.union(3, 8);

uf uf

+
t

pai (private) count: 9 (private) |

I I

| + + + + + + + + + + +

+==> o0l 112141415616l 7]18129]

B et B s et e e e
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

pai (private) count: 8 (private) |

| |
| B et e s Sttt e S
+=> o0l 112141415161 71419]

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9

|

|

| | |
| l |
| l |
| I |
| I |
| sz (private) | sz (private)

[ | | |
| + + + + + + + + + + + | |
[ +=—> 1111111112111 11111]1] |

| + + + + + + + + + + |

| l |
| l |
| I |

| e Ea e R ettt e e e
> 1111113111111 1]1]
B R T B et e e St 3

6o 1 2 3 4 5 6 7 8 9

4
+

0 i 2 3 4 5 6 7 8 9

Métodos: cont(), connected(), find(), union() Métodos: cont(), connected(), find(), union()

n

+
s
t




LL
oD
c
.2
c
o
=
L
=}
o
oS
(D)
-
=
.80
=
=T
S
o
[e]
-
o
=
[T
=]
LL
oD
c
.2
c
-
4
L
=}
o
]
Q
+—
=
.80
=
o
3
o
(o)
-
=}
S
o
=]

uf

uf

+

6 (private)

count:

pai (private)

112141416161 71414]

+==> 10 |

sz (private)

B e s Sttt St e e Y

1

1

cont(), connected(), find(), union()

Métodos:

7 (private) |

count:

pai (private)

112141416161 714109]

+-=> 1 0 |

sz (private)

s At e St

cont (), connected(), find(), union()

Métodos:

WeightedQuickUnionUF

uf.union(8, 9);

uf

WeightedQuickUnionUF

uf.union(2, 1);

4 (private)

count:

pai (private)

5 (private)

count:

pai (private)

1l14l4ale6l6l714ala4al

l4alal6l6l714l4l

1]

+==> 1 0 |

1

1|

+==>1 0 |

sz (private)

sz (private)

cont(), connected(), find(), union()

Métodos:

cont(), connected(), find(), union()

Métodos:

WeightedQuickUnionUF

uf.union(7, 2);

uf

WeightedQuickUnionUF

uf.union(5, 0);

2 (private)

count:

pai (private)

s
+

3 (private)

count:

pai (private)

B e et S g

At e

1|

1

1|

1141 4|

114141616l

+--> | 6 |

4141616171 41]4]

+==> 1 6 |

sz (private)

sz (private)

1

1

Bt B s aatatat S N B S

cont(), connected(), find(), union()

Métodos:

cont (), connected(), find(), union()

Métodos:




WeightedQuickUnionUF Simulacao

A . reference input worst-case input
uf-union(6, 1); v ©000OOO0OO , ©0000000
uf 43 @@@@@@@ o1 @@@@@@
N + ® d
: palli (private) count: 2 (private): 38 @@@@@@@ 23 % ® 6 6 0
| 4ot m b ——p———p——— 4 | 65 O0OO® @M ©®OO 45 © ®@ ® O
| +==> 6161 1141416161 11]14]4] | o4 @@@@ o 0@
| + + + + + + + + + + + |
| 0t 2 3 4 5 6 7 8 9 | 21 ® GE;E'§ o - ;‘)% é é
| | 8 ™
| sz (private) | ®
| | 50 @ & O 46 © @
(. i s et e e RN Sttt St ettt | % 0/5\0 OO} © g © g
[ +-—> 11131 1]1l86811]l6]1]1]1] | @ &)
| S S S | T & @ ® 04 (0).
[ o 1 2 3 4 6 7 8 9 | 61 © ® OO 9
| ° | B o R S oy
| Métodos: cont(), connected(), find(), union() | @0
+ + Weighted quick-union traces (forests of trees)
Class WeightedQuickUnionUF: esqueleto WeightedQuickUnionUF: count()
public WeightedQuickUnionUF(int n) {
public class WeightedQuickUnionUF { count = n;
private int[] pai; pai = new int[n];
private int[] sz; sz = new int[n];
private int count; // no. compts for (int i = 0; i < n; i++) {
public WeightedQuickUnionUF(int n) paili] = 1i;
{ } SZ[i] = 1,
public int count() {...} ¥
public boolean connected(int p, int q) ¥
{...} ublic int count() {
p
public int find(int p) {...} return count;
public void union(int p, int q) {...} +
}
WeightedQuickUnionUF: connected() e Class WeightedQuickUnionUF: union()
. public void union(int p, int q) {
find() : - £ :
int pRoot = find(p);
int gRoot = find(q);
// p e q estdo no mesmo componente? if (pRoot == gRoot) return ;
public boolean connected(int p, int q) { if (sz[pRoot] < sz[qRoot]) {
return find(p) == find(q); pailpRoot] = gRoot;
} sz[qRoot] += sz[pRoot];
}
// rgto?na o'1d @o componente de p else {
publ%c int ﬁlnd(%nt p) { . pailgqRoot] = pRoot;
while (p != pailp]) p = pailpl; sz[pRoot] += sz[qRoot];
return p; }
i count—-—;



Estrutura disjoint-set forest Estrutura disjoint-set forest

Para verificar que o consumo de tempo de union() Inicialmente nenhuma operacdo union() foi
e find () é ndo superior a lgn, basta demonstrar realizada e toda arvore tem altura zero e possui um
que né. Logo vale a afirmacao.

Na floresta de arvores disjuntas produzida Sejam p e q sitios e considere a operacdo

durante uma sequéncia de operacdes union(p, q).

union (), toda drvore com altura h tem

pelo menos 2" nés. Se p e q estdo em uma mesma érvore nao ha o que

demonstrar. Portanto, podemos supor que a arvore

A demonstracdo € por indugdo no nimero de T, que contém p e arvore T, que contém g sao
operacdes union() realizadas. distintas.

Estrutura disjoint-set forest Consumo de tempo
Sejam UF(n) O(n)

find(p) O(lgn)

» h, e n, a altura e nimero de nés de T e
union(p, q) O(lgn)

» hy e ng a altura e nimero de nés de T,
Pela hipése de indugdo n, > 2" e ny > 2",

Seja T a arvore de altura h resultante da operacdo M MM UFUUFUFFF U F
union(p,q). Se h < max{hy, hq}, ndo ha o que N
demonstrar. Assim, podemos supor que, digamos, n

n, >nyeh =h,+ 1. Logo,

n=n, +n, >n, +n, > 2P 4 20 — ohatl _ oh N
P 9= "4 Q= Custo total da sequéncia:

O que encerra este rascunho de demonstracao. O(n) +mO0(lgn) + nO(lgn) = O(mlgn)

llustracao Experimentos

quick-union
ﬁ } % java Driver < tinyUF.txt
2 components

0.0003seg

% java Driver < mediumUF.txt
3 components

average depth: 5.11

AR A 0.027seg
—
RNy v v RO Wl Gy | |
(X\ vt 152 % java Driver < largeUF.txt
Quick-union and weighted quick-union (100 sites, 88 union() operations) 6 com p onen ts

4.079seg




Encurtamento de caminhos

Acrescentando uma linha a find () encurtamos o
comprimento do caminho a metade.

public int find(int p) {

while (p != paifp]) {
// encurta caminho & metade

pai[p] = pai[pailp]];
} p = pailp];

return p;

}

Weighted-Quick-union with
path compression

1.5 Case Study: Union-Find

path compression

Ideia: encurtar os caminhos durante cada find ().

Tiid

FINDSET(p)

Mais experimentos

% java Driver < tinyUF.txt
2 components
0.0003seg

% java Driver < mediumUF.txt
3 components
0.025seg

i java Driver < largeUF.txt
6 components
3.923seg

path compression

Ideia: encurtar os caminhos durante cada find ().

]

/Z ? )\ﬂ FINDSET(p

path compression

FINDSET (p) > com “path compression”
1 sep # pailp]

2 entdo pai[p] <~ FINDSET (pai[p])
3 devolva pailp]



PathCompressionUF

path compression

PathCompressionUF uf = new PathCompressionUF(10);
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e At E e
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Func3o log-estrela Func3o ‘torre’
lg"n é o menor k tal que n lg*n 1i) = 1 sei=
lglg ... lgn<1 1 0 o 2071 sei=1,2,3,...
— 2 1 o
K 32 0] 1(i)
4 2 0l1
> 3 12! =2
: : 2 22 —
15 3 2
16 3 3|22 = 16
P 4127 =216 = 65536
65535 4 .
65536 4 512% > 100000000000000000 - - - 000000000000
: : 80
100000000000000000 - - - 000000000000 5
80
Consumo de tempo Conclusoes
UF(n) O(n)
find(p) O(lg"n) amortizado!

Se conjuntos disjuntos sdo representados através
de disjoint-set forest com union by rank e path
compression, entdo uma sequéncia de UF(n) e m
operacdes union() e find(), sendo que n,
consome tempo O(mlg" n).

union(p, q) O(lg"*n) amortizado!

M MM UFUUFUTFTFFUF

| S ——

n

Custo total da sequéncia:
©(n)+mO(lg*n) +nO(lg"n) = O(mlg" n)

Experimentos Experimentos
% java Driver < tinyUF.txt

2 components
0.0003seg

% java Driver < mediumUF.txt
3 components

Acrescentando a linha

// diminui a altura pela metade 0.025seg

pai[p] = pai[pai[p]] % java Driver < largeUF.txt
6 components
3.923seg

Parece que na pratica weighted quick-union e
weighted quick-union com path-compression nao
sdo muito diferentes.



