AULA 10

Arvore binarias de busca

Considere uma arvore binaria cujos nés tém um
campo chave (key como int ou String, por

exemplo).
public class BST <Key extends

Comparable<Key>, Value> {
private Node r; // raiz
private class Node {
private Key key;
private Value val;
private Node left, right;
public Node(Key key, Value val) {
this.key = key; this.val = val;
}
}
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Arvore binarias de busca

Uma éarvore binaria deste tipo é de busca (em
relacdo ao campo key) se para cada né x: x.key é

1. maior ou igual a chave de qualquer n6 na
subarvore esquerda de x e

2. menor a chave de qualquer né na subarvore
direita de x.

Assim, se p € um né qualquer entdo vale que
q.key.compareTo(p.key) <= 0 e
p.key.compareTo(t.key) < O

para todo né g na subarvore esquerda de p e todo

né t na subarvore direita de p.

Anatomia de uma arvore binaria de busca
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get(key)

Recebe uma chave key e retorna o valor val
associado key; se key ndo estd na BST, retorna
null.

public Value get(Key key) {
Node x = get(r, key);
if (x == null) return null;
return x.val;

}

get(key) versdo iterativa

Recebe uma chave key e retorna o valor val
associado key; se key ndo estd na BST, retorna
null.

private Node get(Node x, Key key) {
if (x == null) return null;

while (x != null && !x.key.equals(key))

int cmp = key.compareTo(x.key);
if (cmp > k)
x = x.left;
else
X = x.right;
if (x != null) return x.val;
return null;
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get(key)
Recebe uma chave key e retorna o valor val

associado key; se key ndo esta na BST, retorna
null.

private Node get(Node x, Key key) {
// Considera subarvore que tem raiz x

if (x == null) return null;
int cmp = key.compareTo(x.key);
if (cmp < 0)

return get(x.left, key);
else if (cmp > 0)

return get(x.right, key);
else return x;
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private Node put(Node x, Key key,

_ ) Value val) {
Recebe key e val r e insere um novo né no lugar

correto da arvore de modo que a arvore continue
sendo de busca. Se key esta na BST o seu valor é
atualizado.

if (x == null)

return new Node(key, val);
int cmp = key.compareTo(x.key);
if (cmp < 0)

x.left = put(x.left, key, val);
else if (cmp > 0)

x.right = put(x.right, key, val);
else x.val = val;
return Xx;

public void put(Key key, Value val) {
r = put(r, key, val);
}
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deleteMin()

// Remove o nd que tem a menor chave.
public void deleteMin() {

if (r == null) return;

r = deleteMin(r);
}

// Remove o nd que tem a menor chave

// na subarvore (ndo vazia) cuja raiz é x

// e retorna a raiz da sub. resultante.
private Node deleteMin(Node x) {
if (x.left == null) return x.right;
x.left = deleteMin(x.left);
return Xx;

}
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delete(key)

Remove o n6é que contém a chave key.
Se nenhum né contém key, ndo faz nada.

public void delete(Key key) {
r = delete(r, key);

}
delete(key)
// x tem ambos os filhos
Node t = x;
x = min(t.right); // x.left == null
x.right = deleteMin(t.right);
x.left = t.left;
}
return Xx;
}

Desempenho esperado

A ideia de BST é realizarmos uma espécie de "busca
binaria dindmica".
Gostariamos de combinar a eficiéncia da busca por

chaves ordenados (get()) com a eficiéncia da
insercdo (put() e remogdo (delete()).

Qual é o nimero de chaves examinadas/comparadas
em uma busca com sucesso?

Busca com sucesso = busca em que a chave
procurada esta na BST.

Toda operacao de busca ou insercdo visita 1 + p
nés, sendo p a profundidade do dltimo né visitado.

delete(key)

private Node delete(Node x, Key key) {
if (x == null) return null;
int cmp = key.compareTo(x.key);
if (cmp < 0)
x.left = delete(x.left, key);
else if (cmp > 0)
x.right = delete(x.right, key);
else{
// ndo tem algum filho
if (x.right == null) return x.left;
if (x.left == null) return x.right;

Consumo de tempo

O consumo de tempo das funcdes get (),
put ) e delete() é, no pior caso, proporcional
a altura da arvore.

Conclus3o: interessa trabalhar com arvores
balanceadas: arvores AVL, arvores rubro-negras,
arvores . ..

Desempenho esperado

Na BST acima:

» a busca por 27 requer 140 comparacdes
a busca por 21 requer 1+1 comparacoes
a busca por 42 requer 1+1 comparacoes
a busca por 17 requer 142 comparacdes
a busca por 25 requer 142 comparacdes
a busca por 30 requer 142 comparacdes
a busca por 47 requer 142 comparacdes
a busca por 20 requer 1+3 comparacoes
a busca por 23 requer 1+3 comparacoes
a busca por 26 requer 1+3 comparacoes
a busca por 35 requer 1+3 comparacoes
a busca por 24 requer 1+4 comparacoes
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Desempenho esperado

Assim, o nimero médio de comparacoes necessarios
para uma busca com sucesso na BST acima é

(142424+3+3+34+3+4+4+4+4+5)/12 ~ 3.17

O comprimento interno (= internal path length)
de uma BT é a soma das profundidades dos seus nés.

O comprimento interno da arvore mostrada
anteriormente é

O+14+1+242+242+34+3+3+3+4=26

BST aleatoria

Fato. Buscas com sucesso numa BST aleatéria com
n chaves requer cerca de 2Ign comparacdes na
média.

Demonstracao: O nimero de comparacdes para
encontrados uma dada chave é 1 mais a
profundidade do né que contém a chave. Se
somarmos todas as profundidades dos nés de uma
arvore obtemos o comprimento interno C da arvore.

O nimero médio de comparacoes para uma busca
com sucesso nessa arvore é portanto 1 + C/n.

BST aleatéria

Agora vem um truque meio manjado. Primeiro,
trocando n por n—1 na ultima igualdade temos que

(n—1)Cp1 =2(Co+C1+...+Ch2)+(n—1)(n—2).
Segundo, fazemos
nC, — (n—1)Ch1 = 2C,_1 + 2(n—1).

Rearranjando os termos e dividindo por n(n + 1)
obtemos
Cn Cn— 2(n—1 Cn— 1
G 21 G
n+1 n

BST aleatoria

Uma BST aleatéria é uma BST que se obtém
inserindo n chaves distintas em ordem aleatdria
numa arvore inicialmente vazia.

Qual é o nimero esperado de comparacdes em uma
busca com sucesso em uma BST aleatéria com n
chaves?

BST aleatoria

Seja C, o comprimento interno de uma BST aleatéria
com n chaves. Temos que Cp =0,C; =0e

Ca = ((Co+Cn_y+n—1)
+ (C1 + Cn,Q + n—l)
_|_
+ (Cn,1 + Co + n—l))/n.
Cada n—1 é devido a contribuicdo da raiz as

profundidades das duas subarvores.
Reescrevendo a terceira igualdade obtemos

nC, =2(Coy+Cy+...+Cy1) +n(n—1).

BST aleatoéria

A dltima recorréncia que pode ser "desenrolada" até
0 caso base

Cn <E+2(1+1+1+ - +1)
n+1 2 2 3 4 n—1 n
Assim,
11 1 11
Co<2@+D(G+ S+ -4+ ——+-)
n < 2(n+ )(2+3+4+ 1+

Sabemos que

n 1 n 1
22:£</1 ;dlenn —Inl =Inn.



BST aleatoria

Logo, como 2/1ge = 1.3862. ..

1
Co<2m+1)Inn =2(n+ 1)1&n <1.39(n+1)lgn
ge

Portanto, concluimos que na média o nimero de
comparacoes em uma BST aleatdria é

1.39(n+1)lgn
n

1+ ~ 2lgn.

Consumo de tempo

O nilmero esperado de nés visitados durante
uma busca em uma BST aleatéria nao passa de
3lgn




