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Arvores em vetores e heaps

Fonte: http://xkcd.com/835/
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Representacao de arvores em vetores

11

12




Pais e filhos

a[l..m] é um vetor representando uma arvore.

Diremos que para qualquer indice ou no i,

> [1/2] é o pai de i;
» 21 é o filho esquerdo de i;

» 2i+1 é o filho direito.

Um né i s6 tem filho esquerdo se 2i < m.

Um nd i sé tem filho direito se 21i+1 < m.



Raiz e folhas

O né 1 nao tem pai e é chamado de raiz.

Um né i é um folha se nao tem filhos, ou seja
21 >m.

Todo né i é raiz da subarvore formada por

ali,21,2i+1,41,4i+1,4i42,41+3,81,...,8i+7,.. ]



Niveis
Cada nivel p, exceto talvez o dltimo, tem
exatamente 2P nds e esses sao

2P P 4 1,2P 42 ... 2PTh 1.



Niveis
Cada nivel p, exceto talvez o dltimo, tem
exatamente 2P nds e esses sao

2P P 4 1,2P 42 ... 2PTh 1.

O né i pertence ao nivel 777,



Niveis
Cada nivel p, exceto talvez o dltimo, tem
exatamente 2P nds e esses sao

2P P 4 1,2P 42 ... 2PTh 1.

O né i pertence ao nivel |lgi].



Niveis
Cada nivel p, exceto talvez o dltimo, tem
exatamente 2P nds e esses sao

2P P 4 1,2P 42 ... 2PTh 1.

O né i pertence ao nivel |lgi].

Prova: Se p é o nivel do né i, entdo

¥ < i o< 2l =
lg2P < lgi < Ig2ptl =
p < lgi < p+1

Logo, p=|lgi].



Niveis
Cada nivel p, exceto talvez o dltimo, tem
exatamente 2P nds e esses sao

2P P 4 1,2P 42 ... 2PTh 1.

O né i pertence ao nivel |lgi].

Prova: Se p é o nivel do né i, entdo

¥ < i o< 2l =
lg2P < lgi < Ig2ptl =
p < lgi < p+1

Logo, p=|lgi].
Portanto, o niimero total de niveis é 777,



Niveis
Cada nivel p, exceto talvez o dltimo, tem
exatamente 2P nds e esses sao

2P P 4 1,2P 42 ... 2PTh 1.

O né i pertence ao nivel |lgi].

Prova: Se p é o nivel do né i, entdo

¥ < i o< 2l =
lg2P < lgi < Ig2ptl =
p < lgi < p+1

Logo, p=|lgi].
Portanto, o nimero total de niveis é 1 + |lgm].



Altura

A altura de um né i é o maior comprimento de um
caminho de i a uma folha.

Em outras palavras, a altura de um né i é o maior
comprimento de uma sequiéncia da forma

(filho(i), filho(filho(i)),filho(filho(filho(i))),
onde filho(i) vale 2i ou 2i + 1.

Os nés que tém altura zero s3o as folhas.



Altura

A altura de um né i é o maior comprimento de um
caminho de i a uma folha.

Em outras palavras, a altura de um né i é o maior
comprimento de uma sequiéncia da forma

(filho(i),filho(filho(i)),filho(filho(£ilho(i))),
onde filho(i) vale 2i ou 2i + 1.
Os nés que tém altura zero s3o as folhas.

A altura de um né i é [lg(m/i)] (...).



Resumao

filho esquerdo de i: 21

filho direito de 1i: 2i+1

pai de i: |1/2]

nivel da raiz: 0

nivel de i: g i|

altura da raiz: |lgm|

altura da arvore: |lgm|

altura de i: lg(m/1)] (...)

altura de uma folha: 0
total de nés de alturah < [m/2°1] (..))



Heaps

Um vetor a[l..m|] é um max-heap se
ali/2] > ali]
para todo i =2,3,...,m.

De uma forma mais geral, a[j..m] é um max-heap
se

a[i/2] > ali]
para todo
i=23,25+1,4j,...,45+3,8§,...,8 +7,....
Neste caso também diremos que a subarvore com
raiz j € um max-heap.



max-heap

51
2 3
46 17
4 5 6
34 41 15
8 9 10 11 12
23 30 21 10 12
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
51146|17(34141115]14]123130(21]10]12

nivel



Funcao basica de manipulacao de max-heap

1 nivel
13 o _____ 0
2 3
46 1wy ____. 1
4 5 6 7
34 41 15 14|_-9
8 9 10 11 12
23 30 21 10 12 o __ 3
1 2 3 4 5 6 7 8 910 11 12
1346|1734 411514 23]30][21 | 10|12




Funcao basica de manipulacao de max-heap

1

46
2 3
13 17
4 5 6
34 41 15
8 9 10 11 12
23 30 21 10 12
1 2 3 4 5 6 7 8 910 11 12
46 11317134141 (151141 23|30]21 10|12

nivel



Funcao basica de manipulacao de max-heap

1 nivel
46| .. 0
2 3
41 I 1
4 5 6 7
34 13 15 4|_ 9
8 9 10 11 12
23 30 21 10 12 o __ 3
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
46 (a1 1713411315 (14]23|30]21|10]12




Funcao basica de manipulacao de max-heap

1 nivel
a6 0
2 3
41 I 1
4 5 6 7
34 21 15 14|_-9
8 9 10 11 12
23 30 13 10 12 o __ 3
1 2 3 4 5 6 7 8 910 11 12
46 1411713421115 141 23]30]13 | 10|12




Funcao basica de manipulacao de max-heap

1 nivel
a6 0
2 3
41 I 1
4 5 6 7
34 21 15 14|_-9
8 9 10 11 12
23 30 13 10 12 o __ 3
1 2 3 4 5 6 7 8 910 11 12
46 1411713421115 141 23]30]13 [ 10|12




Funcdo sink

O coracdo de qualquer algoritmo que manipule um
max-heap é uma funcao que recebe um vetor
arbitrario a[l..m] e um indice p e faz a[p| “descer”
para sua posicao correta.



Funcdo sink

Rearranja o vetor a[1 . . m] de modo que o
“subvetor” cuja raiz é p seja um max-heap.

public static

void sink (int p, int m, Comparable a[]){
1 int f = 2xp, x;

2 while (f <= m) {

3 if (f<m && less(alf],al[f+1]) f++;
4 if (!less(alp], alf]) break;

5 x = alpl; alp]l = alf]; alf] = x;

6 p=1£f; £f = 2x%p;



Funcdo sink

Supbe que os "subvetores"cujas raizes sao filhos de
p ja sao max-heap.

public static

void sink (int p, int m, Comparable a[]){
1 int f = 2xp, x;

2 while (f <= m) {

3 if (f<m && less(alf],al[f+1]) f++;
4 if (!less(alp], alf]) break;

5 x = alpl; alp]l = alf]; alf] = x;

6 p=1£f; £f = 2x%p;



Funcdo sink

Implementacao um pouco melhor pois em vez de
trocas faz apenas deslocamentos (linha 5).

public static
void sink (int p, int m, Comparable a[]){
1 int f = 2*p, x = alp];
2 while (f <= m) {
3 if (f<m && less(alf],alf+1]) f++;
4 if (!less(x, al[f])) break;
5 alp]l = alf];
6 p=£f; £f = 2x%p;
+
7 alpl = x;
1



Consumo de tempo

linha todas as execucdes da linha

1
1+1gm
lgm
lgm
lgm
lgm

1

oUTh WN
VAN VAN VAN VAR VAN

total

IA

34+ 5lgm = O(lgm)



Conclusao

O consumo de tempo da funcdo sink é
proporcional a lgm.

O consumo de tempo da funcdo sink é O(lgm).

Verdade seja dita ... (...)

O consumo de tempo da funcdo sink é
proporcional a O(lgm/p).




Construcao de um max-heap

1 nivel
2 0
2 3
13 41 1
4 5 6 7
17 15 10 46|_ 92
8 9 10 11 12
23 12 41 30 21| o ___ 3

1411334 17]115]10 46| 23|12 (41| 30|21




Construcao de um max-heap

1 nivel
2 0
2 3
13 41 1
4 5 6 7
17 15 10 46|_ 92
8 9 10 11 12
23 12 41 30 20 3

1411334171510 46| 23|12 (41| 30|21




Construcao de um max-heap

1 nivel
2 0
2 3
13 41 1
4 5 6 7
17 15 21 46|_ 92
8 9 10 11 12
23 12 41 30 10 o __ 3

14113341715 (21 |146]|23[12]41 30|10




Construcao de um max-heap

1 nivel
2 0
2 3
13 41 1
4 5 6 7
17 15 21 46|_ 92
8 9 10 11 12
23 12 41 30 10 oo __ 3

141133417 |15(21 46| 23[12]41 30|10




Construcao de um max-heap

1 nivel
2 0
2 3
13 41 1
4 5 6 7
17 41 21 46|_ 92
8 9 10 11 12
23 12 15 30 10 oo __ 3

14113341741 (21 146|23[12]15]30|10




Construcao de um max-heap

1 nivel
2 0
2 3
13 41 1
4 5 6 7
17 41 21 46|_ 92
8 9 10 11 12
23 12 15 30 10 oo __ 3

14113341741 (21 146]|23[12]15]30|10




Construcao de um max-heap

1 nivel
7] 0
2 3
13 4| 1
4 5 6 7
23 41 21 46| _ 9
8 9 10 11 12
17 12 15 30 10 oo __ 3

14113]34 23|41 (21 |46|17{12]15]30]10




Construcao de um max-heap

1 nivel
2 0
2 3
13 41 1
4 5 6 7
23 41 21 46|_ 92
8 9 10 11 12
17 12 15 30 10 oo __ 3

14113]34 23|41 |21 46| 17{12]15]30|10




Construcao de um max-heap

1 nivel
2 0
2 3
13 461 ___ . 1
4 5 6 7
23 41 21 34(_ 92
8 9 10 11 12
17 12 15 30 10 oo __ 3

1411314623 |41 (21 |34|17{12]15]30|10




Construcao de um max-heap

1 nivel
1 0
2 3
13 461  ____. 1
4 5 6 7
23 41 21 34(_ 9
8 9 10 11 12
17 12 15 30 10 oo __ 3

14113146 |23 |41 (21 |34|17{12]15]30|10




Construcao de um max-heap

1 nivel
1 0
2 3
41 461  ____. 1
4 5 6 7
23 13 21 34(_ 9
8 9 10 11 12
17 12 15 30 10 oo __ 3

1414114623 |13 (21 34| 17{12]15] 30|10




Construcao de um max-heap

1 nivel
1 0
2 3
41 461  ____. 1
4 5 6 7
23 30 21 34(_ 9
8 9 10 11 12
17 12 15 13 10 oo __ 3

14 1411461233021 34| 171215 13|10




Construcao de um max-heap

1 nivel
1 0
2 3
41 6 ____. 1
4 5 6 7
23 30 21 34(_ 9
8 9 10 11 12
17 12 15 13 10 oo __ 3

1414114612330 (21 |34|17{12]15] 13|10




Construcao de um max-heap

1 nivel
46 o ____ 0
2 3
41 ul 1
4 5 6 7
23 30 21 34(_ 92
8 9 10 11 12
17 12 15 13 10 oo __ 3

46 141114123130 (2134|1712 ]15] 13|10




Construcao de um max-heap

1 nivel
46 o ____ 0
2 3
41 41 1
4 5 6 7
23 30 21 14|_-9
8 9 10 11 12
17 12 15 13 10 oo __ 3

46 141134123130 (2114|1712 ]15] 13|10




Construcao de um max-heap

1 nivel
a6 0
2 3
41 41 1
4 5 6 7
23 30 21 14|_-9
8 9 10 11 12
17 12 15 13 10 oo __ 3

46 141134123130 (2114|1712 ]15] 13|10




Construcao de um max-heap

Recebe um vetor a[l..n| e rearranja a para que seja
max-heap.

1 for (int i = n/2; /*Ax/ i >=1; i--)
2 sink(i, n, a);

Relacdo invariante:
(i0) em /*A*/ vale que, i+1,...,n sdo raizes de
max-—heaps.



Consumo de tempo

Analise grosseira: consumo de tempo é

121 X lgn = O(nlgn).

Verdade seja dita ... (...)

Analise mais cuidadosa: consumo de tempo é O(n).



Algumas séries
Para todo nimero reaI x, |x| < 1, temos que

00 1
2520 X' = 1-x°



Algumas séries
Para todo ndmero reaI x, |x| < 1, temos que
1

YR ox = 10

Para todo ndmero real %, |x| < 1, temos que

< . x
iz:llx ~a—x



Algumas séries
Para todo nimero reaI x, |x| < 1, temos que
1

0% =y

Para todo ndmero real %, |x| < 1, temos que

o N X
5T a—wp
Prova:
ZiXIZZx1+ZX1+...+ZX1+...
i=1 i=1 i=2 i=k
- = + x 4+ 4 X + -
1l—-x 1-—x 1 —x
X X
71_X(x0+x1—l—x2-|—--'+x +o) =

(1—:



Conclusao

O consumo de tempo para construir um
max-heap é O(nlgn).

Verdade seja dita ... (...)

O consumo de tempo para construir um
max-heap é O(n).




Ordenacdo: algoritmo Heapsort
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Ordenacao

a[l..n] é crescente se a[l] < --- < aln].

Problema: Rearranjar um vetor a[l..n] de modo
que ele fique crescente.

Entra:
1 n
331553344 133|22/11]99 22|55 |77
Sai:
1 n

1112222333333 |44 5555|7799




O Heapsort ilustra o uso de estruturas de dados no
projeto de algoritmos eficientes.
Rearranjar um vetor a[l..n] de modo que ele fique

Heapsort

crescente.
Entra:
1 n
33155133144 13312211(99|22|55|77
Sai:
1 n
11122122133133133[44|55|55|77|99




Ordenacao por selecao

max

20

20

44

10

o0

25

60

75

85

99




— Ot

Ordenacao por selecao

j max

38

o0

20

44

10

o0

25

60

75

85

99




I
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Ordenacao por selecao

j max

38

o0

20

44

10

o0

25

60

75

85

99

max

38

o0

44

10

o0

99

60

75

85

99




I
= o

Ordenacao por selecao

j max

38

o0

20

44

10

o0

25

60

75

85

99

max

38

o0

44

10

o0

99

60

75

85

99

max

38

20

44

10

o0

95

60

75

85

99




— Ot

Ordenacao por selecao

j max

38

o0

20

44

10

o0

25

60

75

85

99

max

38

o0

44

10

o0

25

60

75

85

99

max

38

20

44

10

o0

95

60

75

85

99

max

50

20

44

10

50

29

60

75

85

99




Ordenacao por selecao

j max

o0

20

44

10

o0

25

60

75

85

99

max

o0

44

10

o0

25

60

75

85

99

max

20

44

10

o0

95

60

75

85

99

max

50

20

44

10

50

29

60

75

85

99

max

50

20

44

10

o0

25

60

75

85

99




Ordenacao por selecao

38

10

20

44

50

50

59

60

75

85

99




Ordenacao por selecao

38

10

20

44

50

50

99

60

)

85

99

38

10

20

44

50

50

99

60

75

85

99




Ordenacao por selecao

10

20

44
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50

99

60

)
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Ordenacao por selecao

38

10

20

44

50

50
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)
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50
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60

75

85

99

10
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Funcido selecao

Algoritmo rearranja a[0..n—1] em ordem crescente

public static
void selecao (int n, Comparable al[])
{
int i, j, max, X;
for (i = n-1; /*Bx/ i > 0; i--) {
max = 1i;
for (j = i-1; j >= 0; j—-)
if ('less(aljl,almax]))
max = j;
x=ali]; alil=al[max]; al[max]=x;

OO WN -

-



Funcido selecao

Algoritmo rearranja a[l..n] em ordem crescente

void selecao (int n, int al[])

{
int i, j, max, X;
1 for (A =mn; /*Bx/ i > 1; i--) {
2 max = i;
3 for (j = i-1; j >= 1; j--)
4 if (!less(aljl, almax]))
5 max = j;
6 x=alil]; alil=almax]; almax]=x;

-



Funcido selecao

Relag¢Ges invariantes: Em /*B*/ vale que:

(i0) a[i+1..n] é crescente;
(i1) a[l..i] < ali+1];

38110204450 |50|55|60|75|85




Heapsort

1

46
2 3
41 34
4 5 6
23 30 21
8 9 10 11 12
17 12 15 13 10
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
46 141134123130 (2114|1712 ]15] 13|10

nivel



Heapsort

1

10
2 3
41 34
4 5 6
23 30 21
8 9 10 11 12
17 12 15 13 46
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
104113412330 (21 |14|17[{12]15] 13|46

nivel



Heapsort

1

41
2 3
10 34
4 5 6
23 30 21
8 9 10 11 12
17 12 15 13 46
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
41110134123 130121 141171215 13|46

nivel



Heapsort

1 nivel
all 0
2 3
30 34 1
4 5 6 7
23 10 21 14|_ 9
8 9 10 11 12
17 12 15 13 46| . 3

41130134123 110(21114|17|12]15] 13|46




Heapsort

1

41
2 3
30 34
4 5 6
23 15 21
8 9 10 11 12
17 12 10 13 46
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
41130134123 115121 141171210 13|46

nivel



Heapsort

1

41
2 3
30 34
4 5 6
23 15 21
8 9 10 11 12
17 12 10 13 46
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
4113013412315 (21114|17[12]10| 13|46

nivel



Heapsort

1

13
2 3
30 34
4 5 6
23 15 21
8 9 10 11 12
17 12 10 41 46
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
13130(34(23(15]21 1417|1210 41|46

nivel



Heapsort

1

13
2 3
30 34
4 5 6
23 15 21
8 9 10 11 12
17 12 10 41 46
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
13130134123 |15(21|14|17{12]10|41|46

nivel



Heapsort

1

34
2 3
30 13
4 5 6
23 15 21
8 9 10 11 12
17 12 10 41 46
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
34130(13]23 1521 |14)17]12|10| 41|46

nivel



Heapsort

1

34
2 3
30 21
4 5 6
23 15 13
8 9 10 11 12
17 12 10 41 46
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
34130(21123)11513|14)17]12(10] 41|46

nivel



Heapsort

1

34
2 3
30 21
4 5 6
23 15 13
8 9 10 11 12
17 12 10 41 46
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
34130121 123|15(13|14]|17]12]10]41|46

nivel



Heapsort

1

10
2 3
30 21
4 5 6
23 15 13
8 9 10 11 12
17 12 34 41 46
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1013012123115 ]13|14|17]12]34 41|46

nivel



Heapsort

1

10
2 3
30 21
4 5 6
23 15 13
8 9 10 11 12
17 12 34 41 46
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1013021 (23(15|13 1417|1234 |41]46

nivel



Heapsort

1

30
2 3
10 21
4 5 6
23 15 13
8 9 10 11 12
17 12 34 41 46
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
30110121123 1513 (141712134 |41|46

nivel



Heapsort

1

30
2 3
23 21
4 5 6
10 15 13
8 9 10 11 12
17 12 34 41 46
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
3012312111015 113 14| 17|12134|41]46

nivel



Heapsort

1

30
2 3
23 21
4 5 6
17 15 13
8 9 10 11 12
10 12 34 41 46
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
300123121 |117|15(13|14]10]12]34 41|46

nivel



Heapsort

1

30
2 3
23 21
4 5 6
17 15 13
8 9 10 11 12
10 12 34 41 46
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
3023121171513 114]|10|12134|41]46

nivel



Heapsort

1

12
2 3
23 21
4 5 6
17 15 13
8 9 10 11 12
10 30 34 41 46
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1212321 |17(15]13 11411013034 | 41|46

nivel



Heapsort

1

12
2 3
23 21
4 5 6
17 15 13
8 9 10 11 12
10 30 34 41 46
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
12123121 17(15]13 1141103034 | 41|46

nivel



Heapsort

1

23
2 3
12 21
4 5 6
17 15 13
8 9 10 11 12
10 30 34 41 46
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
23112121 |117|15113|14]10]|30|34 41|46

nivel



Heapsort

1 nivel
23| . 0
2 3
17 21 ____. 1
4 5 6 7
12 15 13 14|_9
8 9 10 11 12
10 30 34 41 46| . 3

23117(21112115113 141013034 ]41]46




Heapsort

1 nivel
23| 0
2 3
17 21 ____. 1
4 5 6 7
12 15 13 14|_ 9
8 9 10 11 12
10 30 34 41 46| . 3

23117(21112115113 14110130 |34 ]41]46




Heapsort

1 nivel
ol 0
2 3
17 21 ____. 1
4 5 6 7
12 15 13 14|_ 9
8 9 10 11 12
23 30 34 41 46| . 3

1011712111215 ]113114]23|30|34 41|46




Heapsort

1 nivel
10 o ____ 0
2 3
17 21 ____. 1
4 5 6 7
12 15 13 14|_9
8 9 10 11 12
23 30 34 41 46| . 3

1011712111215 113114]23|30|34 41|46




Heapsort

1 nivel
ol 0
2 3
17 101 ____. 1
4 5 6 7
12 15 13 14]_ 9
8 9 10 11 12
23 30 34 41 46| . 3

21 (17|10 (12|15 |13 | 1412313034 | 41]46




Heapsort

1 nivel
ol 0
2 3
17 41 ____. 1
4 5 6 7
12 15 13 10]_ 9
8 9 10 11 12
23 30 34 41 46| . 3

21 (1714 (121513 | 1012313034 | 41]46




Heapsort

1 nivel
Yl 0
2 3
17 4 ____. 1
4 5 6 7
12 15 13 10|_ 92
8 9 10 11 12
23 30 34 41 46| . 3

21 (1714 (121513101 23]|30]34|41]46




Heapsort

1 nivel
ol 0
2 3
17 4 ____. 1
4 5 6 7
12 15 13 21| - 9
8 9 10 11 12
23 30 34 41 46| . 3

10117114112 15]113121]23|30|34 41|46




Heapsort

1 nivel
10 o ____ 0
2 3
17 41 ____. 1
4 5 6 7
12 15 13 21|- 2
8 9 10 11 12
23 30 34 41 46| . 3

1011711411215 113121]23|30(34 | 41|46




Heapsort

1

17
2 3
10 14
4 5 6
12 15 13
8 9 10 11 12
23 30 34 41 46
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
171100114112 115]13|21|23]|30|34 | 41|46

nivel



Heapsort

1 nivel
[ 0
2 3
15 4 ____. 1
4 5 6 7
12 10 13 21|- 2
8 9 10 11 12
23 30 34 41 46| . 3

17115114 112110113 121]23|30|34 41|46




Heapsort

1 nivel
4 0
2 3
15 4 ____. 1
4 5 6 7
12 10 13 21|- 2
8 9 10 11 12
23 30 34 41 46| . 3

17115114 112110113 121]23|30|34 41|46




Heapsort

1 nivel
3 0
2 3
15 4 ____. 1
4 5 6 7
12 10 17 21|- 2
8 9 10 11 12
23 30 34 41 46| . 3

1311514 112110117 121]23|30|34 41|46




Heapsort

1 nivel
[ 0
2 3
15 41 ____. 1
4 5 6 7
12 10 17 21|- 2
8 9 10 11 12
23 30 34 41 46| . 3

13115114 112110117 121]23|30|34 |41[46




Heapsort

1 nivel
[T 0
2 3
13 4 ____. 1
4 5 6 7
12 10 17 21|- 2
8 9 10 11 12
23 30 34 41 46| . 3

15113114 112110117 121]23|30|34 | 41|46




Heapsort

1 nivel
[T 0
2 3
13 4 ____. 1
4 5 6 7
12 10 17 21|- 2
8 9 10 11 12
23 30 34 41 46| . 3

1511311411210 117 121]23|30|34 41|46




Heapsort

1

10
2 3
13 14
4 5 6
12 15 17
8 9 10 11 12
23 30 34 41 46
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1011314121517 ]21|23]|30|34 41|46

nivel



Heapsort

1

10
2 3
13 14
4 5 6
12 15 17
8 9 10 11 12
23 30 34 41 46
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1013141121517 ]21|23]|30|34 41|46

nivel



Heapsort

1

14
2 3
13 10
4 5 6
12 15 17
8 9 10 11 12
23 30 34 41 46
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1411311012 115]17]21|23]|30|34 41|46

nivel



Heapsort

1

14
2 3
13 10
4 5 6
12 15 17
8 9 10 11 12
23 30 34 41 46
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1411310121517 ]21|23]|30|34 | 41|46

nivel



Heapsort

1

12
2 3
13 10
4 5 6
14 15 17
8 9 10 11 12
23 30 34 41 46
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1211311014 15|17 ]21|23]|30|34 41|46

nivel



Heapsort

1

12
2 3
13 10
4 5 6
14 15 17
8 9 10 11 12
23 30 34 41 46
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1211311014 11517 ]21|23]|30|34 41|46

nivel



Heapsort

1

13
2 3
12 10
4 5 6
14 15 17
8 9 10 11 12
23 30 34 41 46
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1311211014 115]17]21|23]|30|34 41|46

nivel



Heapsort

1

13
2 3
12 10
4 5 6
14 15 17
8 9 10 11 12
23 30 34 41 46
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1311211014 11517 ]21|23]|30|34 41|46

nivel



Heapsort

1

10
2 3
12 13
4 5 6
14 15 17
8 9 10 11 12
23 30 34 41 46
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1011211314 |15]17]21|23]|30|34 | 41|46

nivel



Heapsort

1

10
2 3
12 13
4 5 6
14 15 17
8 9 10 11 12
23 30 34 41 46
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1011211314 115|17]21|23]|30|34 41|46

nivel



Heapsort

1

12
2 3
10 13
4 5 6
14 15 17
8 9 10 11 12
23 30 34 41 46
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
12110011314 115]17]21|23]|30|34 | 41|46

nivel



Heapsort

1

12
2 3
10 13
4 5 6
14 15 17
8 9 10 11 12
23 30 34 41 46
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1211013141517 ]21|23]|30|34 | 41|46

nivel



Heapsort

1

10
2 3
12 13
4 5 6
14 15 17
8 9 10 11 12
23 30 34 41 46
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1011211314 |15]17]21|23]|30|34 41|46

nivel



Heapsort

1

10
2 3
12 13
4 5 6
14 15 17
8 9 10 11 12
23 30 34 41 46
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1011211314 115|17]21|23]|30|34 41|46

nivel



Heapsort

1

10
2 3
12 13
4 5 6
14 15 17
8 9 10 11 12
23 30 34 41 46
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1011211314 |15]17]21|23]|30|34 41|46

nivel



Heapsort

1

10
2 3
12 13
4 5 6
14 15 17
8 9 10 11 12
23 30 34 41 46
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1011211314 115]17]21|23]|30|34 41|46

nivel



Funcao heapSort

Algoritmo rearranja a[l..n] em ordem crescente

public static
void heapSort (int n, Comparable al[])
{
/* pre-processamento */
1 for (int 1 = n/2; i >=1; i--)
2 sink(i, n, a);

w

for (int i =mn; /*Cx/ i > 1; i--) {

int x=alil; alil=alll; alll=x;
5 sink(1, i-1, a);

N



Funcao heapSort

RelacGes invariantes: Em /*C*/ vale que
(i0) a[i+1..n] é crescente;

(i1) a[l..i] < ali+l1];

(i2) a[l..i] é um max-heap.

50441103820 |50|55|60 |75

85

99




Consumo de tempo

linha consumo de tempo das execucdes da linha
1-2 =~ nlgn = O(nlgn)

3 ~ n = O(n)

4 =~ n = O(n)

5 =~ nlgn = O(nlgn)
total = 2nlgn+ 2n = O(nlgn)



Conclusao

D~

O consumo de tempo da funcdo heapSort
proporcional a nlgn.

[ON

O consumo de tempo da funcdo heapSort
O(nlgn).




Mais analise experimental

Algoritmos implementados:

mergeR
mergel
quick
heap

mergeSort recursivo.
mergeSort iterativo.
quickSort recursivo.

heapSort.



Mais analise experimental

A plataforma utilizada nos experimentos foi um
computador rodando Ubuntu GNU/Linux 3.5.0-17

Compilador:
gcc -Wall -ansi -02 -pedantic
-Wno-unused-result.

Computador:

model name: Intel(R) Core(TM)2 Quad CPU Q6600 @
2.40GHz

cpu MHz : 1596.000

cache size: 4096 KB

MemTotal : 3354708 kB



Aleatorio: média de 10

n | mergeR | mergel | quick | heap

8192 0.00 0.00| 0.00| 0.00

16384 0.00 0.00| 0.00| 0.00

32768 0.01 0.01| 0.01] 0.00

65536 0.01 0.01| 0.01| 0.01

131072 0.02 0.02| 0.02] 0.03

262144 0.05 0.04| 0.04 0.06

524288 0.10 0.08| 0.08| 0.12

1048576 0.21 0.20| 0.17] 0.28

2097152 0.44 043| 035 0.70

4194304 0.92 090| 0.73| 1.73

8388608 1.90 1.87| 151| 413

Tempos em segundos.



Decrescente

n | mergeR | mergel | quick | heap
1024 0.00 0.00| 0.00 0.00
2048 0.00 0.00| 0.00 0.00
4096 0.01 0.00| 0.01| 0.00
8192 0.00 0.00| 0.03| 0.00

16384 0.00 0.00| 0.14 | 0.00
32768 0.00 0.01| 0.57 | 0.00
65536 0.01 0.01| 227, 0.01
131072 0.02 0.01| 9.06  0.02
262144 0.03 0.03| 36.31| 0.04

Tempos em segundos.

Para n=524288 quickSort da Segmentation
fault (core dumped)



Crescente

n | mergeR | mergel | quick | heap
1024 0.00 0.00| 0.00 0.00
2048 0.00 0.00| 0.00 0.00
4096 0.00 0.00| 0.00 0.00
8192 0.00 0.00| 0.03| 0.00

16384 0.00 0.00| 0.14| 0.01
32768 0.01 0.00| 0.57| 0.01
65536 0.00 0.01| 226 0.01
131072 0.02 0.02| 9.05| 0.02
262144 0.03 0.02| 36.21 | 0.04

Tempos em segundos.

Para n=524288 quickSort da Segmentation
fault (core dumped)



Resumo

funcao consumo de | observagao
tempo
bubble O(n?) todos os casos
insercao O(n?) pior caso
O(n) melhor caso
insercaoBinaria | O(n?) pior caso
O(nlgn) melhor caso
selecao O(n?) todos os casos
mergeSort O(nlgn) todos os casos
quickSort O(n?) pior caso
O(nlgn) melhor caso
heapSort O(nlgn) todos os casos




Animacao de algoritmos de ordenacao

Criados por Nicholas André Pinho de Oliveira:
http://nicholasandre.com.br/sorting/

Criados na Sapientia University (Romania):
https://www.youtube.com/channel/UCIqiLefbVHsOAXDAxXQJHT:


http://nicholasandre.com.br/sorting/
https://www.youtube.com/channel/UCIqiLefbVHsOAXDAxQJH7Xw
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