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Heapsort

CLRS 6
(veja tb CLRS B.5.3)

Merge sort ilustrou uma técnica (ou paradigma, ou estratégia) de concepcao de algoritmos
eficientes: a divisao e conquista.

Heapsort ilustra o uso de estruturas de dados no projeto de algoritmos eficientes.

o |
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-

All..n] é crescente se A1} <---

Ordenacao

< Aln].

-

Problema: Rearranjar um vetor A[1..n] de mode que ele

flgue crescente.

Entra:

33

5

33

44

33

22

11

99

22

515

7

|

Algoritmos — p.351/434



-

All..n] é crescente se A1} <---

Ordenacao

< Aln].

-

Problema: Rearranjar um vetor A[1..n] de mode que ele

flgue crescente.

Entra:

Sai:

33

5

33

44

33

22

11

99

22

515

7

11

22

22

33

33

33

44

29

29

7

99

|
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fm:5

1

Ordenacao por selecao

maxr

38

50

20

44

10

50

99

60

75

89

99
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fm:5

1

Ordenacao por selecao

J

maxr

38

50

20

44

10

50

99

60

75

89

99




fm:5

Ordenacao por selecao

J

maxr

38

50

20

44

10

50

99

60

75

89

99

J

max

38

50

20

44

10

50

5

60

75

89

99




T__ﬂl::q5

Ordenacao por selecao

7 max )
38150 (2044 10 |50 55160 |75]|85199
1 7 max n
3810020 44 | 10|50 |55 |60 75]|85]99
1 9 max n
38150120 44 1015055160 |75]|85]99

|
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Ordenacao por selecao
= N

1 7 max n

38105012044 10 |50 55|60 |75 |85(99

1 7 max n
3810020 44 | 10|50 |55 |60 75]|85]99

1 9 max n
38150120 44 1015055160 |75]|85]99

7 max n

381 50 20144110150 556075 |85(99

o |

Algoritmos — p.353/434




Ordenacao por selecao
= N

1 7 max n

38105012044 10 |50 55|60 |75 |85(99

1 7 max n
3810020 44 | 10|50 |55 |60 75]|85]99

1 9 max n
38150120 44 1015055160 |75]|85]99

7 max n

381 50 20144110150 556075 |85(99

1 max n
L 381 50 (20144 110150155160 ]| 75|85 |99 J
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Ordenacao por selecao

m

38

10

20

44

20

50

59

60

75

89

99
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Ordenacao por selecao

m

38

10

20

44

20

50

59

60

75

89

99
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Ordenacao por selecao

m

38

10

20

44

20

50

59

60

75

89

99

1

m

33

10

20

44

o0

50

59

60

16

89

99




Ordenacao por selecao

m

38

10

20

44

20

50

59

60

75

89

99

1

m

20

10

38

44

o0

50

59

60

16

89

99




Ordenacao por selecao

1 m n

38 110(20 4415050 (55|60 75|85 |99

20110 138441505055 |60 |75 |8 |99

20110 138441505055 |60 |75 |8 |99




Ordenacao por selecao

1 m n

38 110(20 4415050 (55|60 75|85 |99

20110 138441505055 |60 |75 |8 |99

1012013814450 (505560 |75|85 |99




Ordenacao por selecao

38

10

20

44

20

50

59

60

75

89

99

20

10

38

44

o0

50

59

60

16

89

99

10

20

38

44

50

50

99

60

75

85

99

10

20

38

44

50

50

5

60

75

89

99

|
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Ordenacao por selecao

o N

Algoritmo rearranja A[1..n] em ordem crescente

ORDENA-POR-SELECAO (4, n)
1 param < n decrescendo até 2 faca

2 max <— m

3 para j <— m — 1 decrescendo até 1 faca
4 se Almax| < Alj]

5 entao mazr « j

6 Alm| < Almax]

o |
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Invariantes

~ Relag&o invariante chave:

(10) na linha 1 vale que: A[m ..n] é crescente.

1

m

n

38

50

20

44

10

50

5

60

75

89

99

-

|
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Invariantes

~ Relag&o invariante chave: o
(10) na linha 1 vale que: A[m ..n] é crescente.

1 m n

38195012044 | 10|50 |55 |60 |75 |8 |99

Supondo gue a invariante vale. Correcao do algoritmo é
evidente.

No inicio da ultima iterac&do das linhas 1-6 tem-se que
m = 1. Da invariante conclui-se que A[l..n] € crescente.

o |
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Malis invariantes

fNa linha 1 vale que:
(i1) All..m]| < Am +1];
Na linha 3 vale que:
(12) Alj+1..m] < Almax]

| max

38150 20| 44

10

25

5

60

75

89

99

|
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-

Mais invariantes

Na linha 1 vale que:

(1) A[l..m] < Afm +1];

Na linha 3 vale que:
(12) Alj+1..m| < Almax]

1

J

max

38

50

20

44

10

25

5

60

75

89

99

iInvariantes (i1),(i2)
+ condicao de parada do para da linha 3

+ troca linha 6 =- validade (i0)

LVerifique!

|
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Consumo de tempo

linha todas as execucoes da linha T
1 = 0O(n)
2 = 0O(n)
3 = 06(n?
4 = O(n?)
5 = 0O(n?)
6 = O(n)
total = ©O(2n? +3n) + O(n?) = O(n?)
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Representacao de arvores em vetores

o N

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
o |
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Pais e filhos

~ A[1..m] é um vetor representando uma arvore. o
Diremos que para qualquer indice ou no ¢,

® |i/2] é 0 paide
#® 27 ¢é o filho esquerdo de i;
#® 27+ 1 ¢éofilho direito.

O nd 1 nao tem pai e é chamado de raiz.

Um no ¢ so tem filho esquerdo se 27 < m.

Um no i s6 tem filho direito se 27 + 1 < m.

Um no i € um folha se nao tem filhos, ou seja 2: > m.
Todo no 7 é raiz da subarvore formada por

o Ali,2i,2i +1,40,4i + 1,40+ 2,4i + 3,8i,...,8i +7,...] B
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Nivels
~ Cada nivel p, exceto talvez o ultimo, tem exatamente 2 nés |
e esses sao

o0 P 4 190 42 .. 2Pt _q

o |
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Nivels
~ Cada nivel p, exceto talvez o ultimo, tem exatamente 2 nés |
e esses sao

o0 P 4 190 42 .. 2Pt _q

O nd ¢ pertence ao nivel 7?7,

o |
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Nivels
~ Cada nivel p, exceto talvez o ultimo, tem exatamente 2 nés |

e esses sao

o0 P 4 190 42 .. 2Pt _q

O no : pertence ao nivel [lgi].
Prova: Se p é o nivel do n6 i, entao

v < 4o o< 2t o
lg2P < lgi < lg2rtl =
p < lgi < p+1

o |
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Nivels
~ Cada nivel p, exceto talvez o ultimo, tem exatamente 2 nés |

e esses sao

o0 P 4 190 42 .. 2Pt _q

O no : pertence ao nivel [lgi].
Prova: Se p é o nivel do n6 i, entao

v < 4o o< 2t o
lg2P < lgi < lg2rtl =
p < lgi < p+1

Logo, p = |1gi].
LPortanto o namero total de niveis é ???. J
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Nivels

~ Cada nivel p, exceto talvez o ultimo, tem exatamente 2 nés |

e esses sao

o0 P 4 190 42 .. 2Pt _q

O no : pertence ao nivel [lgi].
Prova: Se p é o nivel do n6 i, entao

v < 4o o< 2t o
lg2P < lgi < lg2rtl =
p < lgi < p+1

- Portanto, o nimero total de niveis € 1 + [1gm].

|
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Altura
| -

A altura de um no6 i € o maior comprimento de um caminho
de : a uma folha.

Em outras palavras, a altura de um no ¢ € o maior
comprimento de uma sequéncia da forma

(filho(7), filho(filho(7)), filho(filho(filho(7))), . . .)

onde filho(z) vale 2; ou 2; + 1.

Os nos que tém altura zero sao as folhas.

o |
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Altura
| -

A altura de um no6 i € o maior comprimento de um caminho
de : a uma folha.

Em outras palavras, a altura de um no ¢ € o maior
comprimento de uma sequéncia da forma

(filho(7), filho(filho(7)), filho(filho(filho(7))), . . .)

onde filho(z) vale 2; ou 2; + 1.

Os nos que tém altura zero sao as folhas.

A altura de um no ; é 7?2?77,

o |
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Exercicio 12.A

o N

A altura de um no 7 € o comprimento da sequéncia
(24,2%0,2%4,...,2"4)

onde 2" i < m < 2(h+1) ;. Assim,

ohy < m < ol =
oh < m/)i < 1g2htt =
h < lg(m/i) < h+1

Portanto, a altura de i e |lg(m/i)].

o |
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Exercicio 12.B

fl\/lostre que A[l..m] tem no maximo [m/2"*1] nés com T
altura h.

Exemplo: N, = numero de noés a altura h

m | [m/27 ] Noo [m/270 ] [m/20 ] Ny [m/20
16| 8 8 8 4 4 4

17 8 9 9 4 4 5

18| 9 9 9 4 5 5

19 9 10 10 4 5 5

20/ 10 10 10 5 5 5

21/ 10 11 11 5 5 6

22| 11 11 11 5 6 6

23| 11 12 12 5 6 6
24| 12 12 12 6 6 6
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Solucao

fProva: Exercicio 12.B T
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Resumao

~ Considere uma arvore representada em um vetor A[1...m]. |

filho esquerdo de : 21

filno direito de :: 2141
pai de :: 12/2]
nivel da raiz: 0

nivel de i: g i |
altura da raiz: 1gm |
altura da arvore: 1g m |
altura de i lg(m/1)]
altura de uma folha: 0

L total de nés de altura h < [m/2"*1] (Exercicio 12.B) J
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Heap
-

Um vetor A[1...m] € um max-heap se
Alli/2]] = Ali]

paratodo:=2,3,...,m.

De uma forma mais geral, A[j...m| € um max-heap se

All2/2]] = Ali]
paratodoi:=25,25+1,44,...,47+3,87,...,87+7,....
Neste caso também diremos que a subarvore com raiz j é
um max-heap.

o |
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34

23

46

30

1

10

21

41

11

10

15

12

12

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

o1

46

L7

34

41

15

14

23

30

21

10

12

----------- 1
7
14| 9
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0tina basica de manipulacao de max-heaj

T__ 1 I1H%ﬁ

13| 0
2 3
46 | 1
4 5! 6 7
34 41 15 14|92
8 9 10 11 12
23 30 21 10 2 3

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1346 |17 34 (41 {15|14 (23 |30|21 |10 |12
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0tina basica de manipulacao de max-heaj

T__ 1 I1H%ﬁ

A6 | 0
2 3
13 17| e 1
4 5! 6 7
34 41 15 14|92
8 9 10 11 12
23 30 21 10 2 3

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
46 |13 |17 (34 |41 [ 1514 123 | 30|21 (10 |12
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0tina basica de manipulacao de max-heaj

T__ 1 I1H%ﬁ

A6 | 0
2 3
41 17| 1
4 5 6 7
34 13 15 14|92
8 9 10 11 12
23 30 21 10 2 3

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
46 |41 |17 (34|13 [ 1514 {23 | 30|21 [10 |12
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0tina basica de manipulacao de max-heaj

T__ 1 ruw%ﬁ

A6 | 0
2 3
41 17| 1
4 5 6 7
34 21 15 14|92
8 9 10 11 12
23 30 13 10 2 3

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
46 |41 |17 (34|21 [ 1514 123 | 30|13 |10 |12
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0tina basica de manipulacao de max-heaj

(__ 1 rnw%ﬁ

A6 | 0
2 3
41 17| 1
4 5 6 7
34 21 15 14|92
8 9 10 11 12
23 30 13 10 2 3

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
46 |41 |17 (34|21 [ 1514 123 | 30|13 |10 |12
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0tina basica de manipulacao de max-heaj

~ Recebe A[l..m] e i > 1tais que subarvores comraiz2i e |
2: + 1 sdo max-heaps e rearranja A de modo que subarvore
com raiz ¢ seja max-heap.

MAX-HEAPIFY (A,m, i)

e 2

d+—21+1

seec<me Al > Al
entao maior «— ¢
senao maior «— i

sed <me Ald] > Almaior]
entao maior «— d

Se maior # 1
entao Ali| « A|lmaior]

MAX-HEAPIFY (A, m, maior) J

CLOWoLO~NOOOUTPrWDNPE

B
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Consumo de tempo
 h:=alturadei= |lg 7 o

T(h) := consumo de tempo no pior caso

linha todas as execucoes da linha

1-3 = 30(1)
4-5 = 20(1)
6 = O(1)
7 = 0(1)
8 = 06(1)
9 = 0(1)
10 < T(h-1)
total < T(h—1)+06(5) 4+ 0(2)
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Consumo de tempo

 h:=alturadei= |lg 7 o
T(h) := consumo de tempo no pior caso

Recorréncia associada:
T(h) <T(h-1)+06(1),

pois altura de maior € h — 1.

|

Algoritmos — p.376/434



Consumo de tempo

 h:=alturadei= |lg 7 o
T(h) := consumo de tempo no pior caso

Recorréncia associada:
T(h) <T(h-1)+06(1),

pois altura de maior € h — 1.
Solucgao assintotica: T'(n) € ??7.

|
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Consumo de tempo

 h:=alturadei=[lg%

T(h) := consumo de tempo no pior caso
Recorréncia associada:

T(h) < T(h—1) +0(1),

pois altura de maior € h — 1.
Solucgao assintotica: T'(n) € O(h).

Como h < lgm, podemos dizer que:

O consumo de tempo do algoritmo MAX-HEAPIFY
e O(Igm) (ou melhor ainda, O(lg *)).

|
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Construcao de um max-heap

(“ 1 nl'velw

41 0
2 3
13 34| 1
4 5! 6 7
17 15 10 46 | -2
8 9 10 11 12
23 12 41 30 201 3

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
14 113 |34 |17 |15 (10|46 |23 | 12|41 |30 |21
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Construcao de um max-heap

(“ 1 nl’velw

41 0
2 3
13 34| 1
4 5! 6 7
17 15 10 46 | - 2
8 9 10 11 12
23 12 41 30 201 3

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
14113 {34 |17 1510 |46 |23 | 12|41 |30 | 21
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Construcao de um max-heap

(“ 1 nl’velw

41 0
2 3
13 34| 1
4 5! 6 7
17 15 21 46 | ... 2
8 9 10 11 12
23 12 41 30 10 3

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
14 {13 |34 |17 |15 |21 (46|23 | 12|41 |30 | 10
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Construcao de um max-heap

T“ 1 nhﬁﬁ

41 0
2 3
13 34| 1
4 5! 6 7
17 15 21 46 | --. 2
8 9 10 11 12
23 12 41 30 10 3

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
14 (13 {34 |17 15|21 |46 |23 |12]41 (30|10
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Construcao de um max-heap

(“ 1 nl’velw

41 0
2 3
13 34| 1
4 5! 6 7
17 41 21 46 | .2
8 9 10 11 12
23 12 15 30 o 3

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
14 (13 {34 |17 |41 |21 |46 |23 |12|15 (30|10
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Construcao de um max-heap

(“ 1 nl’velw

41 0
2 3
13 34| 1
4 5! 6 7
17 41 21 46 | -2
8 9 10 11 12
23 12 15 30 o 3

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
14 (13 {34 |17 |41 |21 |46 |23 |12]15 (30|10
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Construcao de um max-heap

(“ 1 nl’velw

41 0
2 3
13 34| 1
4 5! 6 7
23 41 21 46 | -2
8 9 10 11 12
17 12 15 30 0 3

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
14 (13 {34 (23 |41 |21 |46 |17 |{12]15 (30|10
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Construcao de um max-heap

(“ 1 nl’velw

14| 0
2 3
13 34| 1
4 5! 6 7
23 41 21 46 | --.2
8 9 10 11 12
17 12 15 30 o 3

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
14 (13 {34 |23 |41 |21 |46 |17 {12]15 (30|10

Algoritmos — p.384/434



Construcao de um max-heap

(“ 1 nl’velw

14| 0
2 3
13 7L I— 1
4 5! 6 7
23 41 21 34|--.2
8 9 10 11 12
17 12 15 30 o 3

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
14 113 |46 |23 |41 21|34 |17 |12]|15(30 | 10
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Construcao de um max-heap

(“ 1 nl’velw

14| 0
2 3
13 7% — 1
4 5! 6 7
23 41 21 34 (-2
8 9 10 11 12
17 12 15 30 [0 3

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
14 |13 |46 |23 |41 {2134 (17 |12]15(30 | 10

Algoritmos — p.386/434



Construcao de um max-heap

(“ 1 nl’velw

41 0
2 3
41 46| e 1
4 5! 6 7
23 13 21 34|92
8 9 10 11 12
17 12 15 30 o 3

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
14 141 (46 |23 |13 21|34 |17 |12]15(30 | 10
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Construcao de um max-heap

(“ 1 nl’velw

41 0
2 3
41 46| e 1
4 5! 6 7
23 30 21 34 -9
8 9 10 11 12
17 12 15 13 o 3

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
14 141 (46 |23 |30 {21 |34 |17 |12]|15(13 | 10
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Construcao de um max-heap

(“ 1 nl’velw

14 0
2 3
41 7T I— 1
4 5! 6 7
23 30 21 34 1.9
8 9 10 11 12
17 12 15 13 [0 3

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
14 {41 |46 123 |30 |21 |34 |17 [12]15(13 | 10
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Construcao de um max-heap

(“ 1 nl’velw

A6 | 0
2 3
41 4 1
4 5! 6 7
23 30 21 34 |--.9
8 9 10 11 12
17 12 15 13 o 3

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
46 (41 {14 23130 [ 21|34 |17 |12]15|13 |10
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Construcao de um max-heap

(“ 1 nl’velw

A6 | 0
2 3
41 34 1
4 5! 6 7
23 30 21 14|92
8 9 10 11 12
17 12 15 13 o 3

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
46 (41 3423 (30 [21]14 |17 [12(15]13 |10
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Construcao de um max-heap

(“ 1 nl'velw

A6 | 0
2 3
41 34| 1
4 5! 6 7
23 30 21 14|92
8 9 10 11 12
17 12 15 13 o 3

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
46 (41 |34 ({23 (30 (2114 |17 |12(15]13 |10
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Construcao de um max-heap

~ Recebe um vetor A[1..7] e rearranja A para que seja o
max-heap.

BUILD-MAX-HEAP (A, n)
2 parai< |n/2| decrescendo ate 1 faca
3 MAX-HEAPIFY (A, n, i)

Relacao invariante:

(iI0) no inicio de cada iteracéo, i + 1,...,n Sao raizes de
max-heaps.

T(n) := consumo de tempo no pior caso

o |
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Construcao de um max-heap

~ Recebe um vetor A[1..7] e rearranja A para que seja o
max-heap.

BUILD-MAX-HEAP (A, n)
2 parai< |n/2| decrescendo ate 1 faca
3 MAX-HEAPIFY (A, n, i)

Relacao invariante:

(iI0) no inicio de cada iteracéo, i + 1,...,n Sao raizes de
max-heaps.

T(n) := consumo de tempo no pior caso

Analise grosseira: T'(n) € § O(lgn) = O(nlgn).

LAnéIise mais cuidadosa: T'(n) é ??7?7. J
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T(n) é O(n)

~ Prova: O consumo de MAX-HEAPIFY (A, n, i) é o
proporcional a h = |1g % |. Logo,

llgn]

o = 3 [

h=1
llgn] .
< N i b (Exercicio 12.C)
h=1
1 2 3 llgn|
< n (21 + 5 + 53 + -+ ztlgnJ>
) 1/2
-2

L = 2n. J
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T(n) é O(n)

Prova: O consumo de tempo de MAX-HEAPIFY (A, n,i) éa |
O(h) = O(|1g 7]). Logo,

llgn]

T(n) = > |55 | O

h=0

lgn] L
— O(n > 2h> (Exercicio 12.C)
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Algumas séries

fPara todo ndmero real z, |z| < 1, temos que > ° ' = — T

Para todo numero real z, || < 1, temos que

Prova:

]
|
g
&s.
_|_
10
&s.
_|_
_|_
gt
Rs.
_|_

1l—x-

X

IR
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Conclusao

O consumo de tempo do algoritmo MAX-HEAPIFY
é O(n).
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17
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Heap sort

- Algoritmo rearranja A[1..n] em ordem crescente. o

HEAPSORT (A, n)

m—m — 1

MAX-HEAPIFY (A, m, 1)

0 BUILD-MAX-HEAP (A,n) > pre-processamento
1 m+n

2 parai <« n decrescendo até 2 faca

3 All] « Ali]

4

5

RelacOes invariantes: Na linha 2 vale que:
(1I0) Alm..n| é crescente,
(il) All..m] < Am +1];
L(iZ) A[l..m] € um max-heap. J
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Consumo de tempo

linha todas as execucoes da linha
0 = 0OMn)

]

D
~~

—_
~—

B WODN P
||
2
P—‘\_/S/\/

total nO(lgn) +O(4n+1) = O(nlgn)

O consumo de tempo do algoritmo HEAPSORT &
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Um pouco de experimentacao

~ Anplataforma utilizada nos experimentos € um PC rodando |
Linux Debian ?.? com um processador Pentium Il de
233 MHz e 128MB de memodria RAM .

Os codigos estao compilados com o gec versao 2.7.2.1 e
opcao de compilacao -02.
Algoritmos implementados:

bub  bubblesort
bub?2 bubblesort 2
shkr shakersort
sele ORDENA-POR-SELECAO
ins  ORDENA-POR-INSERCAO
INSS 1nsercao Sedgewick
L INSB 1nsercao binaria J
shell shellsort
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Crescente

n bub | bub2 | shkr | sele | Ins | INSS | InsSB | she
256 0.00 | 0.00 | 0.00 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 0.
512 0.00 | 0.00 | 0.00 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 0.

1024 0.01 | 0.00 | 0.00 0.01 | 0.00 | 0.00| 0.00 0.
2048 0.04 | 0.00 | 0.00 0.04 | 0.00 | 0.00 | 0.00 0.
4096 0.18 | 0.00 | 0.00 0.14 | 0.00 | 0.00 | 0.00 0.
8192 0.90 | 0.00 | 0.00 0.71 | 0.00 | 0.00| 0.01 0.
16384 3.81| 0.00| 0.00 3.04 | 0.00| 0.01| 0.00 0.
32768 | 1548 | 0.00| 0.00| 12.32 | 0.00| 0.00 | 0.01 0.
65536 | 62.43 | 0.01| 0.00| 49.44 | 0.00| 0.01| 0.04 0.
31072 | 266.90 | 0.01 | 0.00 | 214.86 | 0.01 | 0.01 | 0.09 0.
| -
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Decrescente

n bub | bub2 | shkr | sele INns INSS In
256 0.00 0.01 0.00 0.00 0.00 0.00 0.
512 0.00 0.01 0.00 0.01 0.00 0.00 0.

1024 0.01 0.02 0.02 0.01 0.00 0.01 0.
2048 0.06 0.08 0.07 0.03 0.03 0.02 0.
4096 0.28 0.29 0.28 0.15 0.11 0.07 0.
8192 1.30 1.25 1.20 0.71 0.75 0.56 0.
16384 5.41 5.15 4.98 3.01 3.45 2.57 3.
32768 | 2359 | 22.19| 2056 | 13.28| 1456 | 11.21 | 14.
65536 | 91.07 | 85.88 | 84.66 | 51.16 | 67.98 | 55.89 | 59.
31072 | 361.67 | 339.09 | 341.04 | 204.23 | 244.55 | 207.27 | 222.
| -
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Aleatdrio: media de 10

n bub | bub2 | shkr | sele INns INSS In
256 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.
512 0.01 0.01 0.01 0.00 0.00 0.00 0.

1024 0.03 0.02 0.02 0.01 0.00 0.01 0.
2048 0.09 0.11 0.07 0.03 0.02 0.01 0.
4096 0.37 0.41 0.27 0.14 0.06 0.04 0.
8192 1.70 1.77 1.12 0.71 0.29 0.22 0.
16384 7.08 7.33 4.75 3.05 1.55 1.25 1.
32768 | 2854 | 29.32 | 19.30| 12.33 6.88 5.61 1.
65536 | 113.55 | 116.95 | 77.64 | 49.17 | 28.37 | 23.17 | 28.
31072 | 493.08 | 506.67 | 323.34 | 224.09 | 121.01 | 105.44 | 115.
| -
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Mais experimentacao

~ Anplataforma utilizada nos experimentos € um PC rodando |
Linux Debian ?.? com um processador Pentium Il de
233 MHz e 128MB de memodria RAM .

Os codigos estao compilados com o gec versao 2.7.2.1 e
opcao de compilacao -02.

Algoritmos implementados:

shell shellsort origina
merge_r MERGE-SORT recursivo
merge 1 MERGE-SORT iterativo
heap HEAPSORT

o |
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Crescente

n | shell | merge r | merge 1 | heap

4096 0.01 0.00 0.01| 0.00
8192 0.00 0.01 0.01 | 0.01
16384 0.01 0.02 0.02 | 0.01
32768 0.02 0.05 0.04 | 0.03
65536 0.05 0.10 0.10 | 0.07
131072 0.12 0.23 0.28 | 0.16

|
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Decrescente

n | shell | merge r | merge 1 | heap

4096 0.00 0.01 0.00 | 0.00
8192 0.00 0.01 0.01 | 0.01
16384 0.02 0.02 0.02 | 0.01
32768 0.03 0.04 0.04 | 0.03
65536 0.07 0.09 0.09 | 0.07
131072 0.15 0.21 0.28 | 0.16

|
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Aleatdrio: media de 10

n | shell | merge r | merge_1 | heap

4096 0.01 0.01 0.00 | 0.01
8192 0.01 0.01 0.01| 0.01
16384 0.03 0.02 0.02 | 0.02
32768 0.07 0.05 0.05| 0.04
65536 0.16 0.11 0.11 | 0.10
131072 0.38 0.25 0.33| 0.23
262144 0.92 0.54 0.73| 0.54
524288 2.13 1.18 1.55| 1.31
1048576 4.97 2.52 3.32 | 3.06
2097152 | 11.38 5.42 6.96 | 7.07
4194304 | 26.50 11.40 14.46 | 15.84
8388608 | 61.68 24.35 29.76 | 35.85

|
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Exercicios

Exercicio 12.A

A altura de s em A[l..m] é o comprimento da mais longa sequéncia da forma
(filho(7), filho(filho(7)), filho(filho(filho(?))), . . .)

onde filho(7) vale 2i ou 27 + 1. Mostre que a altura de i & |lg = |.
E verdade que |lg 2| = [lgm| — [lg4]?

Exercicio 12.B
Mostre que um heap A[1..m] tem no maximo [m/2"*1] nés com altura h.

Exercicio 12.C
Mostre que [m/2P+1] < m/2" quando h < |Igm].

Exercicio 12.D
Mostre que um heap A[1..m] tem no minimo |m/2"*1| nés com altura h.

Exercicio 12.E

Considere um heap A[l..m]; araiz do heap € o elemento de indice 1. Seja m’ 0 nUmero

de elementos do “sub-heap esquerdo”, cuja raiz é o elemento de indice 2. Seja m’' o
Lnl]mero de elementos do “sub-heap direito”, cuja raiz é o elemento de indice 3. Mostre que J

m'" <m' <2m/3.
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Mais execiclos
|7Exerci(:io 12.F —‘

Mostre que a solucao da recorréncia

T(1) = 1
T(k) < T(2k/3)+5 parak > 2

é O(log k). Mais geral: mostre que se T'(k) = T'(2k/3) + O(1) entdo O(log k).
(Curiosidade: Essa é a recorréncia do MAX-HEAPIFY (4, m, i) se interpretarmos k como
sendo o numero de nds na subarvore com raiz 7).

Exercicio 12.G
Escreva uma versdo iterativa do algoritmo MAX-HEAPIFY. Faca uma andlise do consumo
de tempo do algoritmo.

o |
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Malis exerciclos ainda
fExercicio 12.H —‘

Discuta a seguinte variante do algoritmo MAX-HEAPIFY:

M-H (A, m, 1)

1 e «— 21

2 d«— 27+ 1

3 see<me Ale] > Alil

4 entdo Ali] < Ale]
5 M-H (A, m,e)
6 sed <me A[d] > Ali]

7 entdo A[:] « Ald]

8 M-H (A, m, d)

o |
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Filas com prioridades

CLRS 6.5e 19
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Filas com prioridades

-

Uma fila com prioridades é um tipo abstrato de dados que T
consiste de uma colecao S de itens, cada um com um valor
ou prioridade associada.

Algumas operacodes tipicas em uma fila com prioridades

sao:

MAXIMUM(S): devolve o elemento de S com a maior
prioridade;

EXTRACT-MAX(S): remove e devolve o elemento em S com a
maior prioridade;

INCREASE-KEY(S, s, p): aumenta o valor da prioridade do
elemento s para p; e

INSERT(.S, s, p): Insere o elemento s em S com prioridade p.

o |
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Implementacao com max-heap

o N

HEAP-MAX (A, m)
1 devolva A[l]

Consome tempo O(1).

HEAP-EXTRACT-MAX (A, m) > m >1
maz «— All]

All] «— Alm]

m<«—m — 1

MAX-HEAPIFY (A, m, 1)

devolva max

~NOo O1lbh W

Consome tempo O(lgm).

|

Algoritmos — p.431/434



Implementacao com max-heap

|7 HEAP-INCREASE-KEY (A, 1, prior) > prior > Alil T
3 Al « prior
4 enquanto: > 1e A[|i/2]] < Ali] faca
5 Ali] — A[Li/2]
6 i — |1/2]

Consome tempo O(lgm).

MAX-HEAP-INSERT (A, m, prior)
1 m—m+1
2 Alm]«— —o0

3 HEAP-INCREASE-KEY (A, m, prior)

Consome tempo O(lgm). J

.
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Outras implementacoes

f max-heap heap binomial fibonacci hea
Operacao (pior caso)  (pior caso) (amortizado)
MAKE-HEAP O(1) (1) o(1)
INSERT O(lgm) O(lgm) O(1)
MAXIMUM (1) O(lgm) o(1)
EXTRACT-MAX O(lgm) O(lgm) O(lgm)
UNION O(m) O(lgm) O(1)
INCREASE-KEY  ©O(lgm) O(lgm) O(1)
DELETE O(lgm) O(lgm) O(lgm)

MAKE-HEAP(): cria um heap vazio.

Arvores binarias de busca podem ser usadas para
Implementar filas com prioridades. Consumo de tempo 7?7.
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Exercicios

Exercicio 13.A [CLRS 6.5-7]

Escreva uma implementacdo e£ciente da operacdo MAX-HEAP-DELETE(A, m, 7). Ela deve
remover o no ¢ do max-heap A[l..m| e armazenar os elementos restantes, em forma de
max-heap, no vetor A[1..m—1].

Exercicio 13.B [CLRS 6-1, p.142]
O algoritmo abaixo faz a mesma coisa que o BUILD-HEAP?

B-H (A, n)

1 para m < 2 até n faca

2 1 —m

3 enquanto: > 1 e A[|i/2]] < A[:] faca
4 Alli/2]] « Ali] > troca

) i+— |i/2]

Qual a relacao invariante no inicio de cada iterac&do do bloco de linhas 2-5? Qual o
consumo de tempo do algoritmo?

Exercicio 13.C [CLRS 6.5-5]
Prove que HEAP-I NCREASE-KEY esta correto. Use o seguinte invariante: no inicio de cada
iteracéo, A[l..m] & um max-heap exceto talvez pela violagdo da relagdo A[|i/2]|] > Al[i].
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