Melhores momentos

AULA 5
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Recorréncias

~
~
.
~—
I

1
T(n) = T(n/2])+T([n/2])+6n+5 paran=2,3,4,5, ..

n |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
T(n)|1 19 43 67 97 127 157 187 223 259

Vimos que:

T(n) e O(nlgn).
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Conclusao

O consumo de tempo do MERGE-SORT é O(nlgn)
no pior caso.

Exercicio. Mostre que:

O consumo de tempo do MERGE-SORT é O(nlgn).

LHmmmm. .. Qual a diferenca entra as duas afirmacoes? J
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Classe O da solucao de uma recorréencia

~ Néo fago questdo de solugao exata: basta solugdo o
aproximada (em notacao O; melhor ainda ©)

Exemplo:

G(1) = 1
G(n) = 2G(n/2)+™m+2 paran=24,8,16,...

Solucao exata: G(n) = Tnlgn + 3n — 2
Solucao aproximada: G(n) = O(nlgn) (G(n) =0(nlgn)!)

Em geral, € mais facil obter e provar solucao aproximada que
solucao exata

o |
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Dica pratica (sem prova)
fA solucao da recorréncia T

T1) = 1
T(n) = 2T([n/2])+Tn+2 paran=23,4,5, ..

esta na mesma classe © gque a solucao de

T'(1) = 1
T'(n) = 27'(n/2)+n paran=2,2%2° ...

e ha mesma classe © que a solucao de

T'(4) = 10
T"(n) = 27"(n/2)+n paran = 23,2427, ...

o |
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Recorréncias com O do lado direito
fA “recorréncia’ T

T(n) =2T(n/2) + O(n)

representa todas as recorréncias da forma
T(n)=2T(n/2)+ f(n) emque f(n) & O(n).

Melhor: representa todas as recorréncias do tipo

T"n) < a paran=~kk+1,...,2k—1
T'(n) 2T'(In/2]) +bn paran > 2k

VAN

guaisquer que sejama, b >0e k > 0
(poderiamos tomar ng = 1; veja ex ??.1)

o |
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Exemplo com O

o N

Recorréncia com O do lado direito

Na analise do consumo de tempo do MERGE-SORT
tinhamos:

T(n) := consumo de tempo maximo quandon =r —p+ 1

Solucao aproximada: T'(n) € O(nlgn).

o |

Algoritmos — p.195/235



Exemplo com ©

o N

Recorréncias com © do lado direito

Na analise do consumo de tempo do MERGE-SORT
tinhamos:

T(n) := consumo de tempo maximo quandon =r —p+ 1

Solucao aproximada: T'(n) € O(nlgn).

o |
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Teorema Ban-Ban-Ban

fTeorema Mestre (Master Theorem, CLRS, sec. 4.3, p.73): T

Suponha
T(n)=aT(n/b)+ f(n)

paraalguma >1eb > 1eonden/bsignifica [n/b] ou [n/b].
Entao, em geral,

se f(n) = O(n'°82=¢) entdo T(n) = O(nl°& )
se f(n) = O(nl°& ) entdo T'(n) = O(n'°& *1gn)
se f(n) = Q(n'°& 2t entdo T(n) = O(f(n))

para qualguer ¢ > 0.
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AULA 6
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Tecnicas em projeto de algoritmos

o N

Programming Pearls: Algorithm Design
Techniques,
Jon Bentley, Addison-Wesley, 1986
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Segmento de soma maxima

Um segmento de um vetor A[1..n] é um qualquer subvetor |
da forma Ale. . d].

Problema: Dado um vetor A[l..n] de nUmeros inteiros,
determinar um segmento Ale..d] de soma maxima.

Entra:

A |31]—-41159 26| —-53|58|97|—-93|—-23|8&4

o |
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Segmento de soma maxima

Um segmento de um vetor A[1..n] é um qualquer subvetor |
da forma Ale. . d].

Problema: Dado um vetor A[l..n] de nUmeros inteiros,
determinar um segmento Ale..d] de soma maxima.

Entra:

A |31]—-41159 26| —-53|58|97|—-93|—-23|8&4

Sail:
1 3 7 n
A |31 =41 159|126 =53 58|97 —-93 | —23 | &4

Ale..d] = A[3..7] € segmento de soma maxima.

LA[S .. 7] tem soma 187. J
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.

Segmento de soma maxima

Problema (versao simplificada): Determinar a maior soma

-

maxima de um segmento de um dado um vetor A[1..n|.

Entra:
1 n
A |31]—41[59]26|—53 58|97 | —-93|—23 |84
Sai:
1 3 7 n
A |31 —41[59]26| =53 [58]97|—-93|—23 |84

A soma maxima é 187.

|

Algoritmos — p.201/235



Algoritmo café-com-leite

~ Algoritmo determina um segmento de soma maxima de |
All..n].

SEG-MAX-3 (A, n)
somamaz <— 0
e«—0 d«— -1 o Ale..d]evazio
para: < 1 até n faca
para f < i até n faca
soma «— (
para i «— i ate f faca
soma «— soma + Alk]
se soma > somamar entao
somamax «— soma €<« 1 d<« f
devolva e, d e somamax

QWO ~NOOITP, WN P

|
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Relacéao invariante chave:

Correcao

(10) na linha 3 vale que: Ale..d] € um segmento de
soma maxima com e < 1.

A

€

(

-

31

—41

59

26

—93

28

97

—93

—23

84

|
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Correcao

o N

Relacéao invariante chave:

(10) na linha 3 vale que: Ale..d] € um segmento de
soma maxima com e < 1.

e 7 d n
A 31| —41 (159126 | —5H3 58|97 | =93 | =23 | &4

Mais relacoes invariantes:
(11) na linha 3 vale que:

somamazr = Ale] + Ale + 1]+ Ale + 2] + - - - + A[d];
(12) na linha 6 vale que:

L soma = Ali| + Al + 1)+ Ali + 2] +--- + Ak — 1. J
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Consumo de tempo

fSe a execucao de cada linha de codigo consome 1 unidadej
de tempo o consumo total é:

linha todas as execucoes da linha
1-2 = 2 — 0(1)
3 = n+l = O(n)
4 = n+1)+n+n—-1)4+---+1 — O(n?)
5 = n+n-1)+---+1 = O(n?)
6 = 24+ +Mm+1)+24+ +n)+---+2=0(n"
7 = (14+-+n)+{1+-+n-1)+ - +1=0(n?)
8 = n+n-1D+0-2)+---+1 — O(n?)
9 < n+n—-1)+n—-2)4---+1 = O(n?)
10 = 1 — O(1)
L total = O(2n’ + 3n? +n +2) + O(n?) = O(n?)
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Algoritmo arroz-com-feijao

~ Algoritmo determina um segmento de soma maxima de |

All..n].

SEG-MAX-2 (4, n)

OO NO OIS, WDNPE

somamax «— (
e«—0 d«— -1 o Ale..d] evazio
para: < 1 até n faca
soma < 0
para [ «— i até n faca
soma «— soma + A|f]
se soma > somamar entao
SOmamar <— soma e <1
devolva ¢, d e somamax

d—f

|
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Correcao

o N

Relacéao invariante chave:

(10) na linha 3 vale que: Ale..d] € um segmento de
soma maxima com e < 1.

e d 2 n
A 31| —41 (159126 | —5H3 58|97 | =93 | =23 | &4

Mais relacoes invariante:
(11) na linha 3 vale que:

somamaxr = Ale] + Ale + 1] + Ale + 2] 4+ - - - + Ald];
(12) na linha 5 vale que:

| soma = Ali] + Ali + 1] + Ali + 2] + - + A[f — 1]; |
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-

linha

Consumo de tempo

Se a execucao de cada linha de codigo consome 1 unidadej
de tempo o consumo total é:

todas as execucoes da linha

1-2
3

0O N O O1 b~

Al

2

n—+1

n
(n+1)+n+---
n+(n—1)+---
n+n-—1)+---
n+n-—1)+---

1

+ 2
+ 1
+ 1
+1

~
p—t

H
D

total

]
ORORONO
/N 77 N /N /N
N———" \/\/\/\_53\/\./\/\/

O(3n% + 2n + 2) + O(n?) = O(n?

|
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Solucao de divisao-e-conquista
- ; -

D (A

D ee de q r

p




Algoritmo de divisao-e-conguista

fAIgoritmo determina soma maxima de um seg. de Alp..r]|. T
SEG-MAX-DC (A, p, )

se p = r entao devolva max(0, A[p])
q—|p+r)/2]
mazesq «— SEG-MAX-DC(A, p, q)
mazxdir «— SEG-MAX-DC(A, ¢+ 1,r)
maz2esq «— soma «— Alq]
para: «— ¢ — 1 decrescendo ate p faca
soma «— soma + Ali]
mar2esq <— max(mazr2esq, soma)
maz2dir < soma «— Alq + 1]
para f «— ¢+ 2 até r faca
soma «— soma + A|f]
mazx2dir < max(maz2dir, soma)
marcruz <— marlesq + max2dir
devolva max(mazesq, maxcruz, maxdir) J
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Correcao

o N

VeriEque que:

® maresq € a Soma maxima de um segmento de Alp.. q;

® maxdir € a soma maxima de um segmento de
Alg+1..r]; e

® mazcruz € a soma maximo de um segmento da forma
Ali.. flecomi<geqg+1< f.

Conclua que o algoritmo devolve a soma maxima de um
segmento de A[p..r].

o |
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Consumo de tempo

Se a execucao de cada linha de codigo consome 1 unidadej
de tempo o consumo total é:

linha todas as execucoOes da linha

1-2 = 2 —0(1)
3 = T(3]) =T(|3])
4 = T(|3)) =T(|3])
5 = 1 = 0(1)
6 = 3] +1 = O(n)
8~ [} — o)
9 = 1 = 0(1)
10 = |§5]+1 = O(n)
11-12 = | %] — O(n)
13-14 = 2 = O(1)
total = T(|5])+T(|5])+06(n+4)

Algoritmos — p.211/235



Consumo de tempo

o N

T(n) := consumo de tempo quandon =r —p+ 1

Na analise do consumo de tempo do SEG-MAX-DC
chegamos a (ja manjada) recorréncias com © do lado
direito:

Solucao aproximada/assintotica: T'(n) € ©(nlgn).

o |
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Cara da solucao
f Solucéao T




Solucao Iindutiva
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Algoritmo linear

~ Algoritmo determina um segmento de soma maxima de |
A[l..n] (por Jay Kadane).

SEG-MAX-1 (4, n)

1  somamazr < 0
2 e«—0 d«— -1 1 Ale..d]evazio
3 1+ 1
4  soma «— 0
5 para f <« 1 até n faca
6 se soma < 0
/ entao: «— f  soma «— Al[f]
8 senao soma «— soma + Al f]
9 se soma > somamazr entao
10 somamazr <— soma e<«—1 d<« [
11 devolva e, d e somamax

|
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Correcao
fRelac;'a“lo iInvariante chave:

(10) na linha 5 vale que: Ale..d] é segmento de
soma maxima comd < f.

e d f n
A 31| —41159|26|—=53|58 97| —-93 | —23| &4

Mais uma relacao invariante:
(11) na linha 5 vale que:

somamazr = Ale] + Ale + 1] + Ale + 2] + - - - + A[d].

o |
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Invariantes (10) e (13)
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Correcao (continuacao)

~ Mais relagdes invariantes. o
Na linha 5 vale que:

(i2) Ali.. f — 1] € segmento de soma maxima com

termino em f — 1;

(|3) soma = A[Z] —|—A[i—|— 1] —|—A[i—|—2] 4. _|_A[f_ 1];

(i4) Ali) + Ali + 1] +--- + A[k] >0
paratodo k =1i,i+1,..., f —2;

Na linha 7 vale que:
(15) soma = Ali]| + Ali + 1]+ -+ A[f — 1] <0
As relacoes invariantes (i4) e (i15) implicam que na linha 7:

(I6) Alk| + Alk+1]+--- 4+ A[f —1] <0
paratodo k =i,i+1,..., f —1;

o |
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Consumo de tempo

Se a execucao de cada linha de codigo consome 1 unidadej
de tempo o consumo total é:

linha todas as execucoOes da linha
1-2 = 2 = O(1)
3-4 = 2 = 0O(1)
5 = n+l1 = O(n)
6 = n = O(n)
-8 = n = O(n)
9 = n = O(n)
10 < n = O(n)
11 = 1 = O(1)
total = ©(4n+3)+O(n) = O(n)

|
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Conclusoes

O consumo de tempo do algoritmo SEG-MAX-3 é
O(n?).

O consumo de tempo do algoritmo SEG-MAX-2 é
O(n?).

O consumo de tempo do algoritmo SEG-MAX-DC é
O(nlgn).

O consumo de tempo do algoritmo SEG-MAX-1 &
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Técnicas

Evitar recomputacoes. Usar espaco para armazenar
resultados a fim de evitar recomputa-los (SEG-MAX-2,
SEG-MAX-1, programacao dinamica).

Pré-processar os dados. O HEAPSORT pré-processa
0s dados armazenandos em uma entrutura de dados
para realizar computacoes futuras mais eficientemente.

Divisao-e-conquista. Os algoritmos Mergesort e
SegMaxdc utilizam uma forma conhecidade dessa
técnica.

Algoritmos incrementais/varredura. Como estender a
solucao de um subproblema a uma solucao do
problema (SegMaxu).

Delimitacao inferior. Projetistas de algoritmos so
dormem em paz quando sabem que seus algoritmos J
sao o melhor possivel (SegMaxu).
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Analise experimental de algoritmos

o N

“O interesse em experimentacao, € devido ao
reconhecimento de que os resultados teoricos,
freqlentemente, nao trazem informacoes referentes ao
desempenho do algoritmo na pratica.”

o |
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Analise experimental de algoritmos

~ Segundo D.S. Johnson, pode-se dizer que existem quatro |
motivos basicos gue levam a realizar um trabalho de
Implementacao de um algoritmo:

# usar o codigo em uma aplicacao particular, cujo
propaosito € descrever o impacto do algoritmo em um
certo contexto;

# proporcionar evidéncias da superioridade de um
algoritmo;

# melhor compreensao dos pontos fortes e fracos e do
desempenho das operacoes algoritmicas na pratica; e

# produzir conjecturas sobre o comportamento do
algoritmo no caso-medio sob distribuicbes especificas
de instancias onde a analise probabilistica direta &
L muito dificil. J
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Ambiente experimental

~ Anplataforma utilizada nos experimentos € um PC rodando |
Linux Debian ?.? com um processador Pentium Il de
233 MHz e 128MB de memodria RAM .

Os codigos estao compilados com o gcc versao ?? e opcao
de compilacao ?~.

As instancias sao obtidas utilizando-se o gerador gera.c
disponivel em

http://www. ime.usp.br/ coelho/algoritmos/tarefal/

As ImplementacOes comparadas neste experimento sao
SEG-MAX-3, SEG-MAX-2 e SEG-MAX-1.

o |
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Ambiente experimental

o N

A estimativa do tempo e calculada utilizando-se:
#include <time.h>

[---]

clock t start, end;
double time;

start = clock();

[---1mplementacao...]

end = clock();
time = ((double)(end - start))/CLOCKS PER SEC;
O tempo de entrada/saida € computado separadamente.

o |
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Resultados experimentails

n SEG-MAX-2 SEG-MAX-3 o
clock | user time | clock | user time
1000 0.01 0.01 2.91 2.92
2000 0.03 0.03 | 23.00 23.04
3000 0.08 0.08 | 77.58 1m17.57
5000 0.24 0.24 | 360.78 6mO0.45s
10000 1.16 1.62 2940 49m27.32
20000 4.8 4.82 ? ?
50000 42.8 42.96 ? ?
100000 | 188.0 3m7.58s ? ?
200000 | 911.74 | 15m10.34s ? ?
400000 ? | 64m22.880s ? ?

|
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L |

Resultados experimentails

Todos 0s tempos estdo em segundos.

n|  SEG-MAX-1A SEG-MAX-1 B o
(M) | clock | user time | clock | user time
1 0.06 0.11 0.08 0.07
2 0.11 0.23 0.15 0.06
3 0.16 0.28 0.30 0.12
6 0.32 0.63 0.56 0.29
8 0.43 0.80 0.71 0.43
10 0.55 1.03 1.00 0.52
15 0.82 1.55 1.37 0.64
20 1.08 2.03 2.17 0.95
25 1.37 2.52 2.44 1.38
30 1.70 3.13 3.28 1.68

-
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f 3000

2500 r

2000 -

1500

1000 r

500

Sec-Max-3

"segr'nax?:'.dat"




f 3000

2500 r

2000 -

1500

1000 r

500

Sec-Max-3

"segr'nax?:'.dat"




Sec-Max-2
1000 . . . . - T

900 - segmax2.dat

800
700 ¢
600 -
500
400 r
300
200
100

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 J
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Sec-Max-2
1000 . . . . - T

900 - segmax2.dat

800
700 ¢
600 -
500
400 r
300
200
100

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 J
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1.8

1.6
1.4 +
1.2 ¢

0.8 1
0.6 1
0.4 -
0.2 r .

Sec-Max-1

’ségmaxlla.dat’

10

15 20



1.8

1.6
1.4 +
1.2 ¢

0.8 1
0.6 1
0.4 -
0.2 r .

Sec-Max-1

’ségmaxlla.dat’

10

15 20



Exercicios

Exercicio 10.A

Nos algoritmos convencionamos 0 segmento vazio como sendo o de soma maxima se
A[l..n] tem apenas numeros negativos. Suponha que em vez disso tivéssemos decidido
que nesse caso 0 maior elemento de A[l..n] & o segmento de soma maxima. Como isto
alteraria s quatro algoritmos?

Exercicio 10.B

Suponha que desejamos determinar um segmento como soma mais proxima de zero, em
vez do de soma maxima. Projete um algoritmo para esta tarefa. Qual € o consumo de
tempo do seu algoritmo? E se estivéssemos interessados em um algoritmo para encontrar
um segmento de soma mais proxima de um dado valor?

Exercicio 10.C

No problema do retangulo de soma maxima é dada uma matriz A[1..n,1..n] de nUmeros
inteiros e deseja-se determinar um retangulo de soma maxima. Projete um algoritmo para
este problema. Qual o consumo de tempo do seu algoritmo?

Exercicio 10.D
Modifique o algoritmo seG-mMAX-Dc para que seu consumo de tempo seja linear.

o |
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Malis exerciclos

Exercicio 10.E

Demonstre que qualquer algoritmo para o problema do segmento de soma maxima deve
examinar cada um dos n elementos do vetor. (Algoritmos para alguns problemas podem,
corretamente, ignorar alguns dos dados; o algoritmo de Boyer e Moore para busca de
padroes € um exemplo.)

Exercicio 10.F

Projete um algoritmo que recebe um vetor A[1 ..n] de nimeros inteiros e um namero inteiro
m e devolve um indice i talque 1 < <n—measoma Ali] 4+ - - - + A[i + m] seja proxima
de zero. Qual o consumo de tempo do seu algoritmo.

Exercicio 10.G
Resolva a recorréncia

T(1)=0
T(n)=2T(n/2)+n paran =2,4,8, ...

Demonstre por inducéo que a sua solucéo esta correta.

o |
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