Melhores momentos

AULA 4
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Definicao

Dizemos que 7'(n) € ©(f(n)) se se existem constantes T
positivas ¢, ¢ € ng tais que

c1f(n) < T(n) < e f(n)

para todo n > ny.

consumo de tempo

ca f(n)
T(n)

c1 f(n)

A

_

no tamanho da entrada
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Analise da intercalacao

~ Problema: Dados Afp..q] e Alg+1..r] crescentes,
rearranjar Alp..r] de modo que ele fique em ordem

crescente.
Entra:
p q r
A 1221335577199 |11 |44 |66 | &8
Sail:
4 q r
A 11122133144 (55|66 |77 88|99

-

|
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Intercalacao

INTERCALA (A, p,q,r)

> Blp..r] € um vetor auxiliar
para i < p ate ¢ faca
Bli] + Ali]
para j <+ ¢+ 1 até r faca
Blr+q+1—j] « Alj]
(AR,
Jjr
para k < p até r faca
se B[i] < B[j
entao A|k| < Bli]
14— 1+ 1
senao Alk] <+ B|j]
j—7—1

|
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Consumo de tempo

fSe a execucao de cada linha de codigo consome 1 unidadej
de tempo o consumo total € (n :=r — p + 1):

linha

todas as execucoOes da linha

© 00 N O O B WD

-12

g—p+2 =n—-r+qg+1
g—p+1 =n—-r+gq
r—(g+1)4+2 =n—q+p
r—(g+1)+1 =n—qg+p—1
1

1

r—p+2 =n+1
r—p+1=n

2(r—p+1) = 2n

L total

8n—2(r—p+1)+5= 6n+5 J
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Consumo de tempo

~ Quanto tempo consome em fung&o de n :=r — p + 1? o
linha consumo de todas as execucoOes da linha

1-4  O(n)
5-6 O(1)
7 nO(1) = (n)
8 nO(1) = 6(n)
0-12 nO(1) =06(n)

total ©(4n+1)=06(n)

Conclusao:

O algoritmo consome ©(n) unidades de tempo.
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Merge-Sort
- -

Rearranja Alp..r|, com p <r, em ordem crescente.

MERGE-SORT (A4, p, r)
sep<r
entao ¢ < |[(p+r)/2]
MERGE-SORT (A, p, q)
MERGE-SORT (4, ¢ + 1, 7)
INTERCALA (A, p, ¢,7)

O~ wWwNPEF

o |
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Merge-Sort
- -

Rearranja Alp..r|, com p <r, em ordem crescente.

MERGE-SORT (A4, p, r)
sep<r
entao ¢ < |[(p+r)/2]
MERGE-SORT (A4, p, q)
MERGE-SORT (4, ¢ + 1, 7)
INTERCALA (A, p, ¢,7)

O WNPEF

o |
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Merge-Sort
- -

Rearranja Alp..r|, com p <r, em ordem crescente.

MERGE-SORT (A4, p, r)
sep<r
entao ¢ < |[(p+r)/2]
MERGE-SORT (A, p, q)
MERGE-SORT (A, ¢ + 1, 7)

INTERCALA (A, p, ¢, 7)

g~ WNPEF

o |
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Merge-Sort
- -

Rearranja Alp..r|, com p <r, em ordem crescente.

MERGE-SORT (A4, p, r)
sep<r
entao ¢ < |[(p+r)/2]
MERGE-SORT (A, p, q)
MERGE-SORT (4, ¢ + 1, 7)
INTERCALA (A, p, ¢, 7)

O~ wWwNPEF

o |
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Merge-Sort
- -

Rearranja Alp..r|, com p <r, em ordem crescente.

MERGE-SORT (A4, p, r)
sep<r
entao ¢ < |[(p+r)/2]
MERGE-SORT (A, p, q)
MERGE-SORT (4, ¢ + 1, 7)
INTERCALA (A, p, ¢,7)

O~ wWwNPEF

Consumo de tempo?
T(n) := consumo de tempo maximo quandon =r —p+ 1

o |
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Merge-Sort

MERGE-SORT (4, p, )
Ssep<r
entdo g < |(p+r)/2]
MERGE-SORT (A, p, q)
MERGE-SORT (4, ¢ + 1, 7)
INTERCALA (A, p, ¢, 7)

O b wdNPEF

linha consumo na linha

1 O(1)
2 O(1)
3 T([n/2])
4 T([n/2]))
5 O(n)

T(n) =T(n/2])+T(|n/2])+O(n+2)
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Merge-Sort

o N

T(n) := consumo de tempo maximo quandon =r —p+ 1

Solucao: T'(n) é ©(777).
Demonstracao: ...

Veremos, mas antes estudaremos Recorréncias.
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Recorréncias

T1) = 1
T(n) = T(n—1)+3n+2 paran=23,4,...

Define funcao 7" sobre inteiros positivos:

n |12 3 4 5 6
T(n)|1 9 20 34 51 71

(n)
sen=1
entao devolva 1
sendo devolva T'(n — 1) +3n + 2

WN RN

|
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Método da substituicao
~ Chute: 3 o

Eu acho que T'(n) = 3n% + In — 4.

Verificacao por inducao:
Sen=1lentdoT(n)=1=3+1—-4.
Tome n > 2 e suponha que a formula esta certa paran — 1:

T(n) = Tn—1)4+3n+2

0 s 124 T —1) — 4+ 3n+2
= %n2—3n+%+%n—%—4+3n+2
= %nQ—I—%n—él.

LBingo! J
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Como adivinhei formula fechada’>

/..o \
/2) 3(n — 2) + 2
\ 1 +n — 1 niveis

(1) =1 8

Arvore da recorréncia;

+ 2

Tn)=Bn+2)+Bn—1)+---+8+1
7

L —gn2+2n—4 J
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Exemplo 3
-

P
~—~

[
~—

|

1
G(n) = 2G(n/2)+Tn+2 paran=2,4,816..,2", ..

n [1 2 4 8 16
G(n)[1 18 66 190 494

Formula fechada: G(n) = ??7?



Resolvendo a recorréncia
 G(n)=Tnlgn+3n—2 para n=1,2,4,8,16,32. .. o

Prova: Sen=1entdo G(n)=1=7-11gl1 +3-1— 2.
Se n > 2 entao

G(n) = 2G(§)+ T +2

= 2(731g5+3% —2) + Tn+2

(lgn —1)+3n—4+4Tn + 2
= Tnlgn—Tn+3n—24+T7Tn
= Tnlgn+3n—2

 liiiiéééésss! N
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Como adivinhel formula fechada?

fArvore da reCOrrenCIa:/MJrZ\ T
75 +2 75 +2
77+ 2 77 +2 77 +2 77+ 2
G(1)  G(1)e e oo G(1)  G(1)

total de 1 + Ign niveis

o |
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Contas
f nivel \ 0 1 9 L k=1 k T

soma\7n+2 m+4 T™+8 ... T+2F 26G(1)

n = 2k k=lgn

Gn)=Tn+2' +n+22+-- + 7+ 28+ 2°G(1)
—Tnk+ (2+4+---+2F) +2F
—Tnk+2-28-2+n
=Tnlgn+2n—24+n (k=I1gn)
="nlgn +3n — 2 (0)

LIiiiééé 2SSSS B
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Exemplo 3 (continuacao)
E mais facil mostrar que G(n) = O(nlgn). T
Vou provar que G(n) < 9nlgn paran = 2,4,8,16, .., 2, ...
Prova: Sen=2,G(n)=18=9-2-1g2.
Se n > 4,

G(n) =2G(n/2) + Tn + 2

2 2-9(n/2)1g(n/2) + T + 2
=9n(lgn—1)+Tn+2
=9nlgn — 2n + 2

< 9nlgn (poisn > 2)

Da linha 1 para a linha 2, a hipdétese de inducao vale pois

L2§n/2<n. J
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Exemplo 3 (novamente)
E mais facil mostrar que G(n) = O(nlgn). T
Vou provar que G(n) < 8nlgn paran = 8,16, .., 2", ...
Prova: Sen=8,G(n) =190 <192=8-8-1g8 = 64 - 3.
Se n > 16,

G(n) =2G(n/2) + Tn + 2

2 2-8(n/2)1lg(n/2) 4+ T + 2
=8n(lgn—1)+Tn+ 2
=8nlgn —n+2

<9nlgn (poisn > 16)

Da linha 1 para a linha 2, a hipdétese de inducao vale pois

L2§n/2<n. J
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AULA 5
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Recorréencias (continuacao)

o N

CLRS 4.1-4.2
AU 3.9, 3.11
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Exemplo 4
-

= 1
= T(|n/2])+T([n/2])+6n+5 paran=234,5, ..

n\123456 7 8 9 10

T(n)|1 19 43 67 97 127 157 187 223 259



Exemplo 4

T1) = 1
T(n) = T([n/2])+T([n/2])+6n+5 paran=2,3,4,5, ..

n |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
T(n)|1 19 43 67 97 127 157 187 223 259

T(n) = 0(?2?)
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Exemplo 4

o N

Vou mostrar que 7'(n) < 20nlgn paran = 2,3,4, ...

n 1 2 3 4 D 6 7 8 9 10
T(n) 1 19 43 67 97 127 157 187 223 2359
20n|lgn] [0 40 60 160 200 240 280 480 540 600

o |
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Exemplo 4

o N

Vou mostrar que 7'(n) < 20nlgn paran = 2,3,4, ...

n 1 2 3 4 D 6 7 8 9 10
T(n) 1 19 43 67 97 127 157 187 223 2359
20n|lgn] [0 40 60 160 200 240 280 480 540 600

Prova:
Sen =23, entao T'(n) < 20n|lgn] < 20nlgn, como mostra
a tabela.

Note que a base da inducao é n = 2,3. Por qué???

o |
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Exemplo 4
fProva: (continuacao) Sen > 4 T

T(n)=T(n/2])+T(|n/2])+6n+5

hi
< 20

lo [g-|+20 E|lgg| 1 6n 45

n n
Zle =
5 g2+6n+5

3
:20([%} + {g_)lgn—Qo bJ 4 6n 45

=20nlgn — 20

< 20 lgn + 20

NS NS o3

=20 lgn + 20 (lgn —1)+6n+5

ZJ +6n+ 5

<20nlgn (poisn > 4)

LI||' eeéssss! -
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Como achel as contantes?

-

1
T([n/2])+T([n/2])+6n+5 paran=2,3,4,...

Supeito que T'(n) = O(nlgn).
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Como achel as contantes?

o N

T1) =1
T(n) = T([n/2])+T(n/2])+6n+5 paran=234,...

Supeito que T'(n) = O(nlgn).

Vamos tentar mostrar isto!

Precisamos encontrar um numero real positivo ¢ e um
numero inteiro positivo ng tais que

T(n) <cnlgn

para todo n > ny.

o |
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Rascunho

o | | N

Suponha gue existam as tais constantes c e ny.
Vamos descobrir a “cara” delas.

T(n)=T(n/2])+T(|n/2])+6n+5
2o (23] e [3]1e[3] one
<c [2_‘lgn+chlgn+6n—l—5

:c([g-l + {§J)lgn—|—6n—|—5

—cnlgn+6n+5... Hmmm, nao deu...
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Nova tentativa

~ Suponha que existam c e . o
T(n)=T(n/2])+T(|n/2]) +6n+5

_lg[ﬁw—%c gdlg{gJ-+6n—%5

lgg+6n+5

(lgn—1)+6n+5

::c([g]4—{gJ)kmz—w:{%J—%6n%—5

:cn@n—c{

A
o
w|:{w|:{w|:’
)
=
_I_
)

n

2J + 6n + 5 Agora vai
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Agora val

~ Queremos saber “quando” o

c SJ > 61+ 5.

Bem, para ¢ = 20 e todo n > ng = 4 temos que

> 6n+5 (poisn > 4)

LEiS constantes que fazem o servigo: ¢ = 20 e ng = 4 J
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Conclusao

o N

Rearranja Alp..r|, com p <r, em ordem crescente.

MERGE-SORT (4, p, )

1 sep<r

2 entao g < [(p+r)/2]

3 MERGE-SORT (A, p, q)

4 MERGE-SORT (A,q + 1,7r)

5 INTERCALA (A, p,q,r)
Conclusao:

O MERGE-SORT consome O(nlgn) unidades de
tempo.

o |
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Exemplo 4 (continuacao)

-

Vou mostrar que 7'(n) > nlgn paran =1,2,3,4,...

-

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
T(n) |1 19 43 67 97 127 157 187 223 259
nflgn] |0 2 6 8 15 18 21 24 36 40

|
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Exemplo 4 (continuacao)

-

Vou mostrar que 7'(n) > nlgn paran =1,2,3,4,...

-

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

T(n) |1 19 43 67 97 127 157 187 223 259

nflgn] |0 2 6 8 15 18 21 24 36 40
Prova:

Sen=1,entaoT(1)=1>1-1g1 = 0.

.

|
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.

Exemplo 4

fProva: (continuacao) Se n > 2, entao

T(n)=T(n/2])+T(|n/2])+6n+5

|
>
>

>

/N

1 | | 1
o3 RIS NISNIS oS

n

2] 3] 2] +on

2
n

2 2
(Ign —1) +

(Ign —1) +
[+ [5]mn -

'wlz:wlz

—1
lgﬁ—l— {—J lgn——|—6n—|—5

2
(lg(n —1) — 1) + 6n + 5

(lgn —2)+6n+5

_q — 9 FJ +6n+5

2 2

>nlgn —3 [g-‘ +6n+5>nlgn.
liliéeéessss!



Exemplo 4
-

T1) = 1
T(n) = T([n/2])+T([n/2])+6n+5 paran=2,3,4,5, ..

n |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
T(n)|1 19 43 67 97 127 157 187 223 259

Conclusao:

T(n) éO(nlgn).

|
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Conclusao da conclusao

O consumo de tempo do MERGE-SORT é O(nlgn)
no pior caso.

Exercicio. Mostre que:

O consumo de tempo do MERGE-SORT é O(nlgn).

LHmmmm. .. Qual a diferenca entra as duas afirmacoes? J

Algoritmos — p.224/237



Recorréencias com notacao O

o N

CLRS 4.1-4.2
AU 3.9, 3.11
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Classe O da solucao de uma recorréncia

~ Nao fago questéo de solugéo exata: basta solugéo o
aproximada (em notacéo O, se possivel ©)
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Classe O da solucao de uma recorréncia

~ Nao fago questéo de solugéo exata: basta solugéo o
aproximada (em notacéo O, se possivel ©)

Exemplo:

G(1) = 1
G(n) = 2G(n/2)+ ™ +2 paran=2,4,8,16,...

Solucéao exata: G(n) = Tnlgn + 3n — 2
Solucéao aproximada: G(n) = O(nlgn) (G(n) =06(nlgn))

o |
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Classe O da solucao de uma recorréncia

~ Nao fago questéo de solugéo exata: basta solugéo o
aproximada (em notacéo O, se possivel ©)

Exemplo:

G(1) = 1
G(n) = 2G(n/2)+ ™ +2 paran=2,4,8,16,...

Solucéao exata: G(n) = Tnlgn + 3n — 2
Solucéao aproximada: G(n) = O(nlgn) (G(n) =06(nlgn))

Em geral, € mais facil obter e provar solucao aproximada que
solucao exata

o |
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Dica pratica (sem prova)
fA solucao da recorréncia T

T1) = 1
T(n) = 2T([n/2])+Tm+2 paran=23,4,5, ..

esta na mesma classe © que a solucao de

(1) = 1
T'(n) = 2T'(n/2)+n paran=2,2%2° ...
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Dica pratica (sem prova)
fA solucao da recorréncia T

T1) = 1
T(n) = 2T([n/2])+Tm+2 paran=23,4,5, ..

esta na mesma classe © que a solucao de

(1) = 1
T'(n) = 2T'(n/2)+n paran=2,2%2° ...

e ha mesma classe © que a solucao de

T"(4) 10
T"(n) = 2T"(n/2)+n paran = 23,24 2° ..

o |
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Recorréncias com O do lado direito
fA “recorréncia” T

T(n)=2T(n/2)+ O(n)

representa todas as recorréncias da forma
T(n)=2T(n/2)+ f(n) emque f(n) & O(n).
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Recorréncias com O do lado direito
fA “recorréncia” T

T(n)=2T(n/2)+ O(n)

representa todas as recorréncias da forma
T(n)=2T(n/2)+ f(n) emque f(n) & O(n).

Melhor: representa todas as recorréncias do tipo

a paran==~kk+1,...,2k—1

<
< 27'(|n/2|)+bn paran > 2k

guaisquer que sejama, b >0e k >0
(poderiamos tomar ng = 1; veja ex ??.1)

o |
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Recorréncias com O do lado direito
fA “recorréncia” T

T(n)=2T(n/2)+ O(n)
tambéem representa todas as recorréncias do tipo

T"(n) = a paran =21
T"(n) < 2T"(n/2)+bn paran =28 21

guaisquer que sejama, b >0e k >0
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Recorréncias com O do lado direito
fA “recorréncia” T

T(n)=2T(n/2)+ O(n)
tambéem representa todas as recorréncias do tipo

T"(n) = a paran =21
T"(n) < 2T"(n/2)+bn paran =28 21

guaisquer que sejama, b >0e k >0

As solucoes exatas vao depender de a, b, k;
mas todas estarao na mesma classe O (no caso, em
O(nlgn))

o |
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Exemplo com O

o N

Recorréncia com O do lado direito

Na analise do consumo de tempo do MERGE-SORT
tinhamos:

T(n) := consumo de tempo maximo quandon =r —p+ 1

Solucao aproximada: T'(n) € O(nlgn).

o |
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-

Exemplo com ©

Recorréncias com © do lado direito

Na analise do consumo de tempo do MERGE-SORT
poderiamos ter feito:

T(n) := consumo de tempo quandon=r—p+1

Solucao aproximada: T'(n) € O(nlgn).

|
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Dica pratica

o N

Suponha dada uma “recorréncia” como

T(n) =2T(n/2) + O(n).

Para ter uma idéia da classe O a que T pertence, resolva a
recorréncia

T”(QO)
T”(n)

1
27" (n/2) +n paran =2 2% 2%

VA

o |
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Mais dicas praticas

recorréncia condicao solucao

(

( (
(n/5) +4n® a <53 O(n?)
=aT(n/5) +4n° a =75 O(n3logn)
= aT(n/5) +4n® a> 53 O

Veja AU, sec 3.11, p.151
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Mais dicas praticas (continuacao)

o N

No lugar de

“n/5", posso escrever “|n/5]" ou “[n/5]"

“5”, posSso escrever qualquer b > 1

“4” pOsSso escrever qualquer numero real

“4n3" posso escrever qualquer polinbmio de grau 3

“3”, pOSso escrever qualguer inteiro k£ > 0

© © o o o o

“6”, pOSso escrever qualguer numero a > 1

o |

Algoritmos — p.234/237



Mais dicas praticas ainda
-

A mesma coisa, escrita de maneira um pouco diferente
(Master Theorem, CLRS, sec. 4.3, p.73):

Suponha T'(n) = aT'(n/5) + f(n) para algum a > 1. Entao,
em geral,

se f(n) = O(n'°*%=€) entdo T (n) = O(n'°>9)
se f(n) = O(nl°>9) entdo T(n) = O(n'°*%1gn)
se f(n) = Q(n'°>2t¢) entdo T(n) = O(f(n))

para qualquer ¢ > 0

|
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Exerciclos

Exercicio 9.A

A que classe O pertencem as solugéo de recorréncia do tipo T'(n) = T'(n/3) + O(1)?

Exercicio 9.B
Seja T a funcéao definida pela recorréncia

T(1) = 1
T(n) = 4T(|[n/2])+n paran = 2,3,4,5,...

A gque ordem © pertence T?

Exercicio 9.C [CLRS 4.2-1]
Seja T a funcéao definida pela recorréncia

T1) = 1
T(n) = 3T(n/2])+n paran = 2,3,4,5,...

A partir da arvore da recorréncia, adivinhe a que classe © pertence T'(n). Prove a

delimitacdo pelo método da substituicao.
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Malis exerciclos

Exercicio 9.D

Resolva a recorréncia

T1) = 1
T(n) = 2T([n/2])+™m+2 paran=2,3,4,5"""

Exercicio 9.E
Resolva a “recorréncia” T'(n) = T'(n — 2) + O(n).

Exercicio 9.F
Resolva a “recorréncia” T'(n) = 5T (n — 1) + O(n).

o |
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