Melhores momentos

AULA 3
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Analise da intercalacao

~ Problema: Dados Afp..q] e Alg+1..r] crescentes,
rearranjar Alp..r] de modo que ele fique em ordem

crescente.
Entra:
p q r
A 1221335577199 |11 |44 |66 | &8
Sail:
4 q r
A 11122133144 (55|66 |77 88|99

-

|
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Intercalacao

INTERCALA (A, p,q,r)

> Blp..r] € um vetor auxiliar
para i < p ate ¢ faca
Bli] + Ali]
para j <+ ¢+ 1 até r faca
Blr+q+1—j] « Alj]
(AR,
Jjr
para k < p até r faca
se B[i] < B[j
entao A|k| < Bli]
14— 1+ 1
senao Alk] <+ B|j]
j—7—1

|
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Consumo de tempo

fSe a execucao de cada linha de codigo consome 1 unidadej
de tempo o consumo total € (n :=r — p + 1):

linha

todas as execucoOes da linha

© 00 N O O B WD

-12

g—p+2 =n—-r+qg+1
g—p+1 =n—-r+gq
r—(g+1)4+2 =n—q+p
r—(g+1)+1 =n—-qg+p-—1
1

1

r—p+2 =n+1
r—p+1=n

2(r—p+1) = 2n

L total

8n—2(r—p+1)+5= 6n+5 J
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Consumo de tempo

o N

Quanto tempo consome em funcaode n:=r —p+1?
linha consumo de todas as execucoes da linha

1-4  O(n)
5-6  O(1)
7 nO(1) = O(n)
8 nO(1) = O(n)
9-12 nO(1) = O(n)

total O(4n+1) = O(n)

Conclusao:

L O algoritmo consome O(n) unidades de tempo. J
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Definicao
fDizemos que T'(n) € Q(f(n)) se existem constantes j
positivas c e ng tais que

para todo n > ny.
A T(n)

consumo de tempo

| =
L no tamanho da entrada J
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Definicao
Sejam T'(n) e f(n) fungoes dos inteiros no reais.
fDlzemos que T'(n) € ©(f(n)) se T

T(n) e O(f(n)) € T(n) e Q(f(n)).

C9 f(n)
| T(n)
é C1 f(n)
<
3
o
=
-
&
S
—

L lno tamanho da entrada J
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Definicao

Dizemos que 7'(n) € ©(f(n)) se se existem constantes T
positivas ¢, ¢ € ng tais que

c1f(n) < T(n) < e f(n)

para todo n > ny.

consumo de tempo

ca f(n)
T(n)

c1 f(n)

A

_

no tamanho da entrada
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Exerciclos

o N

Exercicio 6.A i
J& sabemos que ORDENA-POR-INSERCAO é O(n?).
Mostre que o algoritmo é Q(n).

Exercicio 6.B i
Mostre que ORDENA-POR-INSERCAO é Q(n?)
no pior caso.

Exercicio 6.C

Mostre que ORDENA-POR-INSERCAO é O(n)
no melhor caso.

o |
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Consumo de tempo

~ Minimo, médio ou maximo?
Melhor caso, caso médio, pior caso?

consumo de tempo

B C D E F
entradas

T

M
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AULA 4
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Recursao (continuacao)

CLRS 2.3
AU 2.6, 2.7, 2.9

"To understand recursion, we must first understand
recursion.”

|
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Merge-Sort
- -

Rearranja Alp..r|, com p <r, em ordem crescente.

MERGE-SORT (A4, p, r)
sep<r
entao ¢ < |[(p+r)/2]
MERGE-SORT (A, p, q)
MERGE-SORT (4, ¢ + 1, 7)
INTERCALA (A, p, ¢,7)

O~ wWwNPEF

o |
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Merge-Sort
- -

Rearranja Alp..r|, com p <r, em ordem crescente.

MERGE-SORT (A4, p, r)
sep<r
entao ¢ < |[(p+r)/2]
MERGE-SORT (A4, p, q)
MERGE-SORT (4, ¢ + 1, 7)
INTERCALA (A, p, ¢,7)

O WNPEF

o |
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Merge-Sort
- -

Rearranja Alp..r|, com p <r, em ordem crescente.

MERGE-SORT (A4, p, r)
sep<r
entao ¢ < |[(p+r)/2]
MERGE-SORT (A, p, q)
MERGE-SORT (A, ¢ + 1, 7)

INTERCALA (A, p, ¢, 7)

g~ WNPEF

o |
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Merge-Sort
- -

Rearranja Alp..r|, com p <r, em ordem crescente.

MERGE-SORT (A4, p, r)
sep<r
entao ¢ < |[(p+r)/2]
MERGE-SORT (A, p, q)
MERGE-SORT (4, ¢ + 1, 7)
INTERCALA (A, p, ¢, 7)

O~ wWwNPEF

o |
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Merge-Sort
- -

Rearranja Alp..r|, com p <r, em ordem crescente.

MERGE-SORT (A4, p, r)
sep<r
entao ¢ < |[(p+r)/2]
MERGE-SORT (A, p, q)
MERGE-SORT (4, ¢ + 1, 7)
INTERCALA (A, p, ¢,7)

O~ wWwNPEF

O algoritmo esta correto?

o |
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Merge-Sort
-

Rearranja Alp..r|, com p <r, em ordem crescente.

MERGE-SORT (A4, p, r)
sep<r
entao ¢ < |[(p+r)/2]
MERGE-SORT (A, p, q)
MERGE-SORT (4, ¢ + 1, 7)
INTERCALA (A, p, ¢,7)

O~ wWwNPEF

O algoritmo esta correto?

A correcao do algoritmo, que se apdia nha correcao do
INTERCALA, pode ser demonstrada por inducao
emn:=r—p-+ 1.

.

-

|

Algoritmos — p.164/188



Merge-Sort
- -

Rearranja Alp..r|, com p <r, em ordem crescente.

MERGE-SORT (A4, p, r)
sep<r
entao ¢ < |[(p+r)/2]
MERGE-SORT (A, p, q)
MERGE-SORT (4, ¢ + 1, 7)
INTERCALA (A, p, ¢,7)

O~ wWwNPEF

Consumo de tempo?

o |
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Merge-Sort
- -

Rearranja Alp..r|, com p <r, em ordem crescente.

MERGE-SORT (A4, p, r)
sep<r
entao ¢ < |[(p+r)/2]
MERGE-SORT (A, p, q)
MERGE-SORT (4, ¢ + 1, 7)
INTERCALA (A, p, ¢,7)

O~ wWwNPEF

Consumo de tempo?
T(n) := consumo de tempo maximo quandon =r —p+ 1

o |
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Merge-Sort

MERGE-SORT (A, p,7) o
1 sep<r

2 entao ¢ « [(p+1)/2]

3 MERGE-SORT (A, p, q)

4 MERGE-SORT (A, q + 1,7)

5 INTERCALA (A, p, q,7)

linha consumo na linha

1 2
2 2
3 2
4 2
5 2

T(n) =7 |
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Merge-Sort

MERGE-SORT (4, p, )
Ssep<r
entdo g < |(p+r)/2]
MERGE-SORT (A, p, q)
MERGE-SORT (4, ¢ + 1, 7)
INTERCALA (A, p, ¢, 7)

O b wdNPEF

linha consumo na linha

1 O(1)
2 O(1)
3 T([n/2])
4 T([n/2]))
5 O(n)

T(n) =T(n/2])+T(|n/2])+O(n+2)
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Merge-Sort

o N

T(n) := consumo de tempo maximo quandon =r —p+ 1
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Merge-Sort

o N

T(n) := consumo de tempo maximo quandon =r —p+ 1

Solucao: T'(n) é ©(777).

Demonstracao: ...

o |
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Merge-Sort

o N

T(n) := consumo de tempo maximo quandon =r —p+ 1

Solucao: T'(n) é ©(777).

Demonstracao: ...

Veremos, mas antes estudaremos Recorréncias.

o |
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Exerciclos

Exercicio 7.A

Problema: verificar se v é elemento de A[p..r].

(Para quais valores de p e r faz sentido?)

Escreva um algoritmo recursivo que resolve o problema. O algoritmo deve devolver : tal que
Ali] = v.

Exercicio 7.B
Problema: verificar se v € elemento de vetor crescente A[p .. r]. Escreva algoritmo recursivo
de busca “linear” e outro de busca “binéaria”.

Exercicio 7.C
Escreva versao recursiva da ordenacao por insercao. O algoritmo deve rearranjar em ordem
crescente qualquer vetor dado Alp..r].

o |
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Malis exerciclos

Exercicio 7.D (Verséao sofisticada de busca)

Problema: verificar se v € elemento de vetor crescente A[p..r]. Escreva um algoritmo que
devolva j tal que

Alj] v < A[j+1].

Quais os possiveis valores de j? Escreva duas versdes: uma “linear” e uma “binaria”. Prove
gue 0s seus algoritmos estao corretos.

Exercicio 7.E
Escreva uma versao recursiva do algoritmo de ordenacao por selecao.

Exercicio 7.F
Escreva uma versao iterativa do M ERG E-SO RT.

o |
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Recorréncias

CLRS 4.1-4.2
AU 3.9, 3.11
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Recorréncias

-

Recorréncia =

= “féormula” que define uma funcéao
em termos d’ela mesma

algoritmo recursivo que calcula uma funcéao

o |
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Exemplo 1

T1) = 1
Tn) = T(n—1)+3n+2 paran=23,4,...

Define funcao 7" sobre inteiros positivos:

n |12 3 4 5 6
T(n)|1 9 20 34 51 71

(n)
sen=1
entao devolva 1
sendo devolva T'(n — 1) +3n + 2

WN RPN

|
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Resolver uma recorréncia

o N

Resolver uma recorréncia =
= obter uma “formula fechada” para T'(n)

Metodo da substituicao:
“chute” formula e verifique por inducéao
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Exemplo 1 (continuacao)

Eu acho que T'(n) = 3n% + In — 4.
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Exemplo 1 (continuacao)

-

Eu acho que T'(n) = 3n% + In — 4.

Verificacao:

Sen=1entdoT(n)=1=3+1—4.

Tome n > 2 e suponha que a férmula esta certa para n — 1.

T(n) = T(n—1)+3n42

hi

= 2(n—12%2+ZI(n—1)—4+3n+2
= %n2—3n+%+%n—%—4—l—3n+2
= %n2+%n—4.

- Bingo! |
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Como adivinhei formula fechada’>

/..o \
/2) 3(n — 2) + 2
\ 1 +n — 1 niveis

Arvore da recorréncia;

+ 2
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Como adivinhei formula fechada’>

/..o \
/2) 3(n — 2) + 2
\ 1 +n — 1 niveis

(1) =1 8

Arvore da recorréncia;

+ 2

Tn)=Bn+2)+Bn—1)+---+8+1
7

L —gn2+2n—4 J
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Exemplo 2

1
2T'(n/2)+ ™ +2 paran=2,3,4,5,...
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Exemplo 2

T1) = 1
T(n) = 2T(n/2)+T™m+2 paran=23,4,5,...

Nao é uma recorréncia! Nao faz sentido!
T(3) depende de T'(3/2)...
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Exemplo 3
-

1
2G(n/2) +Tn+2 paran=2,4,8,16..,2", ..

n [1 2 4 8 16
G(n)[1 18 66 190 494
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Exemplo 3
-

P
~—~

[
~—

|

1
G(n) = 2G(n/2)+Tn+2 paran=2,4,816..,2", ..

n [1 2 4 8 16
G(n)[1 18 66 190 494

Formula fechada: G(n) = ??7?



Hmmmmmm

-

Acho que G(n) édaformanlign ...

n  G(n) 6nlgn Tnlgn 8nlgn n
1 1 0 0 0 1
2 18 12 14 16 4
4 06 48 510 04 16
8

190 144 168 192 64
16 494 384 448 512 256
32 1214 960 1120 1280 1024
64 2878 2304 2688 3072 4096

128 6654 5376 6272 7168 16384

256 15102 12288 14336 16384 65536

o |
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Chute
-

Acho gue a formula fechada é
G(n) ="Tnlgn + 3n — 2

paran =1,2,4.8,16,32. ..

La vamos nos outra vez. ..

o |
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Chute

 G(n)=Tnlgn+3n—2 para n=1,2,4,8,16,32. .. o
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Chute
 G(n)=Tnlgn+3n—2 para n=1,2,4,8,16,32. .. o

Prova: Sen=1entdo G(n)=1=7-11gl1 +3-1— 2.
Se n > 2 entao

G(n) = 2G(§)+ T +2

= 2(731g5+3% —2) + Tn+2

(lgn —1)+3n—4+4Tn + 2
= Tnlgn—Tn+3n—24+T7Tn
= Tnlgn+3n —2

 liiiiéééésss! N
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Como adivinhel formula fechada?

~ Arvore da recorréncia: G(n) o
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Como adivinhel formula fechada?

fArVOI’e da recorrénd/m+2\ T
(3 (3
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Como adivinhel formula fechada?

fArvore da recorrenua/erQ\ T

75 +2 70 42

VAN
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Como adivinhel formula fechada?

fArvore da reCOrrenCIa:/MJrZ\ T
75 +2 75 +2
77+ 2 77 +2 77 +2 77+ 2
G(1)  G(1)e e oo G(1)  G(1)

total de 1 + lgn niveis

o |
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Contas
f nivel \ 0 1 9 L k=1 k T

soma\7n+2 m+4 T™+8 ... T+2F 26G(1)

n = 2k k=lgn
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Contas
f nivel \ 0 1 9 L k=1 k T

soma\7n+2 m+4 T™+8 ... T+2F 26G(1)

n = 2k k=lgn

Gn)=Tn+2' +n+22+-- + 7+ 28+ 2°G(1)
—Tnk+ (2+4+---+2F) +2F
—Tnk+2-2"-2+4+n
=Tnlgn+2n—-—24+n (k=I1gn)
="Tnlgn +3n — 2 (-1)

LIiiiééé 2SSSS B
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Série geometrica

fPara r#1,quantovale 1 + z' + 22 + - - + 2F 1 4 2F? T
(CLRS (A.5), p.1060)

Solucdo: Seja Sy, ;=14 a2t + 22 + - + 2P 1 4+ 2F,
Temos que xSy, = o1 + 22 + 23 + - - + 2F + F L,

Logo,
xSy — Sp = 2" — 1
e
k+1
T —1
g, —
K r—1
Conclusao:
1 2 k—1 k_ xFttq
l+z +z“+ -+ 2"+ 2% = 5=

o |
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Exemplo 3 (continuacao)

E mais facil mostrar que G(n) = O(nlgn). T
Vou provar que G(n) < 9nlgn paran = 2,4,8,16, .., 2, ...
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Exemplo 3 (continuacao)
E mais facil mostrar que G(n) = O(nlgn). T
Vou provar que G(n) < 9nlgn paran = 2,4,8,16, .., 2, ...
Prova: Sen=2,G(n)=18=9-2-1g2.
Se n > 4,

G(n) =2G(n/2) + Tn + 2

2 2-9(n/2)1g(n/2) + T + 2
=9n(lgn—1)+Tn+2
=9nlgn — 2n + 2

<9nlgn (poisn > 1)

Da linha 1 para a linha 2, a hipdétese de inducao vale pois

L2§n/2<n. J
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Exerciclos

Exercicio 8.A

Seja T a funcéao definida pela recorréncia
T1) = 1
T(n) = Tnh-1)42n—-2 paran=2,3,4,5,"""

Verifique que a recorréncia € honesta, ou seja, de fato define uma funcao. A partir da arvore
da recorréncia, adivinhe uma boa delimitacao assintotica para T'(n); dé a resposta em
notacado O. Prove a delimitacao pelo método da substituicao.

Exercicio 8.B
Resolva a recorréncia

T1) = 1
T(n) = Tn—-2)+2n+1 paran=2,3,4,5"""

Desenhe a arvore da recorréncia. Dé a resposta em notacgao O.

o |
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Malis exerciclos

Exercicio 8.C
Resolva a recorréncia

T(1) = 1
TR = 2
T(n) = Tnh-2)+2n+1 paran=3,4,5,6,...

Exercicio 8.D
Resolva a recorréncia

T(1) = 1

T(n) = Tn/2)+1 paran=23,4,5,...

Exercicio 8.E
Resolva a recorréncia

T(1) = 1

L T(n) = T(|n/2])+1 paran=2,3,4,5,... J
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Malis exerciclos ainda

Exercicio 8.F
Resolva a recorréncia

T1) = 1
T(n) = T(|n/2])4+n paran=2,3,4,5"""

Exercicio 8.G
Resolva a recorréncia

T1) = 1
T(n) = 2T(|n/2])4+n paran=2,3,4,5,...

Exercicio 8.H
Resolva a recorréncia

T1) = 1
T(n) = 2T([n/2])4+n paran=2,3,4,5,...

o |
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