Melhores momentos

AULA 24
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Problemas polinomiais

fAnalise de um algoritmo em um determinado modelo de T
computacao estima o0 seu consumo de tempo e quantidade
de espaco como uma funcao do tamanho da instancia do
problema.

Exemplo: o consumo de tempo do algoritmo
EUCLIDES (a,b) € expresso como uma funcao de (a) + (b).

Um problema é soluvel em tempo polinomial se existe um
algoritmo que consome tempo O((/)¢) para resolver o
problema, onde ¢ € uma constante e / € instancia do
problema.

o |
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Exemplos

-

# Maximo divisor comum
Tamanho da intancia: lga +1gb
Consumo de tempo Cafée-Com-Leite é O(b)
(nao-polinomial)
Consumo de tempo EUCLIDES € O(lgb) (polinomial)

#® Subsequéncia comum maxima

Tamanho da instancia: n +m |
Consumo de tempo REC-LEC-LENGTH é Q(2minim.n})
(exponencial)

Consumo de tempo LEC-LENGTH é ©(mn)
(polinomial).

o |
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-

® Problema booleano da mochila

Mais exemplos

-

Tamanho da instancia: Ign + nlgW +nlgV +1gW
Consumo de tempo MOCHILA-BOOLEANA é O(nIV)
(nao-polinomial)

Problema fracionario da mochila

Tamanho da instancia: lgn +nlgW +nlgV +1g W
Consumo de tempo MOCHILA-FRACIONARIA é
O(nlgn) (polinomial).

Ordenacao de inteiros A|l..n]

Tamanho da instancia: nlg M,

M = max{|A[L]], |A[2]|,..., |A[n][} + 1
Consumo de tempo MERGE-SORT e O(nlgn)
(polinomial). J
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Classe P

- Por um algoritmo eficiente entendemos um algoritmo o
polinomial.

A classe de todos os problemas de decisao que podem ser
resolvidos por algoritmos polinomiais é denotada por P
(classe de complexidade).

Exemplo: As versoOes de decisao dos problemas:

maximo divisor comum, subseqiéncia comum
maxima e mochila fracionaria

estao em P.

Para muitos problemas, nao se conhece algoritmo
essencialmente melhor que “testar todas as
possibilidades”. Em geral, isso nao esta em P.
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Emparelhamentos

- Problema: Dado um grafo bipartido encontrar um
emparelhamento perfeito.

G

X
%

4
el

</

\

-
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Emparelhamentos

fProblema: Dado um grafo bipartido encontrar um T
emparelhamento perfeito.
X
2
N \
L ;
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Emparelhamentos

- Problema: Dado um grafo bipartido encontrar um
emparelhamento perfeito.

.

%

/L

.

NAO existe! Certificado?
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Emparelhamentos

- Problema: Dado um grafo bipartido encontrar um

emparelhamento perfeito.

N7 A

/L

</

p

J/
\

-

Y

NAO existe! Certificado: S C X tal que |S| > |vizinhos(.5)|.
Teorema de Hall: G tem um emparelhamento perfeito se e

somente se

\_ 15| < |vizinhos(S)|, paratodo S C X.

|
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Mais complexidade computacional

o N

CLR 36 ou CLRS 34
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Grafos hamiltonianos

~ Problema: Dado um grafo encontrar um ciclo hamiltoniano. |
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Grafos hamiltonianos

~ Problema: Dado um grafo encontrar um ciclo hamiltoniano. |
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Grafos hamiltonianos

~ Problema: Dado um grafo encontrar um ciclo hamiltoniano. |

NAO existe! Certificado? Hmmm ...

o |
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Verificador polinomial para Sim

o N

Um verificador polinomial para a resposta SiMm a um
problema II € uma algoritmo polinomial ALG gue recebe

uma instancia / de II e um objeto C, tal que
(C) e O((I)°) para alguma constante ¢

ALG(/,C') = sIM se e somente se a resposta a I1(/)
é SIM.

O objeto C' é dito um certificado polinomial ou certificado
Lcurto da resposta sim a II(7). J
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Exemplos

f ® Se G é hamiltoniano,entdo um ciclo hamiltoniano de & T
é um certificado polinomial:

dados um grafo G e C pode-se verificar em
tempo O((G)) se C' € um ciclo hamiltoniano.

® se X[1..m|]eY|l..n|] possuem uma ssco > k, entao
uma subsequenua comum Z|[1.. k] € um certificado
polinomial resposta:

dados X|[1..m|,Y[1..n| e Z[1..k| pode-se
verificar em tempo O(m + n) se Z € ssco de X
eyY.

#® Se n e um numero composto, entdo um divisor d > 1 de
n € um certificado polinomial.

o |
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Verificado polinomial para NAO

o N

Um verificador polinomial para a resposta NAO de um
problema II € uma algoritmo polinomial ALG gue recebe

uma instancia / de II e um objeto C, tal que (C') é
O((I)“) para alguma constante c

e devolve

SIM se e somente se a resposta a II(/) € NAO, em
caso contrario ALG devolve NAO.

O objeto C' € dito um certificado polinomial ou certificado
curto da resposta NAO a II([]).

o |
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Classe NP

~ Formanda pelos problemas de decisdo que possuem um |
verificador polinomial para a resposta SiIMm.

Em outras palavras, a classe NP é formada pelos
problemas de decisao II para os guais existe um problema
[I" em P e uma funcé&o polinomial p(n) tais que, para cada
Instancia / do problema II, existe um objeto C' com

(¢) <p({)) tal que a

resposta a I1(/) é SsIM se e somente se a resposta a
['(7,C) é sim.

O objeto C' € dito um certificado polinomial ou certificado
curto da resposta sim a I1(7).

o |
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Exemplos

~ Problemas de decisdo com certificado polinomial para sim: |

9

© o o o o o ©

existe subsequéncia crescente > k?

existe subco
existe mochi
existe mochi

ecao disjunta > k de intervalos?
a booleana de valor > £7?
a de valor > £?

existe subsequéncia comum > k?

grafo tem ciclo de comprimento > £?

grafo tem ciclo hamiltoniano?

grafo tem emparelhamento (casamento) perfeito?

Todos esses problemas estao em NP.

.

|
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P C NP

~ Prova: o

se II € um problema em P, entao pode-se tomar a
sequéncia de instrucoes realizadas por um algoritmo
polinomial para resolver I1(/) como certificado polinomial
da resposta sim a II(7).

Outra prova:

Pode-se construir um verificador polinomial para a resposta
sIM a II utilizando-se um algoritmo polinomial para II como
subrotina e ignorando-se o certificado C.

o |
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P £ NP?
B o

E crenca de muitos que a classe NP é maior que a
classe P, ainda que isso

nao tenha sido provado até agora.

Este € o intrigante problema matematico conhecido pelo
rotulo “P # NP?”

Nao confunda NP com “nao-polinomial”.

o |
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Classe co-NP

~ Aclasse co-NP é definida trocando-se siM por NAO na |
definicao de NP.

Um problema de deciséo II estd em co-NP se admite um
certificado polinomial para a resposta NAO.

Os problemas em NP N co-NP admitem certificados
polinomiais para as respostas SIM e NAO.

Em particular, P € NP N co-NP.

o |
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P. NP e co-NP

NP co-N

P £ NP?
NP N co-NP # P?
NP # co-NP?
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Reducao polinomial

- Permite comparar o “grau de complexidade” de problemas |
diferentes.

Uma reducao de um problema IT a um problema II' € um
algoritmo ALG que resolve II usando uma subrotina

hipotética ALG’ que resolve 11/, de tal forma que, se ALG' é
um algoritmo polinomial, entdo ALG € um algoritmo
polinomial.

II <p Il = existe uma reducéo de IT a IT'.

Sell <pIl' e II" estd em P, entdo II esta em P.

o |
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Exemplo

T = encontrar um ciclo hamiltoniano T
[T = existe um ciclo hamiltoniano?

Reducdo de II a II: ALG’ é um algoritmo que resolve 11’

ALG (G)

se ALG'(G) = NAO
entdo devolva “GG nao € hamiltoniano”
para cada aresta uv de & faca
H«— G—uv
se ALG'(H) = sIM
entao G «— G — wv
devolva G

~NOoO Ok~ WDN -

LSe ALG' consome tempo O(p(n)), entdo ALG consome J
tempo O(m p({(G))), onde m = numero de arestas de G.
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Esquema comum de reducao

f ALG T

- T > ALG' |

Faz apenas uma chamada ao algoritmo ALG'.

T transforma uma instancia / de II em uma instancia
I"="1T(I) de 1T’ tal que
[I(]) = sim se e somente se II'(]") = SIM
LT é uma especie de “filtro” ou “compilador”. J
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Satisfatibilidade
-

Problema: Dada um féormula booleana ¢ nas variaveis
ri,...,T,, existe uma atribuicao

t:{x1,...,x,} — {VERDADE, FALSO}
gue torna ¢ verdadeira?

Exemplo:

¢ = (x1) A (—x1V-xeVas) A(—xs)

= VERDADE, t(x2) = VERDADE, t(x3) = FALSO, J
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Sistemas lineares 0-1

-

Problema: Dadas uma matriz A e um vetor b,
Ax > b

possui uma solucao tal que z; = 0 ou z; = 1 para todo :?

Exemplo:
1 > 1
— 1 — X9 + wx3 > —1
— X3 Z 0

tem uma solucao 0-1?

Sim! z; = 1,29 = 0 e z3 = 0 € solucao.

o |
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Exemplo 1

fSatisfatibiIidade < p Sistemas lineares 0-1 T

A transformacéo 7' recebe uma formula booleana ¢
e devolve um sistema linear Az > b

tal que ¢ é satisfativel se e somente se o sistema Ax > b
admite uma solucao 0-1.

Exemplo:

O = (561) A (—le V —x9 \/333) /\(

)

|
=
w

T1 > 1
l—x21 + 1—29 + 3 > 1
> 0

N N
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Exemplo 2

o N

Verifique que

Ciclo hamiltoniano <p Caminho hamiltoniano entre v e v

Verifique que

Caminho hamiltoniano entre v e v <p Caminho hamiltoniano

o |
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-

Exemplo 3

Caminho hamiltoniano <p Satisfatibilidade

Descreveremos um algoritmo polinomial 7" que recebe um
grafo G e devolve uma formula booleana ¢ () tais que

G tem caminho hamiltoniano < ¢(G) é satisfativel.

Suponha gque G tem vértices 1, ..., n.

G) tem n? variaveis z; i, 1 <i,j < n.
J J

Interpretacdo: z; ; = VERDADE <> veértice j é 0 i-ésimo
vértice do caminho.

|
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Exemplo 3 (cont.)

~ Clausulas de ¢(G):
# “vértice j faz parte do caminho:

(T1,5 Va2 V-V,

para cada j (n clalsulas).

# “vértice j nao esta em duas posicoes do caminho:

(mij V 2T j)
para cada j e i # k (O(n?) cladsulas).
# “algum vertice é o i-ésimo do caminho™:

(xi’1 VZioV:--V ZC@)W)

L para cada i (n clausulas).

|
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Exemplo 3 (cont.)
~ Mais clatsulas de ¢(G): o

# “dois vértices ndo podem ser 0 i-esimo”:

(—IZL“Z',J' V ﬂa:@k)
para cada i e j # k (O(n°) clatdsulas).
# “se ij nao é aresta, j nao pode seguir i N0 caminho”:

(g V Tg1 )

para cada ij que ndo é aresta (O(n?) clatsulas).

A férmula ¢(G) tem O(n?) cladsulas e cada cladsula tem
< n literais. Logo, (¢(G)) é O(n?).

LNéto é dificil construir o algoritmo polinomial 7. J
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Exemplo 3 (cont.)

 ¢(G) satisfativel = G tem caminho hamiltoniano. o

Prova: Sejat : {varidveis} — {VERDADE, FALSO} tal que
t(¢(G)) = VERDADE.

Para cada ¢ existe um unico ; tal que ¢(z; ;) = VERDADE.
Logo, t é a codificadacéo de uma permutacao

(1), 7(2),...,7(n)
dos vertices de &, onde
m(i) = j < t(z; ;) = VERDADE.

Para cada £, (w(k),n(k + 1)) € uma aresta de G.
LLogo, (w(1),7(2),...,7(n)) € um caminho hamiltoniano. J
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Exemplo 3 (cont.)

G tem caminho hamiltoniano = ¢(¢) satisfativel. o

Suponha que (7 (1),7(2),...,7(n)) € um caminho
hamiltoniano, onde = € uma pernutacao dos vértices de G.
Entao

t(r; ;) = VERDADE se (i) = j €

t(x; ;) = VERDADE Se 7(i) # J,

é uma atribuicao de valores que satisfaz todas as claldsulas

de &(Q).

o |
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3-Satisfatibilidade

o N

Problema: Dada um féormula booleana ¢ nas variaveis
x1,...,T, €m gque cada clausula tem exatamente 3 literais,
existe uma atribuicao

t:{x1,...,xn,} — {VERDADE, FALSO}

gue torna ¢ verdadeira?

Exemplo:

O = ($1 V —xq1 V —IZCQ) N\ (5133 V x9 V £134) A (—le V —x3 V —|$4)

Um literal € uma variavel = ou sua negacao —u.
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Exemplo 4
 Satisfatibilidade <p 3-Satisfatibilidade o

Descreveremos um algoritmo polinomial 7" que recebe um
formula booleana ¢ e devolve uma férmula booleana ¢’
com exatamente 3 literais por cladsula tais que

¢ € satisfativel < ¢’ é satisfativel.

A transformacao consiste em substituir cada clausula de ¢
por uma colecéo de cladsulas com exatamente 3 literais
cada e equivalente a ¢.

o |
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Exemplo 4 (cont.)
 Seja(l1 Vi V.- VI;) uma cladsula de ¢. o

Casol. k=1
Troque (I1) por

(LVyr V) (V-1 Vy) (It Vyr Voye) (VY -y V—ye)
onde y; e yy SA0 variaveis novas.

Caso 2. k=2

Troque (I3 Vig) por (I VIa Vy)(ly VeV —y). onde y € uma
variaveis nova.

Caso 3. k=3
LMantenha (11 Vg Vl3). J
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Exemplo 4 (cont.)
~ Caso4. />3 o

Troque (Iy Vip vV --- V1) por
(ll VoV yl)
(=1 VI3V ya) (my2 VIgVys) (mys Vis V) ...

(myr—3 V=1 V1)
onde vy1, 9, ..., y;._3 SA0 variaveis novas

Verifigue que ¢ e satisfativel < nova formula é satisfativel.

O tamanho da nova clausula &€ O(m), onde m é o numero
de literais que ocorrem em ¢ (contando-se as repeticoes).

o |
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Problemas completos em NP

o N

Um problema II em NP é NP-completo se cada problema
em NP pode ser reduzido a I1.

Teorema de S. Cook e L.A. Levin: Satisfatibilidade
é NP-completo.

Se Il <p II' e II é NP-completo, entdo I’ € NP-completo.

Existe um algoritmo polinomial para um problema
NP-completo se e somente se P = NP.

o |
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Demonstracao de NP-completude

o N

Para demonstrar que um problema II" € NP-completo
podemos utilizar o Teorema de Cook e Levin.

Para isto devemos:

# Demonstrar que II’ estd en NP.
#® Escolher um problema 11 sabidamente NP-completo.

#® Demonstrar que II <p IT'.

o |
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Clique

~ Problema: Dado um grafo ¢ e um inteiro /, G possuium |
cligue com > £ vértices?

Exemplos:

o |
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Cligue € NP-completo

- Cligue esta em NP e 3-Satisfatibilidade <p Clique. o

Descreveremos um algoritmo polinomial 7" que recebe um
formula booleana ¢ com £ clausulas e exatamente 3 literais
por clausula e devolve um grafo G tais que

¢ € satisfativel & G possui um clique > k.

Para cada clausula o grafo ¢ tera trés vertices, um
correspondente a cada literal da clausula. Logo, G tera 3k
vertices. Teremos uma aresta ligando vértices « e v se

#® 1 e v Sao vertices gue correspondes a literais em
diferentes clausula; e

#® se u corresponde a um literal x entao v nao
- corresponde ao literal . |
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Clique e NP-completo (cont.)

-

(:z:l V x9o V 5133)

5133) N\

1 VI9oV




Problemas NP-dificeis

o N

Um problema 11, ndo necessariamente em NP, € NP-dificil
se a existéncia de um algoritmo polinomial para II implica

em P = NP.

Todo problema NP-completo € NP-dificil.

Exemplos:

# Encontrar um ciclo hamiltoniano € NP-dificil, mas nao é
NP-completo, pois ndo é um problema de decisao e
portanto nao esta em NP.

# Satisfabilidade € NP-completo e NP-dificil.

o |
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Mais problemas NP-dificels

-

mochi
camin
camin

clique

© o o o o o o 0

Os sequintes problema séo NP-dificeis:

a booleana
N0 Maximo

no hamiltoniano

escalonamento de tarefas
subset-sum

maximo

cobertura por vertices
sistemas 0-1

Le mais um montao deles ...

-

|
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Exercicios

Exercicio 25.A

/
Suponha que os algoritmos ALG e ALG transformam cadeias de caracteres em outras
cadeias de caracteres. O algoritmo ALG consome O(n?) unidades de tempo e o algoritmo

/
ALG consome O(n*) unidades de tempo, onde n é o nimero de caracteres da cadeia de
/
entrada. Considere agora o algoritmo ALGALG gue consiste na composicao de ALGe
/ /
ALG', com ALG' recebendo como entrada a saida de ALG. Qual o consumo de tempo de

ALGALG ?

Exercicio 25.B [CLRS 34.1-4]
O algoritmo MOCHILA-BOOLEANA ¢ polinomial? JustiEque a sua resposta.

Exercicio 25.C [CLRS 34.1-5]

Seja ALG um algoritmo que faz um namero constante de chamadas a um algoritmo ALG/.
Suponha gue se o consumo de tempo de ALG/ é constante entdo o consumo de tempo de
ALG ¢ polinomial.

/
1. Mostre que se o0 consumo de tempo de ALG ¢ polinomial entdo o consumo de tempo
de ALG ¢ polinomial.

2. Mostre que se 0 consumo de tempo de ALG/ é polinomial e ALG faz um ndimero

/
polinomial de chamadas a ALG', entdio é possivel gue o consumo de tempo de AL
seja exponencial.
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Malis exerciclos

Exercicio 25.D [CLRS 34.2-1]
Mostre que o problema de decidir se dois grafos dados sédo isomorfos esta em NP.

Exercicio 25.E [CLRS 34.2-2]
Mostre que um grafo bipartido com um ndmero impar de vértices nao é hamiltoniano (=
possui um ciclo hamiltoniano).

Exercicio 25.F [CLRS 34.2-3]

Mostre que se o problema do Ciclo hamiltoniano esta em ], entdo o problema de listar os
vértices de um ciclo hamiltoniano, na ordem em gue eles ocorrem no ciclo, pode ser
resolvido em tempo polinomial.

Exercicio 25.G [CLRS 34.2-5]
Mostre que qualquer problema em NP pode ser resolvido por um algoritmo de consumo de
tempo 2°7°, onde n é o tamanho da entrada e ¢ é uma constante.

Exercicio 25.H [CLRS 34.2-6]
Mostre que o problema do Caminho hamiltoniano esta em NP.

Exercicio 25.1 [CLRS 34.2-7]
Mostre que o problema do caminho hamiltoniano pode ser resolvido em tempo polinomial

em grafos orientado aciclicos.
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Malis exerciclos

Exercicio 25.J [CLRS 34.2-8]

Uma formula booleana ¢ € uma tautologia se t(¢) = VERDADE para toda atribuicdo de
t : {variaveis} — {VERDADE, FALSO}. Mostre que o problema de decidir se uma dada
formula booleana é uma tautologia esta em co-NP.

Exercicio 25.K [CLRS 34.2-9]
Prove que P C co-NP.

Exercicio 25.L [CLRS 34.2-10]
Prove que se NP # co-NP, entdo P £ NP.

Exercicio 25.M [CLRS 34.2-11]

Se G é um grafo conexo com pelo menos 3 vértices, entdo G3 é o grafo que se obtém a
partir de G ligando-se por uma aresta todos os pares de veértices que estdo conectados em
(G por um caminho com no maximo trés arestas. Mostre que G2 é hamiltoniano.

Exercicio 25.N [CLRS 34.3-2]
Mostre que se 111 <p Ils e IIs <p Il3, entdo 111 <p IIs.

o |
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Malis exerciclos
fExercicio 25.0 [CLRS 34.3-7] T

Suponha que II e II’ sdo problemas de decisao sobre 0 mesmo conjunto de instancias e
que I1(7) = sIiM se e somente se IT'(7) = NAO. Mostre que IT é NP-completo se e somente
se II’ é co-NP-completo.

(Um problema II’ é co-NP-completo se I1’ esta em co-NP e II <p II’ para todo problema II
em co-NP.)

Exercicio 25.P [CLRS 34.4-4]
Mostre que o problema de decidir se uma formula boolena é uma tautologia é
co-NP-completo. (Dica: veja o exercicio 25.0.)

Exercicio 25.Q [CLRS 34.4-6]

/
Suponha que ALG" é um algoritmo polinomial para Satisfatibilidade. Descreva um algoritmo
polinomial ALGc gue recebe um férmula booleana ¢ e devolve uma atribuicao
t : {variaveis} — {VERDADE, FALSO} tal que t(¢) = VERDADE.

Exercicio 25.Q [CLRS 34.5-3]
Prove que o problema Sistemas lineares 0-1 € NP-completo.

Exercicio 25.R [CLRS 34.5-6]
Mostre que o problema C aminho hamiltoniano é NP-completo.
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Malils um exercicio

Exercicio 25.S [CLRS 34.5-7]
Mostre que o problema de encontrar um ciclo de comprimento maximo € NP-completo.

o |
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