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Quicksort aleatorizado

CLRS 7.4
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Relembrar ...

o N

Antes de mais nada, vamos relembrar rapidamente o0s
melhores momentos da aula 9:

PARTICIONE;

consumo de tempo do PARTICIONE;
QUICKSORT; e

consumo de tempo do QUICKSORT.

e o o o

o |
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Particao

~ Problema: Rearranjar um dado vetor AJp..r] e devolver um |
indice ¢, p < ¢ < r, tais que

Entra:

Sai:

Alp..q—1] < Alg] < Alg+1..7]
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Particione
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Particione
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Particione
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Particione
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Particione

( 9 T
A 9933|5577 |11|22|88|66 |33 |44
1 17 X
A 13319955 77|11 |22|88|66 |33 |44
1 17 X

|
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Particione

( 9 T
A 9933|5577 |11|22|88|66 |33 |44
1 17 X
A 13319955 77|11 |22|88|66 |33 |44
1 9 X

|
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Particione

( 9 T
A 9933|5577 |11|22|88|66 |33 |44
1 17 X
A 13319955 77|11 |22|88|66 |33 |44
1 1 X

|
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Particione
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Particione
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Particione
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Particione
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Particione
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Particione

 Rearranja A[p..rJdemodoque p<g<re o
Alp..q—1] < Alg] < Alg+1..7]

PARTICIONE (A4, p, )

1 o« Alr > x € 0 “pivo”
2 1+ p—1

3 paraj«— patér—1faca
4 se Alj] <

5 entao : «— i + 1

6 Ali] < A[j]
7 Ali+1] « Alr]

8 devolvai+1

L O algoritmo PARTICIONE consome tempo ©O(n). J
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Quicksort

~ Rearranja A[p..r] em ordem crescente. o

QUICKSORT (A, p, )

1 sep<r
entao ¢ «— PARTICIONE (A, p,r)

2
3 QUICKSORT (A, p,q — 1)
4 QUICKSORT (A,q+ 1,7)

o |
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Quicksort

~ Rearranja A[p..r] em ordem crescente. o

QUICKSORT (A, p, )

1 sep<r
entao ¢ «— PARTICIONE (A, p,r)

2
3 QUICKSORT (A, p,q — 1)
4 QUICKSORT (A,q+ 1,7)

p q r
A 3311122334455 |88]66/| 77|99

No comeco da linha 3,

Alp..q—1] < Alg] < Alg+1..7]

o |

Algoritmos — p.496/525



Quicksort

~ Rearranja A[p..r] em ordem crescente. o

QUICKSORT (A, p, )

1 sep<r
entao ¢ «— PARTICIONE (A, p,r)

2
3 QUICKSORT (A, p,q — 1)
4 QUICKSORT (A,q+ 1,7)

o |
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Quicksort

~ Rearranja A[p..r] em ordem crescente. o

QUICKSORT (A, p, 1)

1 sep<r
entao ¢ «— PARTICIONE (A, p,r)

2
3 QUICKSORT (A, p,q — 1)
4 QUICKSORT (A,q+ 1,7)

p q r
A 111221333344 ]55|66|77|88|99

O consumo de tempo € proporcional ao numero de
execucoes da linha 4 do PARTICIONE.

o |
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Resumo

O consumo de tempo do QUICKSORT é O(n?).

O consumo de tempo do QUICKSORT no melhor
caso é O(nlogn).

|
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Caso médio
O consumo de tempo do QUICKSORT no caso médio é 777. |

A~ L 2.
Particao 5 para z:

R(n) = R(L"T_lj) -+ R(Pngzb + O(n)

Solucao: R(n) é O(nlgn). veja exercicio a sequir

o |
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Exercicio
~ Considere a recorréncia o
T(1) = 1
T(n)=T([n/3])+T(|2n/3]) + 5n

paran =2,3,4,...

Solucao assintotica: T'(n) € O(777), T'(n) € O(777)
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Exercicio
~ Considere a recorréncia o
T(1) = 1
T(n)=T([n/3])+T(|2n/3]) + 5n

paran =2,3,4,...

Solucao assintotica: T'(n) € O(777), T'(n) € O(777)

Vamos olhar a arvore da recorréncia.

o |
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Arvore da recorréncia
f n
5 n

n n 2 4n
: _ \ /5
) ° [ ) Y o . 54n 54n 58n
Ltotal de niveis < logsz/,n J
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Arvore da recorréncia

-

soma em cada horizontal < 5n
numero de “niveis” < logs /o n
T(n) = a soma de tudo

T(n) < 5nlogzin + 1+---+1

-~

logg/2 n

T(n) € O(nlgn).

o |
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De volta a recorréencia

T(n)=T(|n/3|)+T(|2n/3]) + dn

paran =234, ...
n T(n)
1 1
2 1+1+5-2=12
3
A

1+1245-3 =28
124+12+5-4 =44

Vamos mostrar que T'(n) < 100nlgn paran = 2,3,4,5,6, . ..
Paran = 2temos 7(2) =12 < 100 - 2 - 1g 2.
Para n = 3 temos 7T'(3) =28 < 100 - 3 - 1g 3.

LSuponha agora que n > 3. Entéo J
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Continuacao da prova

VA

I

T(151) + T(5)) +5n

n n 2n 2n
1 — | lg| = 1 — | lg| —
00] 5 11g| 5 | + 100 —|lg[ -] + bn

n + 2

100
3

1 ”1+1002”1 N s
— /A
573 3 673

n-+ 2 n 2n . 2n

100 lo— +1 100— le — + 5
: (g3+ ) + 3 g ; + 5n
n+2. 2n 2n . 2n

100 ] 100— lg — + 5
g 8y TV Ton

n . 2n 2  2n 2n = 2n
100210 2 £ 100210 2 + 100210 2 4 5
185 +10001g — +100--lg—+5n |
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Continuacao da continuacao da prova

o N

2 2
< 100nlg?n +67lg?n +5n

2 2
= 100nlgn + 100nlg§ +67lgn+671g§ + on

< 100nlgn 4+ 100n(—0.58) + 671gn + 67(—0.58) 4+ 5n
< 100nlgn —58n +671gn — 38 + 5n

= 100nlgn — 53n 4+ 671gn — 38

//////

Llueeeeessss! o
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De volta ao caso medio
fO consumo de tempo do QUICKSORT no caso medio é ???j

i~ 1 9 .
Particao ;; para j:
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De volta ao caso medio
fO consumo de tempo do QUICKSORT no caso medio é ???j

i~ 1 9 .
Particao ;; para j:

Solucao: R(n) € ©(nlgn)
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De volta ao caso medio
fO consumo de tempo do QUICKSORT no caso medio é ???j

i~ 1 9 .
Particao ;; para j:

Solucao: R(n) € ©(nlgn)
ISSo sugere que consumo medio é O(nlgn).

Confirmacao?

o |
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Alp..r]

Exemplos

~ Nlmero médio de execug@es da linha 4 do PARTICIONE. |
Suponha que Alp..r] € permutacdo de 1. .n.

execs

1,2
2,1

média

Alp..r]

execs

1,2,3
2,1,3
1,3,2
3,1,2
2,3,1
3,2,1

média

2+1
2+1
2+0
2+0
2+1
2+1

16/6

|
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Mais um exemplo

Alp..r]|

eXeCs

Alp..r]

EeXeCs

1,2,3,4
2,1,3,4
1,3,2,4
3,1,2,4
2,3,1,4
3,2,1,4
1,2,4,3
2,1,4,3
1,4,2,3
4,1,2,3
2,4,1,3
4,2,1,3

3+3
3+3
3+2
3+2
3+3
3+3
3+1
3+1
3+1
3+1
3+1
3+1

1,3,4,2
3,1,4,2
1,4,3,2
4,1,3,2
3,4,1,2
4,3,1,2
2,3,4,1
3,2,4,1
2,4,3,1
4,2,3,1
3,4,2,1
4,3,2,1

média

3+1
3+1
3+1
3+1
3+1
3+1
3+3
3+3
3+2
3+2
3+3
3+3

116/24

-

|
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Quicksort aleatorizado

- PARTICIONE-ALEA(A, p, ) .
1 i+ RANDOM (p,r)
2 Ali] < Alr]

3 devolva PARTICIONE (A, p,r)

QUICKSORT-ALE (A, p,r)
Ssep<r
entao ¢ «— PARTICIONE-ALEA (A, p,r)
QUICKSORT-ALE (A, p,q — 1)
QUICKSORT-ALE (A, ¢+ 1, 1)

B~ WD

Analise do consumo medio?
Basta contar o numero esperado de comparacfes na
linha 4 do PARTICIONE

o |
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Exemplo

1 2 3 4 5 6 7

Algoritmos — p.511/525

I 01 0 0 O

I 1.0 0 0

1
0

I 0 0 0

1

1

0
1

1
1

1

1
2

411 1 1

570 0 0 1

6/0 0 0 1 1

710 0 0 1 0 1




Consumo de tempo esperado

o N

Suponha Alp..r| permutacao de 1..n.

X, = humero de comparacOes entrea e b
na linha 4 de PARTICIONE

Queremos calcular
X = total de comparacoes “A|j| < 2”
n—1 n
= > D X

a=1 b=a+1

o |
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Consumo de tempo esperado
~ Supondo a < b, o

¥ 1 se primeiro pivoem {a,...,b} €ao0ub
p = -
¢ 0 caso contrario

Qual a probabilidade de X, valer 1?

o |
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Consumo de tempo esperado
~ Supondo a < b, o

¥ 1 se primeiro pivoem {a,...,b} €ao0ub
b= -
¢ 0 caso contrario

Qual a probabilidade de X, valer 1?

1 N 1
b—a+1 b—a-+1

Pr {Xa,bzl} — — E[Xab]

o |
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Consumo de tempo esperado
~ Supondo a < b, o

¥ 1 se primeiro pivoem {a,...,b} €ao0ub
p = -
¢ 0 caso contrario

Qual a probabilidade de X, valer 1?

1 N 1
b—a+1 b—a-+1

Pr {Xa,bzl} — — E[Xab]

n—1 n
X=> 2 Xa

a=1 b=a-+1

B[X] = 27277

|
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Consumo de tempo esperado

n—1 n
— S: S: E[Xab]
a=1 b=a-+1
n—1 n
— S: S: Pr{Xabzl}
a=1 b=a-+1
n—1 n 9
= 2.2
a=1 b=a-+1 b-a+1
n—1n—a

2
B ;; k41
n—1

< So(brheerd)

a=1

1 1

Sl

) < 2n(1+1nn)

-

CLRS (A.7), p.106
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Conclusoes

O consumo de tempo esperado do algoritmo
QUICKSORT-ALE é O(nlogn).

Do exercicio 7.4-4 do CLRS temos que

O consumo de tempo esperado do algoritmo
QUICKSORT-ALE é ©(nlogn).

|
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L_imites inferiores

CLRS 8.1
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Maximo: limite inferior

fProbIema: Encontrar o maior elemento de um vetor T
All..n].

Existe um algoritmo que faz o servico com n — 1
comparacoes.

o |
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Maximo: limite inferior
fProbIema: Encontrar o maior elemento de um vetor T
All..n].

Existe um algoritmo que faz o servico com n — 1
comparacoes.

Existe um algoritmo que faz menos comparacoes?

o |
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Maximo: limite inferior
fProbIema: Encontrar o maior elemento de um vetor T
All..n].

Existe um algoritmo que faz o servico com n — 1
comparacoes.

Existe um algoritmo que faz menos comparacoes?

Nao, se o algoritmo é baseado em comparacoes:

dados dois numero A[:] e A[j] podemos apenas
compara-los a fim de encontrar o maior elemento.

Suponha dado um algoritmo baseado em comparacoes
gue resolve o problema.

o |
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Algoritmo baseado em comparacoes

fO algoritmo consiste, no fundo, na determinacao de uma
colecao A de pares ou arcos (i, j) de elementos distintos
em {1,...,n} tais que A|i| < A[j] e existe um “sorvedouro”.

Eis o paradigma de todo algoritmo baseado em
comparacoes:

MAX (A, n)
A— 1
enguanto A “nao possui sorvedouro” faca
escolhaindice:e jem{l,...,n}
se Ali| < Aly]
entdo A — AU (i, )
senao A — AU (j,1)
devolva A

o |
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Conclusao

o N

Qualquer conjunto A devolvido pelo método contém uma
“arvore enraizada” e portanto contem pelo menos n — 1
arcos.

Qualquer algoritmo baseado em comparacoes que
encontra o maior elemento de um vetor A[l..n| faz
pelo menos n — 1 comparacoes.

o |
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Ordenacao: limite inferior

o N

Problema: Rearranjar um vetor A[1..n] de modo que ele
filgue em ordem crescente.

Existem algoritmos que consomem tempo O(nlgn).

o |
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Ordenacao: limite inferior

o N

Problema: Rearranjar um vetor A[1..n] de modo que ele
filgue em ordem crescente.

Existem algoritmos que consomem tempo O(nlgn).

Existe algoritmo assintoticamente melhor?

o |
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-

Ordenacao: limite inferior

-

Problema: Rearranjar um vetor A[1..n] de modo que ele
filgue em ordem crescente.

Existem algoritmos que consomem tempo O(nlgn).

Existe algoritmo assintoticamente melhor?

NAO, se o algoritmo é baseado em comparacdes.
Prova?

|
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Ordenacao: limite inferior

o N

Problema: Rearranjar um vetor A[1..n] de modo que ele
filgue em ordem crescente.

Existem algoritmos que consomem tempo O(nlgn).

Existe algoritmo assintoticamente melhor?

NAO, se o algoritmo é baseado em comparacdes.
Prova?

Qualquer algoritmo baseado em comparacdes € uma
“arvore de decisao”.

o |
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Exemplo

~ ORDENA-POR-INSERGAO (A[L .. 3]):

A[1] < A[2]?

NAO

SIM



Limite inferior

~ Considere uma arvore de decis&o para A[l ..n].

-



Limite inferior

~ Considere uma arvore de decis&o para A[l ..n]. o
NUmero de comparacdes, no pior caso?

o |
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Limite inferior

~ Considere uma arvore de decis&o para A[l ..n]. o

NUmero de comparacdes, no pior caso?
Resposta: altura, h, da arvore de decisao.

o |
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Limite inferior

~ Considere uma arvore de decis&o para A[l ..n]. o

NUmero de comparacdes, no pior caso?
Resposta: altura, h, da arvore de decisao.

Todas as n! permutacbes de 1, ...,n devem ser folhas.

o |
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Limite inferior

~ Considere uma arvore de decis&o para A[l ..n]. o

NUmero de comparacdes, no pior caso?
Resposta: altura, h, da arvore de decisao.

Todas as n! permutacbes de 1, ...,n devem ser folhas.

Toda arvore binéaria de altura 4 tem no maximo 2" folhas.
Prova: Por inducao em h. A afirmacao vale para h = 0
Suponha que a afirmacéao vale para toda arvore binaria de
altura menor que h, h > 1.

O numero de folhas de uma arvore de altura » € a soma do
numero de folhas de suas sub-arvores; que tém altura

< h — 1. Logo, o numero de folhas de uma arvore de altura
h € Nnao superior a

2 x 2h=1 — oh
| " -
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Limite inferior

Logo, devemos ter 2" > n!, donde h > lg(n!).

n—1 n
(n)? = [ n=i)(i+1) > [] n = n"
1=0 1=1

Portanto,

h > lg(n!) > =nlgn.

|
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Conclusao

Todo algoritmo de ordenacao baseado em
comparacoes faz

Q(nlgn)

comparac;f')es no pior Ccaso

|
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Exercicios

Exercicio 16.A

Desenhe a arvore de deciséo para o SELECTION-SORT aplicado a A[1 .. 3] com todos os
elementos distintos.

Exercicio 16.B [CLRS 8.1-1]
Qual o menor profundidade (= menor nivel) que uma folha pode ter em uma arvore de
deciséo que descreve um algoritmo de ordenacao baseado em comparacdes?

Exercicio 16.C [CLRS 8.1-2]
Mostre que lg(n!) = Q(nlgn) sem usar a formula de Stirling. Sugestéo: Calcule
> k—n/2 g k. Use as técnicas de CLRS A.2.

o |
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