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Prefacio da Segunda Edicao

Esta segunda edig¢ao difere da anterior em varios sentidos. Primeiramente,
a ordem dos capitulos foi alterada, para dar uma continuidade melhor aos as-
suntos tratados no livro. Em segundo lugar, um novo capitulo foi introduzido,
tratando da andlise da dependéncia entre duas ou mais séries temporais, in-
cluindo o topico de cépulas, que tem sido bastante usado em financas recen-
temente. Finalmente, introduzimos dados atualizados de varias séries, itens
novos em algumas sessoes e corrigimos erros existentes na primeira edigao.
Agradecemos varios colegas que enviaram sugestoes e correcoes, especialmente
a Sumaia A. Latif, que produziu varias figuras do Capitulo 11.

Sao Paulo, marco de 2011.
Pedro A. Morettin
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Prefacio

Este livro trata da aplicacao de técnicas de séries temporais e econometria a
dados financeiros. Séries temporais economicas e financeiras apresentam certas
ca-
racteristicas especiais. Uma delas é o chamado agrupamento de volatilidades,
signi-
ficando que a variancia da série evolve no tempo e depende da informacao
passada. Além disso, podemos ter séries, como de taxas de cambio e de precos
de acoes, que podem ser registradas em intervalos irregulares no decorrer do
dia, dando origem aos chamados dados de alta frequéncia.

A area de Econometria Financeira teve um desenvolvimento explosivo nos
ultimos anos, podendo-se dizer que resultou da fusao de conhecimentos prove-
nientes das areas de finangas empiricas e econometria de séries temporais. Im-
portantes para esse crescimento foram os avancos em coleta e armazenamento
de grandes bancos de dados e velocidade de processamento dos equipamentos
computacionais.

Os trés temas principais em financas atualmente sao o aprecamento de
ativos, alocagao de carteiras e gestao de riscos, sendo que areas recentes de
pesquisa incluem volatilidade e correlacao de retornos de ativos financeiros,
escolha étima de carteiras e microestrutura de mercados. Neste trabalho abor-
daremos apenas alguns topicos da primeira area, com menc¢ao ao calculo do
VaR (valor em risco) de um ativo ou de uma carteira de ativos.

O texto é resultado de cursos ministrados pelo autor por varios anos no Ins-
tituto de Matematica e Estatistica da Universidade de Sao Paulo. O contetido
do livro pode ser ministrado para alunos do final da graduagao, em areas como
Estatistica, Economia e Financas e para alunos de mestrado nessas areas e
outras afins. Seria desejavel que os alunos tivessem nogoes provenientes de
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cursos basicos de probabilidade e estatistica, bem como de séries temporais ou
econometria.

Pressupoe-se que um curso com base neste livro tenha boa parte de seu
conteudo dedicada a analises de séries reais com uso intensivo de pacotes com-
putacionais apropriados. Utilizamos alguns pacotes disponiveis aos usuérios,
como o S+FinMetrics, EViews, Minitab e SCA. Outras possibilidades sao o pa-
cote R, acessivel gratuitamente na Internet, RATS, MatLab etc.

Vérios colegas e alunos contribuiiram com comentarios e sugestoes no decor-
rer da elaboracao deste livro. Em particular, Clélia M. C. Toloi, Silvia R.
C. Lopes e Beatriz V. M. Mendes leram versoes prévias do livro e apresen-
taram correcoes, comentarios e sugestoes que melhorararam consideravelmente
o texto. O conteudo do Capitulo 10 foi baseado fortemente na dissertacao de
mestrado de Alberto F. Berti e nas teses de doutorado de Adriana Bruscato e
Juan Carlos Ruilova. Agradeco a eles a permissao para usar dados e exemplos.
Os erros remanescentes sao, obviamente, de minha responsabilidade.

Gostaria, também, de agradecer a Diretoria da Associacao Brasileira de
Estatistica pelo convite para ministrar um minicurso no 17¢ SINAPE, em
2006, baseado em parte do conteido deste livro.

Os dados usados e outros aspectos computacionais relacionados ao livro po-
dem ser acessados em minha pdgina http://www.ime.usp.br/~ pam.
Comentarios e sugestoes podem ser enviados ao meu enderego eletronico,
pam@ime.usp.br.

Sao Paulo, fevereiro de 2008.

Pedro A. Morettin
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Preliminares

1.1 Introducao

Este livro trata da andlise de séries temporais financeiras. Em principio,
nao haveria diferencas entre a analise de tais séries e aquelas ocorrendo em ou-
tras dreas, como economia, oceanografia, meteorologia etc. De fato, a maioria
das técnicas de andlise de séries temporais sao aplicaveis em diversas areas.
Contudo, uma caracteristica presente em séries de ativos financeiros é o que se
convencionou chamar de volatilidade, que pode ser definida de varias maneiras,
mas nao é diretamente observavel. Para levar em conta a presenca de grupos
(clusters) de volatilidade em uma série financeira é necessario recorrer a mode-
los ditos heterosceddsticos condicionais. Nesses modelos, a variancia (volatili-
dade) de um retorno num dado instante de tempo, depende de retornos passa-
dos e de outras informacoes disponiveis até aquele instante, de modo que temos
que definir uma variancia condicional que, nao sendo constante, nao coincide
com a variancia global (“incondicional”) da série observada. Do mesmo modo,
é possivel que a média varie com o tempo, ou outros momentos da distribuicao
dos retornos variem com o tempo.

Uma caracteristica marcante de séries financeiras é que elas sao, em geral,
nao serialmente correlacionadas, mas dependentes. Desse modo, modelos lin-
eares como aqueles pertencentes a familia dos modelos ARMA (autorregres-
sivos e de médias méveis) podem nao ser apropriados para descrever tais séries.
Modelos da familia ARCH (de autoregressive conditional heteroscedasticity)
ou modelos de volatilidade estocéastica sao mais adequados. Contudo, diver-
sas séries apresentam alguma forma de autocorrelagao, de modo que modelos
ARMA podem ser inicialmente aplicados para remover essa correlacao, antes de
usar modelos heteroscedasticos. Por esse motivo, nos Capitulos 2 e 3 apresen-
tamos uma introducao aos modelos ARMA. Para uma andlise mais detalhada,
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o leitor podera consultar Box et al. (1994) ou Morettin e Toloi (2006).

A maior parte do livro analisara séries de retornos de ativos e nao os precos
desses ativos. Por essa razao, ainda neste primeiro capitulo faremos uma re-
visao de conceitos relativos a retornos. Além dos modelos ARMA, no Capitulo
2 apresentaremos outros processos estocasticos que sao importantes na analise
de séries temporais aparecendo em economia e financas. No Capitulo 3, faze-
mos uma revisao sobre a construcao de modelos ARIMA. No Capitulo 4, trata-
mos do importante problema de raizes unitarias e como testar sua presenca
em dada série. No Capitulo 5, introduzimos os modelos heteroscedésticos
condicionais e, no Capitulo 6, introduzimos os processos com memoria longa e
modelos apropriados para representa-los, como os modelos ARFIMA.

Um dos problemas mais importantes atualmente em financas é avaliar o
risco de uma posi¢ao financeira, e o VaR (valor em risco) é um instrumento
frequentemente usado. No Capitulo 7, introduzimos varias formas de se cal-
cular o valor em risco. No Capitulo 8, introduzimos nocoes basicas sobre
andlise de dados de alta frequéncia e, no Capitulo 9, estendemos o estudo dos
modelos estudados nos capitulos 2 e 3 para englobar modelos lineares multi-
variados, analisando os modelos VAR (modelos autorregressivos vetoriais) e
VARMA (modelos autorregressivos e de médias méveis vetoriais). O conceito
de cointegracao e o modelo de corregao de erros sao discutidos no Capitulo 10.
Finalmente, no Capitulo 11, apresentamos algumas medidas de dependéncia
entre variaveis aleatorias e séries temporais, com énfase no estudo de cépulas.

1.2 Tipos de Dados

Nesta secao descreveremos os diversos tipos de dados que sao mais comuns
na analise de séries financeiras. Numa primeira categoria, temos observacoes
igualmente espacadas: o intervalo At entre observacoes consecutivas é con-
stante, por exemplo, um dia, uma semana, um meés. Quando analisamos dados
didrios, usualmente utilizamos o tltimo valor observado no dia, como o preco
de fechamento de uma acao numa bolsa de valores. Algumas vezes, pode ser
um valor agregado durante o periodo, como o volume (em moeda) negociado
de dada acgao na bolsa durante um dia.

Os dados podem ser observados em instantes de tempo irregularmente
espagados, como os dados intradiarios de ativos negociados em bolsas de va-
lores ou de mercadorias, ou taxas de cambio. Nesses casos, os intervalos en-
tre observagoes sao varidveis aleatdrias (as chamadas “duragoes”) e podemos
ter também vérias observagoes (negdcios) coincidindo num mesmo instante de



1.2. TIPOS DE DADOS 3

tempo. Esse tipo de dado é chamado de alta frequéncia.
As séries financeiras que serao usadas no texto estao listadas no final do
livro e podem ser acessadas no site http://www.ime.usp.br/~ pam.

Exemplo 1.1. Na Figura 1.1 (a), temos o gréfico dos indices didrios da
Bolsa de Valores de Sao Paulo (Ibovespa) no periodo de 4 de julho de 1994
a 29 de setembro de 2010, num total de T" = 4019 observacoes. O arquivo
d-ibv94.10.dat contém esses dados, que aparecem no arquivo na forma apre-
sentada no Quadro 1.1.

’ Quadro 1.1: Dados do indice Ibovespa ‘

Date IBOVESPA
04/07/1994 3580,80
05/07/1994 3564,30
06/07/1994 3753,50
07/07/1994 3904,90
08/07/1994 4051,90

Estes sao os valores de fechamento do indice. Podemos ter outras in-
formagcoes, como os valores de abertura, minimo e maximo, por exemplo.

Exemplo 1.2. Na Figura 1.2 (a), mostramos o gréafico dos indices didrios
do Dow Jones Industrial Average (fechamento), DJIA, no periodo de 3 de
janeiro de 1995 a 26 de dezembro de 2002, com T = 1992 observacoes. Estes
dados encontram-se no arquivo d-dow95.02.dat. No Quadro 1.2, temos parte
do arquivo de dados, onde aparecem os indices de abertura, maximo, minimo,
fechamento e o volume negociado no dia.

’ Quadro 1.2: Dados do indice Dow Jones ‘

Date Open High  Low  Close Volume
3/jan/95 3834.4 3864.7 3805.5 3838.5 2624500
4/jan/95 3838.5 3876.8 3815.3 3857.7 3195100
5/jan/95 3857.7 3876.8 3825.4 3850.9 3091400
6/jan/95 3850.9 3902.4 3823.7 3867.4 3080700
9/jan/95 3867.4 3889.3 3834.4 3861.4 2787100
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Figura 1.1: (a) Gréfico da série Ibovespa (b) série dos retornos (c)
histograma dos retornos com densidade ajustada (d) gréafico @ x @

Dados de alta frequéncia podem ser registrados de diferentes formas, de-
pendendo do tipo de ativo. No Quadro 1.3 temos um layout tipico de dados
de agoes negociadas na Bolsa de Valores de Sao Paulo.

’ Quadro 1.3: Dados de alta frequéncia

Data Cédigo Empresa Tipo  Pr. Negécio Hora NY Negécio
2003-02-03; BBDC4; BRADESCO; PN*NI; 9.9900; 1101; 10;
2003-02-03; BBDC4; BRADESCO; PN*NI; 10.0000; 1101; 20;
2003-02-03; BBDC4; BRADESCO; PN*NI; 10.0000; 1101; 30;
2003-02-03; BBDC4; BRADESCO; PN*NI; 10.0500; 1102; 40;

2003-02-03; BBDC4; BRADESCO; PN*N1;  10.0500;  1102; 50;
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Figura 1.2: (a) Gréfico da série DJIA (b) série dos retornos (c) histograma
dos retornos com densidade ajustada (d) gréfico @ x @

Este arquivo de dados traz os pregos das agoes Bradesco PN (na quinta
coluna), no dia 3 de fevereiro de 2003. As outras colunas trazem informacao
sobre o cédigo do ativo, a hora e o nimero do negocio. Note que ha trés
observagoes no mesmo instante de tempo, onze horas e um minuto. Para se
ter uma quantidade razoavel de dados intradiarios para analise, o ativo deve
ter uma grande liquidez, o que nao acontece com um grande niimero dos papéis
negociados na Bolsa de Valores de Sao Paulo, por exemplo.

A seguir, ilustramos os dados intradiarios do Ibovespa e da Telemar PN,
encontrados nos arquivos id-ibv98.03.dat e id-tel02.05.dat. Nesses arquivos os
dados foram interpolados, de modo a se ter observagoes a cada quinze minutos.
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Figura 1.3: (a) Grafico da série Ibovespa intradidria (b) série dos retornos (c)
histograma dos retornos com densidade ajustada (d) grafico Q x @

Exemplo 1.3. Na Figura 1.3 (a), temos o gréifico de parte dos dados do
Ibovespa, observados a cada quinze minutos, de 6 de abril de 1998 a 13 de
agosto de 2003, num total de 1309 dias e T' = 37.961 observagoes. Na Figura
1.4 (a), temos o gréfico de parte dos dados da Telemar PN, observados a cada
15 minutos, de 2 de janeiro de 2002 a 31 de margo de 2005, com T = 21.429
observagoes.

Em todos os exemplos, apresentamos os graficos das séries financeiras, que
em geral sao séries nao estacionarias, como veremos no Capitulo 2. Na proxima
secao iremos considerar aquelas séries que efetivamente serao nosso objeto
principal de estudo, os retornos.
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Figura 1.4: (a) Gréfico da série Telemar intradidria (b) série dos retornos (c)
histograma dos retornos com densidade ajustada (d) gréafico @ x @

1.3 Retornos

Um dos objetivos em financas é a avaliacao de riscos de uma carteira de
ativos (instrumentos) financeiros. O risco é frequentemente medido em termos
de variagoes de precos dos ativos.

Denotemos por P, o preco de um ativo no instante ¢, normalmente um dia de
negocio. Suponha, primeiramente, que nao haja dividendos pagos no periodo.
A variacao de precos entre os instantes t — 1 e t é dada por AP, = P, — P,_;
e a variagao relativa de pregos ou retorno liquido simples deste ativo entre os
mesmos instantes é definida por

P —-P_, AP,
R, = = . 1.1
' P,y P, (1.1)

Note que Ry = P,/P,_; — 1. Chamamos 1 + R, = P,/P,_, de retorno
bruto simples. Usualmente expressamos R; em percentagem, relativamente ao
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periodo (um dia, um més, um ano etc). E também chamado de taza de retorno.
Denotando p; = log P, (sendo o logaritmo na base e), definimos o retorno
composto continuamente ou simplesmente log-retorno como

By

ry = log =log(1 + Ry) = pt — pe—1- (1.2)

t—1

Essa definicao sera aquela comumemente utilizada e, muitas vezes, r; sera
chamado simplesmente de retorno. Note que, de (1.2), obtemos R, = e™ — 1.
Usaremos, no que segue, a notacao log(a) para designar o logaritmo de a na
base e.

Na pratica, é preferivel trabalhar com retornos, que sao livres de escala e
tém propriedades estatisticas mais interessantes (como estacionariedade e er-
godicidade). Um dos objetivos serd, entao, modelar retornos. Diversas classes
de modelos podem ser utilizadas para esse fim, tais como os modelos ARMA,
ARCH, GARCH, modelos de volatilidade estocastica etc. Esses modelos serao
estudados nos capitulos seguintes.

Note também que, para u pequeno, log(1l + u) ~ u, do que segue que os
retornos simples R; e os log-retornos r; serao, em geral, valores proximos.

Podemos definir também retornos multiperiodos. O retorno simples de
periodo k, entre os instantes t — k e t é dado por

Py — Py
R k]| = ——— 1.3
JH] = S, (13)
de modo que
I
= — 1. 14
Rt[k] Ptfk- ( )

Em termos de retornos de um periodo podemos escrever (1.3) como

P
]_ + Rt[k] — !

ou seja,

14+ Rkl =14+ R)(1+Riq) - (1 + Ri—gp1)-
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Para facilitar comparacoes em horizontes diferentes é comum “anualizar”
os retornos simples, considerando

R;[k]anualizado = [H;?;é(l + R )M -1,

que pode ser aproximado por (1/k) Zf;é R;_;, usando uma expansao de Taylor

até primeira ordem. Veja o Problema 10.
Por sua vez, o log-retorno de perfodo k fica, usando (1.4),

k-1 k—1

r[k] = log Ppt =log(1+ Ry[k]) =) log(1+ Ryj) = > ry. (L5

t—k

=0 j=0

Por exemplo, um més compreende normalmente cerca de 21 dias de tran-
sacoes, de modo que o log-retorno continuamente composto em um mes é dado
por

Tt[21] =Tt + Tt—1 + ...+ T+—20,

para todo t.

A expressao (1.5) é interessante do ponto de vista estatistico, pois para k re-
lativamente grande a soma pode ser aproximada por uma v.a. normal, usando
o teorema limite central.

Se houver pagamento de dividendos D; no periodo, entao os retornos ficam,
respectivamente,

P, + D,
R, = —1 1.6
t Pt_l ) ( )
Ty = 10g(1 + Rt) = log(Pt + Dt) — lOg Pt—l' (17)

Vemos que r; é uma fungao nao linear de log-pregos e log-dividendos.

Exemplo 1.4. Considere os indices diarios do Ibovespa do exemplo 1.1 e
sejam P} = 3580, 80, ..., Ps = 4051,90. Entao,

P, — P

Ry = “5— = ~0,004608,
1
P
ry = logf2 = —0,004619,
1
P — P,
Rs[3] = ——"2=10,136801,

P,
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b
r5[3] = 754 rs+1r3=log D 0, 128218.
2

Exemplo 1.1. (continuagdo) Na Figura 1.1 (b), temos o grafico dos re-
tornos diarios do Ibovespa. Note que esses retornos oscilam ao redor do zero,
aparentam ser estacionarios, mas apresentam uma variabilidade que depende
do tempo (a chamada “volatilidade”), com periodos de alta variabilidade,
periodos de baixa variabilidade e dias em que os retornos sao valores atipicos
(“outliers’), quando comparados com os demais dias.

Exemplo 1.2. (continuagao). A Figura 1.2 (b) apresenta os retornos didrios
do DJIA, que tem caracteristicas semelhantes aos retornos do Ibovespa.

1.4 Agregacao de Retornos

Na equagao (1.5), temos o que se chama de agrega¢do temporal dos retornos.
Podemos ter, também, uma agregacao cross-section (transversal), para diver-
sos ativos de uma carteira de investimentos, c¢. Suponha que esta contenha N
instrumentos Ay, ..., Ay, com pesos wy, . .., wy, com Zfil w; = 1. Denotemos
por R; os retornos simples e por 7; os log-retornos desses ativos, i =1,..., N.
Se P, indicar o preco inicial da carteira, apés um periodo teremos, para re-
tornos continuamente compostos,

i = Zwie”. (1.8)

O log-retorno da carteira é r. = log %, logo obtemos

N
Te = logzwiema (19)
=1

enquanto que o retorno simples da carteira é

Py
R. = ——-1
F
N
= sz’@” 1
i=1
N
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ou seja,

N
R, = sz’Ri- (1.10)
i=1

No caso de composigao discreta teremos

P =

1

— = w; (1 4+ 17;), 1.11
Py~ L) (111)

%

de modo que o retorno simples da carteira é R, = (P, — Fy)/Fy, ou seja,

N N
Ro=) wi(l+r)—1=> wr. (1.12)
=1 =1

Vemos, pois, de (1.10) e (1.12), que o retorno simples é uma soma pon-
derada de retornos simples, no caso de composicao continua, e uma soma
ponderada de log-retornos, no caso de composicao discreta.

De modo geral podemos ter:

(i) Agregacdo temporal: parai=1,..., N,

Ri[k] = I (1+ Riz—j) — 1, (1.13)

k—1
T‘i,t[k] = Zﬂ',tfj, (1-14)
=0

para retornos simples e log-retornos, respectivamente.

(i) Agregacdo cross-section: para a carteira ¢ e periodo t,

N
Rc,t = sz‘Ri,h (1-15)
i=1

N
Tet = log (Z wz‘@”’t) : (1.16)
i=1

Para agregacao temporal é mais conveniente trabalhar com log-retornos,
enquanto que para agregacao cross-section os retornos simples sao mais con-
venientes. Como ja salientamos, trabalha-se normalmente com log-retornos e
a expressao (1.16) é aproximada por
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N
Tet =~ E WiTi¢t-
i=1

Exemplo 1.5. Na Figura 1.5 (a), temos os indices mensais do Ibovespa,
enquanto que na Figura 1.5 (b) temos os respectivos retornos, no periodo de
junho de 1994 a agosto de 2001, com 7' = 86 dados (arquivo m-ibv94.01.dat).
Esses retornos mensais sdo obtidos usando-se a férmula (1.5), ou seja, somando-
se os retornos diarios. Observe que obtemos uma série mais suave, ou seja, com
menor variabilidade do que a série de retornos diarios.

12000
Il

10000
L
02

8000
L

mibv
mribv

6000
L
-02
L

4000
L
-04
L

T T T T T T T T T T T T T T T T T T
o 10 20 30 40 50 60 70 80 90 o 10 20 30 40 50 60 70 80

@ @

02

00

riby

02

-04

Figura 1.5: (a) Gréfico da série dos retornos mensais do Ibovespa (b)
histograma dos retornos com densidade ajustada (d) gréafico @ x @

1.5 Distribuicao de Retornos

Considere, inicialmente, uma série de retornos {r;,t = 1,...,T}, observa-
dos em instantes de tempo igualmente espacados. Essa série pode ser consi-
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derada parte de uma realizagdo de um processo estocastico {r;,t € Z}, onde
Z ={0,£1,£2,...}. No Capitulo 2, trataremos da formalizagao desse con-
ceito. Veremos la que o processo estara especificado completamente se co-
nhecermos as distribuigoes finito-dimensionais

F(zy,...,xp5t1, .. ty) = P(r(ty) <xp, ..., 1(ty) < ), (1.17)

para quaisquer instantes de tempo tq,...,t, e qualquer n > 1. As distribuicoes
(1.17) devem satisfazer certas condi¢oes. Contudo, na pratica, é muito dificil
(ou impossivel) conhecer (1.17) e o que se faz é caracterizar o processo por
momentos até determinada ordem, como a média

E(ry) = /00 rdF(r;t) (1.18)

[e.o]

ou a funcao de autocovariancia

Y(t1,t) = E(ryry,) — E(ry ) E(ry,),  th,ts € Z. (1.19)

Outras suposigoes simplificadoras podem ser introduzidas, como condi¢oes
de estacionariedade, ergodicidade ou normalidade do processo. Como vimos,
os precos P, em geral nao sao estacionarios, ao passo que os log-retornos o sao,
donde o interesse nesses ultimos. Todavia, a suposicao de normalidade dos
log-retornos, em geral, nao é véalida. Voltaremos a esse assunto mais tarde.

Por outro lado, se tivermos N ativos com retornos r; em 1" instantes de
tempo, teriamos que considerar as distribuicoes

F(ria,...,rna; 571, - TN,

que usualmente podem depender de outras variaveis e parametros desconheci-
dos. Assim como no caso anterior, o estudo dessas distribui¢oes é muito geral
e ha necessidade de introduzir restricoes. Por exemplo, podemos supor que a
distribui¢ao é a mesma para todo instante de tempo (invariancia temporal).

Podemos escrever (1.17) como (tomando-se t; = 4,7 = 1,...,n e omitindo
a dependéncia de F' sobre esses tempos)

F(ri,...,m) = Fi(r1)Fa(re|r) ... Fu(rplry, ooy rae1). (1.20)

No segundo membro de (1.20), temos as distribui¢oes condicionais e pode-
mos estar interessados em saber como essas evoluem no tempo. Uma hipotese
muitas vezes formulada é que os retornos sao temporalmente independentes,



14 CAPITULO 1. PRELIMINARES

ou seja, nao sao previsiveis usando retornos passados. Nessa situacao, teremos
que

Ft(rt]m, RN ,thl) = Ft(rt).

Ergodicidade é uma propriedade mais dificil de estabelecer. Basicamente,
um processso é ergddico se pudermos estimar caracteristicas de interesse (média,
autocovariancia etc) a partir de uma tnica trajetéria do processo. Assim, um
processo € ergddico na média se a média amostral convergir, em probabilidade,
para a média verdadeira do processo.

Uma outra suposicao que as vezes € feita sobre a distruicao dos retornos é
que esta seguiria uma distribuicao estavel. Veja o Apéndice 1.A para alguma
informacao sobre essas distribuigoes. Blattberg e Gonedes (1974) fazem uma
comparacao entre a distribuicao ¢ de Student e as distribuicoes estaveis como
modelos para pregos de agoes. Veja também Mittnik et al. (1998) e Aparicio
e Estrada (2001) para estudos similares.

A fungao de distribuicao (1.20) depende, em geral, de co-varidveis Y e
de um vetor de parametros, @, que a caracterizam. Supondo retornos com
distribui¢do continua, podemos obter de (1.20) a funcao de verossimilhanga
e, a partir dela, estimar 6. Por exemplo, supondo-se que as distribuicoes

condicionais f;(r¢|ry,..., 7 1) sejam normais, com média yu; e variancai oZ,
entdao O= (u;,02,t =1,...,n) e a fungao de verossimilhanca ficara
n
1

fris .. e 0) = fl(Tl;B)H
=2 Ot V2r

O estimador de maxima verossimilhanca de 8 é obtido maximizando-se essa
funcao ou o logaritmo dela.

Como vimos, podemos considerar N ativos ao longo do tempo, 714, ..., "N,
que podemos agrupar num vetor ry = (ry, 7o, ..., n¢) . Estaremos interes-
sados em analisar a distribuicao conjunta desses retornos e obteremos uma
decomposicao similar a (1.20). O interesse reside no estudo das distribuigoes
condicionais
Fy(riry, ... v, Y,0).

H& varios dispositivos graficos que podemos utilizar para avaliar a forma
da distribuicao dos retornos: o histograma, estimativas da fungao densidade e
graficos quantis-quantis (os chamados “QxQ plots”).

exp (—(ry — u)*/207) .

Histogramas

Este é um grafico bastante conhecido e consiste em construir retangulos



1.5. DISTRIBUICAO DE RETORNOS 15

contiguos, a partir da divisao do espaco amostral em intervalos, geralmente
com o mesmo comprimento. A partir dos dados 1, ..., z, o histograma pode
ser definido por

H(z) = Zf{x—:i’i;h},

onde Z; é o centro do intervalo onde a observagao z; cai e I{z; h} é o indicador
do intervalo [—h, h]. Algum tipo de escalamento é feito para que a drea do
histograma seja um.

Ha criticas ao uso do histograma, sendo que as principais sao que o compor-
tamento do histograma depende da escolha de h e da posicao inicial da grade,
e além disso informacao é perdida, pois substituimos x; pelo ponto médio do
intervalo ao qual ele pertence.

Para evitarmos estas dificuldades, estimadores mais suaves da densidade
f(z) podem ser usados. Um dos mais utilizados substitui retangulos por uma
fungao nicleo (“kernel”) mais suave, obtendo-se

o) = %Zk(w -

onde k é o nucleo, em geral também uma funcao densidade, cuja variancia é
controlada por h, chamada largura de faiza (bandwidth). O comportamento
de f vai depender de h, de modo que uma critica ao histograma permanece.
Mas é mais facil comparar estimadores deste tipo do que histogramas. Uma
escolha usual para k é k(z; h) = ¢(z; h), a densidade normal com média zero e
desvio padrao h.

O programa SPlus usa a fungao hist para obter o histograma de um conjunto
de dados e as fungoes ksmooth e density para obter f e pode-se escolher entre
os nucleos retangular, triangular, cosseno e gaussiano, usando a opg¢ao window.

QxQ Plots

Suponha que a v.a. X tenha distribuicao continua, com f.d.a. F. Entao,
para 0 < p <1, o p - quantil de F' é o valor @), satisfazendo F((Q),) = p, ou
seja,

F(Qp) = P(X < @) =p.

Se existir a inversa de F, entao @, = F~'(p). No caso de X ser discreta, a
defini¢ao tem que ser modificada: o p-quantil é o valor ), satisfazendo
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P(X < @)
P(X = @Qp)

p
1—np.

(A\VARYS

Dado um conjunto de observacoes podemos calcular os quantis empiricos.
Uma maneira é considerar a funcao de distribuicao empirica F,, como estimador
de F', ou seja, dadas as observacgoes Xi,..., X, de X,

A 1
F.(x) = E#{Z 1<i<n, X; <z}

Entao, o quantil @), é estimado pelo p-quantil de E,. Ou seja, o p-quantil
estimado, g, seria definido por Fn(qp) = p. Contudo, usaremos um enfoque
um pouco diferente.

Chamemos de rq,...,r7 os retornos observados e considere as estatisticas
de ordem r(;y < rp) < ... < 7). Um estimador consistente de @, ¢ dado pelo
p-quantil empirico, definido por

T (i) sep=p;=0{—-0,5)/T,i=1,...,T
1— e, s , ,
Q= ( fl)r(l) + fzr(1+1)a se pi <P < Pit1 (121)
(1) se0<p<p
(T, sepr <p<l1,

onde f; = (p — pi)/(Pi+1 — pi)-

Ou seja, ordenados os dados, g, ¢ uma das estatisticas de ordem, se p for da
forma p; = (i —0,5)/T e esta na reta ligando os pontos (p;,73)) € (Pi+1,7@+1));
se p estiver entre p; e p;+1. Tomamos p; da forma escolhida e nao como /T
para que, por exemplo, a mediana calculada segundo esta defini¢ao coincida
com a definicao usual.

H& dois tipos de graficos () x @Q): tedricos e empiricos. O primeiro tipo é
usado para verificar se um conjunto de dados vem de determinada distribuicao.
O segundo tipo é usado para verificar se dois conjuntos de dados tém uma
mesma distribuicao. Para verificar se um conjunto de dados provém de uma
distribuicao especificada, consideramos o grafico em que, no eixo horizontal,
colocamos os quantis tedricos da distribuicao hipotetizada para os dados, e
no eixo vertical, os quantis empiricos dos dados, ambos calculados nos pontos
p; acima. Se as observacoes realmente sao provenientes da distribuicao em
questao, os pontos deverao estar distribuidos ao longo de uma reta.
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Exemplo 1.1. (continuacdo) Na Figura 1.1 (c), temos o histograma dos
retornos diarios do Ibovespa, com uma densidade estimada a partir dos dados.
Vemos que o histograma tem a parte central mais alta do que uma normal e h&
a presenca de valores bastante afastados da posicao central dos dados. Esses
fatos sao caracteristicos de retornos financeiros e sao descritos pela chamada
medida de curtose, a ser estudada na se¢ao seguinte. Dizemos que os retornos
sao leptocurticos, com caudas mais pesadas que a normal. Na Figura 1.1
(d), temos o grafico @ x @ com respeito aos quantis da distribui¢do normal
padrao. Se os dados fossem aproximadamente normalmente distribuidos, os
pontos estariam sobre uma reta, o que nao acontece no caso em questao.

Exemplo 1.2. (continuagao). As mesmas consideragoes do exemplo anterior
aplicam-se aos retornos diarios do DJIA, com os graficos correspondentes sendo
mostrados na Figura 1.2 (c) e Figura 1.2 (d).

Exemplo 1.5. (continuagao) Nas figuras 1.5 (c¢) e 1.5(d), temos o histograma
e grafico () x () para os retornos mensais do Ibovespa.

1.6 Assimetria e Curtose

Uma suposicao muitas vezes utilizada é que os retornos r; sejam indepen-
dentes, identicamente distribuidos e normais (gaussianos). Contudo ha argu-
mentos contrrios a essa suposi¢ao. Veja Campbell et al. (1997) para uma
discussao mais elaborada. Se supusermos que os log-retornos r; sao normais,
os retornos brutos serao log-normais, o que parece ser mais razoavel.

De fato, se r; ~ N (i, %), entao, como r; = log(1+ R;), segue-se que 1+ R,
sera log-normal, com

E(R,) = etto/? 1, (1.22)
Var(R,) = 7 (7" —1). (1.23)

Quando se considera a distribuicao amostral dos retornos, nota-se que esta
¢ aproximadamente simétrica, mas com excesso de curtose. Vamos discutir
brevemente os conceitos de assimetria e curtose.

Seja X uma varidvel aleatéria qualquer, com média u e variancia 0. Entao,
a assimetria de X é definida por

AX)=E (M> , (1.24)

o3
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enquanto que a curtose de X é definida por

K(X)=E (M) . (1.25)

g

Para uma distribui¢ao normal, A = 0 e K = 3, donde a quantidade e(X) =
K(X) — 3 ser chamada excesso de curtose. Distribuigoes com caudas pesadas
tém curtose maior do que 3 e esta pode mesmo ser infinita.

Com uma amostra Xy, ... Xr de X, considere o r-ésimo momento amostral

T

m, = %Z(Xt - X,

t=1

onde 1 = X. Substituindo os momentos verdadeiros de X pelos respectivos
momentos amostrais, obtemos os estimadores

T 3
o omg 1 X, - X
A(X)_W_?Z( - ) : (1.26)

o
t=1

K(X) =4 = %i <Xt f7)4, (1.27)

respectivamente, onde 6% = Y (X, —X)?/T. Segue-se que é(X) = K(X)—3.
Pode-se provar que, se tivermos uma amostra de uma distribuicao normal
e T for grande, entao

A~N(0,6/T), K ~N(3,24/T). (1.28)

Esses fatos podem ser utilizados para testar a normalidade de uma série.
Veja o Apéndice 1.B.

Sabemos que os momentos amostrais sao estimadores viesados dos respec-
tivos momentos populacionais. Pode-se obter estimadores menos viesados,
definindo-se os coeficientes de assimetria e curtose em termos de cumulantes.
Veja Joanes e Gill (1998) para detalhes.

1.7 Fatos Estilizados Sobre os Retornos

Séries economicas e financeiras apresentam algumas caracteristicas que sao
comuns a outras séries temporais, como:
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(a) tendéncias;

(b) sazonalidade;

(c) pontos influentes (atipicos);

(d) heteroscedasticidade condicional;

(e) nao linearidade.

O leitor estd, certamente, familiarizado com as caracteristicas acima; para
detalhes, veja Franses (1998). Dessas, a tltima talvez seja a mais complicada de
definir. De um modo bastante geral, podemos dizer que uma série economica
ou financeira é nao linear quando responde de maneira diferente a choques
grandes ou pequenos, ou ainda, a choques negativos ou positivos. Por exemplo,
uma queda de um indice da Bolsa de Valores de Sao Paulo pode causar maior
volatilidade no mercado do que uma alta.

Os retornos financeiros apresentam, por outro lado, outras caracteristicas
peculiares, que muitas séries nao apresentam. Retornos raramente apresen-
tam tendéncias ou sazonalidades, com excecao eventualmente de retornos in-
tradiarios. Séries de taxas de cambio e séries de taxas de juros podem apre-
sentar tendéncias que variam no tempo.

Os principais fatos estilizados relativos a retornos financeiros podem ser
resumi-
dos como segue:

1. retornos nao sao, em geral, autocorrelacionados;

2. os quadrados dos retornos sao autocorrelacionados, apresentando uma
correlagao de lag um pequena e depois uma queda lenta das demais;

3. séries de retornos apresentam agrupamentos de volatilidades ao longo do
tempo;

4. a distribuicao (incondicional) dos retornos apresenta caudas mais pe-
sadas do que uma distribuicao normal; além disso, a distribui¢ao, embora

aproximadamente simétrica, é, em geral, leptocirtica;

5. algumas séries de retornos sao nao lineares, no sentido explicado acima.
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Exemplo 1.1. (continuagao) Na Figura 1.1 (b), temos a série de retornos
do Ibovespa, na qual notamos os fatos estilizados apontadas antes, quais se-
jam, aparente estacionariedade, média ao redor de zero e agrupamentos de
volatilidades. Periodos de alta volatilidade coincidem com épocas nas quais
ocorreram crises em diversos paises e no Brasil, que influenciaram o mercado
financeiro brasileiro. Entre essas, destacamos a crise no México, em fevereiro
e marco de 1995; a crise na Asia, em outubro de 1997; moratoria na Rissia,
em agosto de 1998; desvalorizacao do Real em janeiro de 1999; queda da bolsa
Nasdaq, em abril de 2000; inicio do governo Lula, em 2002; crise da sub-prime
americana, em 2007 e a crise economica internacional, em 2008.

Na Tabela 1.1, apresentamos algumas estatisticas das séries Ibovespa e
DJIA. Notamos que as curtoses sao altas enquanto que os coeficientes de as-
simetria indicam distribuigoes aproximadamente simétricas. J& haviamos co-
mentado que os dados nao sao normalmente distribuidos, fato apontado pelos

graficos @ x Q.

Tabela 1.1: Estatisticas para as séries de retornos do Ibovespa e DJIA.

Estatistica Ibovespa DJIA
Média 0,000737  0,000410
Mediana 0,001364  0,000606
Desvio padrao | 0,023983  0,011705
Assimetria 0,396310  -0,302922
Curtose 11,385750 4,0184030
Minimo -0,172258 -0,074541
Maximo 0,288248  0,061554

Exemplo 1.6. Na Figura 1.6 (a), temos a série de pregos didrios das agdes da
Petrobras PN, no periodo de 18 de agosto de 1998 a 29 de setembro de 2010(ar-
quivo d-petro98.10.dat), com 7" = 2999 observagoes. Mostramos as mesmas
quantidades do exemplo 1.1 nas figuras 1.6 (b), 1.6 (c¢) e 1.6(d). Notam-se os
mesmos fatos estilizados e o comportamento similar das duas séries, Ibovespa
e Petrobras; a correlagao contemporanea entre elas é alta. Veja o Capitulo 7.

Exemplo 1.7. Considere a série didria de taxas de cambio USD/Real, de 30
de junho de 1994 a 1 de julho de 1998 (arquivo d-usre94.98.dat), contendo
T = 997 observagoes. A série, retornos, histograma e grafico () X () estao
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apresentados na Figura 1.7. Observe a grande variabilidade no inicio da série
de retornos, comparada com a parte final.

1.8 Volatilidade

Um dos objetivos deste livro serd o de modelar o que se chama de wvolati-
lidade, que é o desvio padrao condicional de uma varidavel, comumente um
retorno. Embora nao seja medida diretamente, a volatilidade manifesta-se de
varias maneiras numa série financeira, como veremos a seguir.

Ha trés enfoques para o calculo de volatilidades:

(i) uma maneira é equacionar um prego de mercado observado com o prego
modelado de uma opcao. Obtemos o que se chama de volatilidade implicita,
que usualmente é baseada na formula de Black-Scholes para opgoes europeias.
Essa férmula supoe normalidade dos precos e volatilidade constante;

(ii) outra maneira é modelar diretamente a volatilidade da série de retornos,
usando alguma familia, como a dos modelos ARCH; obtemos a chamada volati-
lidade estatistica;

(ili) uma alternativa ¢ modelar a volatilidade por meio de uma média de uma
funcao dos ultimos k retornos, digamos. Obtemos o que se chama de volati-
lidade historica. Podemos considerar os quadrados dos retornos ou os val-
ores absolutos dos retornos nesta média méovel. Uma defini¢ao geral calcula a
volatilidade, para cada instante ¢, como uma média de k retornos passados, a
saber,

=N E:
o= [zz m—jip] 7

=0

onde p > 0. Como dissemos acima, casos usuais sao p =2 e p = 1.

No lugar de uma média podemos calcular a volatilidade por meio de um
procedimento EWMA (ezponentially weighted moving average), usado pelo
RiskMetrics, desenvolvido pelo banco J.P. Morgan. Veja o Capitulo 7 para
detalhes.

Outra possibilidade é utilizar os pregos de abertura, minimo, maximo e
de fechamento (veja o exemplo 1.2, para o caso do indice Dow Jones) para o
calculo de uma estimativa da volatilidade diaria. Voltaremos a este assunto
no Capitulo 6.
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Para dados intradiarios, pode-se estimar a volatilidade diaria por meio da
volatilidade realizada, que é a soma dos quadrados dos retornos obtidos em
intervalos regulares durante este dia, por exemplo, a cada 15 minutos. Veja o
Capitulo 8.

Os valores obtidos pelas diversas abordagens acima descritas podem ser
muito diferentes. De qualquer modo, a volatilidade é uma medida de variabili-
dade de precos de ativos e normalmente é dificil prever variagoes de pregos.
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Figura 1.6: (a) Gréfico da série Petrobras (b) Retornos diarios da Petrobras
(c) Histograma com densidade ajustada (d) Grafico @ x @

Mas em toda atividade financeira (gestao de risco, aprecamento de deriva-
tivos e “hedging”, selegao de carteiras etc) ha a necessidade de se prever volati-
lidade. Por exemplo, um gestor de risco quer saber hoje a probabilidade de que
uma carteira sua perca valor num futuro de curto prazo (um dia, por exemplo)
ou razoavelmente longo (como 30 dias).

Vamos introduzir uma notacao que sera utilizada em capitulos seguintes.
Seja r; uma série de retornos. Defina

pe = E(re Fi1) = Ei1(r), (1.29)
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he = E((re — pe)?|Fic1) = Eeoa ((re — pe)?), (1.30)

a média e variancia condicionais de r;, dada a informacgao até o instante ¢t —

1, Fii.
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Figura 1.7: (a) Grafico da série de taxas de cambio USD/Real (b) Série dos
retornos (c¢) Histograma com densidade ajustada (d) Grafico @ x @

Um modelo tipico para a volatilidade é da forma

re = pi + \/hees, (1.31)

onde E; 1(g;) = 0, Var,_1(g;) = 1 e tipicamente ¢; é i.i.d. com distribui¢ao
F. A média e variancia incondicionais de r; serdo denotadas por p = E(r;)
e 02 = Var(r,), respectivamente, e seja G a distribuicao de r;. E claro que
(1.29), (1.30) e F determinam p,0? e G, mas nao o contrario.
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1.9 Aspectos Computacionais

Varios programas computacionais (pacotes) podem ser utilizados para
aplicacoes a dados reais ou simulados das técnicas desenvolvidas neste livro.
Dentre estes citamos o EViews, o moédulo S+FinMetrics do SPlus, o software
livre R, o MatLab e o STAMP.

Utilizaremos, preferencialmente, o S+FinMetrics, o EVIEWS e o R, neste
livro. Recomendamos aos leitores a consulta aos manuais destes pacotes ou
a textos que os utilizam de maneira sistemédtica, como Zivot e Wang (2006)
e Carmona (2004). Sempre que possivel apresentaremos os principais coman-
dos em algumas andlises. Veja também Venables e Ripley (2001) para uma
exposicao geral do uso do SPlus em problemas estatisticos e Koopman et al.
(2000) para mais detalhes sobre o STAMP.

Para ilustrar o uso do S+FinMetrics, vejamos os comandos para a con-
strugao da Figura 1.1. Designemos por ibv a série de indices do Ibovespa. Os
graficos (a)-(d) sdo obtidos por meio de:

> par(mfrow=c(2,2))

> tsplot(ibv)

> ribv = diff(log(ibv))

> tsplot(ribv)

> hist(ribv, probability=T, nclass=20)
> dens =density(ribv, n.=200)

> points(dens, type="1")

> qqnorm(ribv)

> qqline(ribv)

> par(mfrow=c(1,1))

O leitor poderd encontrar na péagina do livro, no sitio www.ime.usp.br/~
pam/, roteiros de utilizagdo do EViews e S+FinMetrics para andlises de dados
realizadas no livro.

1.10 Problemas

1. Suponha que os precos diarios de fechamento de uma agao sejam:

dia 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
preco | 47,9 46,0 458 489 494 50,7 50,6 51,2 50,1 51,3
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(a) Qual é o retorno simples do dia 1 para o dia 27 E do dia 1 para o
dia 67

(b) Qual é o log-retorno do dia 4 para o dia 5?7 E do dia 4 para o dia
107

(c) Verifique que 1+ R5(3) = (1 + R3)(1 + Ry)(1 + Rs).
(d) Verifique que rio(5) = r6 + ... + 710

2. Note que, se os retornos sao dados em porcentagem, teremos:

r, =100 x log(1 + R,/100), R, = ("' — 1) x 100.

Se os log-retornos de um ativo nos primeiros quatro meses de um ano
foram 5, 2%, 3, 8%, —0,5% e 2,6%:

(a) calcule os correspondentes retornos simples;
(b) qual é o log-retorno no periodo?

(c) Qual é o retorno simples no periodo?

3. Dizemos que a varidvel Y tem distribuigdo log-normal se X = log(Y)
tiver distribuigao normal. Verifique que, se X ~ N (u,0?), entao
Y = e¥ é log-normal, com

2

E(Y)= e Var(Y) = ¥ (7 1),

4. Suponha que o log-retorno 7; ~ N(0,025; (0,012)?). Pelo problema an-
terior, 1 + R; tem distribuicao log-normal. Calcule a média e a variancia
de Rt'

5. Considere os log-retornos diarios da Vale, de 31 de agosto de 1998 a 29 de
setembro de 2010 (arquivo d-vale.98.10.dat), com T = 2990 observagoes:

(a) Calcule as estatisticas : média, variancia, coeficiente de assimetria
e curtose, quartis, maximo e minimo. Use algum programa, como
o EViews ou o S+FinMetrics.

(b) Obtenha um histograma dos dados e comente sobre a forma da
distribui¢ao. Compare com uma distribui¢cao normal, com média e
variancia obtidas em (a).
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10.

11.

12.

13.

(¢) Qual é o log-retorno médio anual sobre o periodo dos dados?

(d) Se vocé investisse R$ 10.000,00 em acoes da Vale, no comego de
setembro de 1998, qual seria o valor do investimento no final de
setembro de 20107 [Note que o montante liquido ao compor contin-
uamente o capital inicial C' por n anos, a taxa anual de juros r, é
dado por M = C'exp(r x n)].

Mesmo problema para os log-retornos didrios da Petrobras (veja o ar-
quivo d-petro98.10.dat).

. Use a estatistica (1.34), do Apéndice 1.B, para testar se os log-retornos

didrios da Vale tém uma distribuicao normal.

Mesmo problema, para os log-retornos diarios do Ibovespa (veja o arquivo
d-ibv94.10.dat).

Mesmo problema, para os log-retornos diarios da IBM, de 1962 a 1999
(arquivo d-ibm62.99.dat).

Mostre que o retorno simples anualizado pode ser aproximado por uma
média aritmética de retornos simples no mesmo periodo. [Note que e* =
l+z+2%/2+...]

Mostre que, se X tem distribuicao exponencial com parametro 3, entao
o p-quantil é dado por @, = %log <1%p>

Na tabela abaixo estao os precos mensais de uma acao, durante 10 meses.

mes 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
prego | 14,2 | 15,0 | 12,0 | 19,0 | 12,5 | 13,0 | 17,0 | 17,5 | 14,8 | 16,0

Utilize um grafico Q x @ para avaliar se a distribuicao dos precos é
compativel com uma distribui¢do uniforme no intervalo [10, 20].

Nos graficos Q) x () tedricos da Figura 1.8, feitos para verificar a suposicao
de normalidade, dé sua conclusao para cada caso e justifique-a. Comente
sobre a distribui¢ao em cada caso (simetria, caudas etc), se vocé achar
que nao é normal.
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Figura 1.8: Graficos ) x ) para normalidade.

Apéndice 1.A. Distribuicoes Estaveis

Sabemos que se Xi, X5,... s@o v.a. independentes e identicamente dis-
tribuidas (i.i.d.), com média p e variancia o2, entao (X +...+ X, —nu)/o\/n
converge em distribuicao para uma v.a com distribuicao normal padrao. Este é
um teorema limite da forma: se X, X, ...sdov.a. i.i.d., entao (>, X;)/A,—
B,, converge em distribuicao para uma v.a. X. Gostariamos de descobrir todas
as leis limites que aparecem dessa forma.

Suponha que X seja uma v.a. e que, para cada n, existam constantes a,,, b,
tais que

anX + by X1+ Xo+ ... + X,

onde < significa “tem a mesma distribuicao”, e onde X7, Xs,... sao i.i.d. e
com a mesma distribuicao que X. Entao, dizemos que X é uma v.a. com
distribuicao estdvel. As distribuigbes normal e de Cauchy sdo exemplos. A
primeira tem média e variancia finita, ao passo que para a segunda esses mo-
mentos sao infinitos. Na Figura 1.9 temos representadas a normal padrao e a
Cauchy com densidade

I B
fla) = T2+ (x —9)%

com y=1ed=0. Veja (1.32) abaixo para as definigdes de 7y e 9.
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Figura 1.9: Distribuigoes estdveis: normal (linha cheia) e Cauchy (linha
tracejada)

Um resultado fundamental diz que se o teorema limite acima vale, com X
nao degenerada, entao X ¢é necessariamente uma v.a. com distribuicao estavel.
Por outro lado, se X for estavel, entao X pode ser representada como um limite
em distribuicao de somas do tipo acima.

Outro fato importante é que se X é estavel, entdo a, = n'/*, com 0 < a <
2. O numero « é chamado o indice ou o expoente de X. Se a = 2 temos a
normal. Ainda, o logaritmo da fun¢ao caracteristica de X é da forma

log (t) = itd — v|t|*[1 — ifBsgn(t)tg(ra/2)], (1.32)

para 0 < a < 1.

Nesta expressao, 6 é um parametro de localizacao, real, v > 0 é um
parametro de escala, § real é um indice de assimetria e a é o expoente. Note
que sgn(t) = t/|t|. Se o =1 teremos

log () = i6t — ~[t][1 — iﬁsgn(t)% log |¢]]. (1.33)

Se o expoente a decresce de 2 até 0 as caudas de X tornam-se mais pesadas
que a normal. Se 1 < a < 2 a média de X ¢é ~, finita, masse 0 < a < 1 a
média é infinita. Se § = 0, X é simétrica, ao passo que se J > 0(f < 0) entao
X é assimétrica a direita (& esquerda).

Alguns outros fatos sobre distribuigoes estaveis:

(i) Se X for estavel, entdo X terd uma densidade limitada e continua;

(ii) Se X for estével, simétrica, entdo sua funcao caracteristica sera dada por
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p(t) = e ell".

(iii) Se X for estavel, entdao X serd infinitamente divisivel.

Uma v.a. X é infinitamente divisivel se, para cada n, existem varidveis
aleatorias X1, ..., X,,, 1.i.d., tais que X tem a mesma distribuicao que X,,; +
v+ X

Todavia, os retornos tém em geral, momentos de segunda ordem finitos, o
que tornaria a utilizagao de distribuigoes estdveis problemdtica (com excegao
da normal, eventualmente, que nao parece ser adequada, como ja vimos). Um
procedimento mais adequado seria utilizar alguma distribuicao com caudas
mais pesadas, como a t de Student, ou entao uma mistura de distribuicoes.

Apéndice 1.B. Teste de Normalidade

Se uma série for considerada normal (gaussiana), seu comportamento podera
ser descrito por um modelo linear, tipo ARMA. Uma propriedade da dis-
tribuicao normal é que todos os momentos impares maiores do que dois sao
nulos. Segue-se que o coeficiente de assimetria A de (1.24) deve ser igual a zero.
Podemos usar, entao, o resultado (1.28) para testar a hipétese Hy : A = 0, ou
seja, considerar a estatistica teste y/1"/ 6A, que terd distribuicao limite A/ (0,1).

Por outro lado, a medida de curtose K, dada por (1.25), sera igual a 3 para
distribuicoes normais e a hipdtese Hy : K = 3 pode ser testada usando-se
a estatistica teste /T'/ 24(IA( —3), que terd também distribui¢ao aproximada
normal padrao, sob Hy.

Um teste largamente utilizado em econometria é o teste de Bera e Jarque
(1981, 1987), que combina esses dois testes, usando a estatistica

%)AQ + (%)(K —3)%, (1.34)

que, sob Hy : a série é normal, tem distribuicao qui-quadrado com dois graus
de liberdade.

Portanto, para testar a normalidade de uma série basta calcular as estima-
tivas de A e K, calcular S por (1.34) e comparar o valor obtido com o valor
tabelado de uma distribuicao x*(2), com o nivel de significancia apropriado.
Ou entao, calcular o p-valor do teste, dado o valor obtido usando S. Os pro-
gramas S+FinMetrics e EViews, ao calcularem varias estatisticas descritivas da
série, calculam também (1.34) e fornecem o respectivo p-valor.

5=






CAPITULO 2

Processos Estocasticos

2.1 Processos Estacionarios

Uma das suposicoes basicas feitas na andlise de séries temporais é que
0 processo estocastico gerador dos dados seja um processo estacionario. De
modo bastante geral, um processo diz-se estacionario se ele oscila ao redor de
uma média constante, com uma variancia também constante. Formalmente,
podemos distinguir duas formas de estacionariedade, forte e fraca. Vejamos,
antes, a definicao formal de processo estocastico.

Definicao 2.1. Seja T um conjunto arbitrario. Um processo estocdstico é uma
familia { X (t),t € T}, tal que, para cadat € T, X (t) é uma variavel aleatdria.

Nessas condigoes, um processo estocastico é uma familia de varidveis alea-
térias, que supomos definidas num mesmo espago de probabilidades (£2,.A, P).
Normalmente, supoe-se que as varidveis aleatdrias (v.a.) envolvidas sejam
reais, mas elas podem ser complexas.

O conjunto 7 é normalmente tomado como o conjunto dos inteiros Z =
{0,£1,...}, ou o conjunto dos reais IR.

Como, para cada t € T, X(t) é uma v.a. definida sobre 2, na realidade
X(t) é uma fungao de dois argumentos, X (t,w),t € T,w € Q. A Figura 2.1
ilustra esta interpretacao de um processo estocastico. Vemos, na figura, que
para cada t € T, temos uma v.a. X(f,w), com uma fungao densidade de
probabilidades f;(x)(suposta existir, por simplicidade).

31
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()

X(t,0)

Figura 2.1: Processo estocastico como uma familia de variaveis aleatérias

Por outro lado, para cada w € €2, fixado, obteremos uma funcao de ¢, ou
seja, uma realizacao ou trajetoria do processo. Veja a Figura 2.2. Vamos
designar as realizacdes do processo por XM (¢), X@)(t), etc. O conjunto de
todas as trajetérias é chamado o “ensemble”. Observamos que cada realizagao
do processo é uma funcao de t, nao aleatéria, e para cada t fixo, X(t) é um
nimero real ou complexo.

Uma maneira de visualizar a distribui¢ao de probabilidades de X (¢,w), para
t fixo, é considerar a proporc¢ao de trajetorias que passam por uma “janela”’de
amplitude A, digamos. Tal propor¢ao serd f;(z)A. Esta é a mesma ideia para
construir um histograma para a distribuicao de valores de uma v.a.

O conjunto dos valores de {X (t),t € T} é chamado de espago dos estados,
S, do processo estocdstico e os valores de X (¢) podem ser chamados de esta-
dos. Se o conjunto 7 for finito ou enumeravel, como 7T = 7, o processo diz-se
com parametro (ou tempo) discreto. Se T for um intervalo de R teremos um
processo com pardmetro(ou tempo) continuo. O espago dos estados também
pode ser discreto ou continuo. No primeiro caso, X (¢) pode representar uma
contagem, como o numero de transagoes de uma acao durante um dia, por
exemplo. No segundo caso, X (t) representa uma medida que varia continua-
mente, como o retorno de um ativo ou o volume (em reais) negociado em cada
dia de uma bolsa de valores.
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Figura 2.2: Processo estocastico como uma familia de trajetérias

2.2 Especificacao de um Processo Estocastico
Sejam tq,ts,...,t, elementos quaisquer de 7 e consideremos
F(zy,... x5t . t,) = P{X(t1) < x1,..., X(tn) < z,}. (2.1)

Entao, o processo estocastico {X (t),t € T} estara especificado se forem
conhecidas as distribuicoes finito-dimensionais (2.1), para todo n > 1. Isto
significa que, para n = 1 nds conhecemos as distribui¢oes unidimensionais da
v.a. X(t1),t1 € T, para n = 2 nds conhecemos as distribui¢oes bidimen-
sionais da v.a. (X(t1), X(t2)),t1,t2 € T, e assim por diante. As fungoes de
distribuigao (2.1) devem satisfazer as duas condigdes seguintes:

(i)(Condi¢ao de simetria): para qualquer permutacdo ji,...,Jn, dos indices
1,2,...,n, temos
F(.le,. .. ,ijn;tjl,. .. ,tjn) = F(Il, Ce ,.Tn;tl,. .. ,tn> (22)

(ii)(Condig¢ao de compatibilidade): para m <n ,

F(zy, ..., 2y, 00,...,00t1, .oty tn) = F(xy, .oyt oo t). (2.3)

O lado esquerdo de (2.3) deve ser entendido como

lim F(z1, o Ty Tona 1y -5 Tps by ooy b))
Tm41,-+y%Tn 200
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Pode-se demonstrar que qualquer conjunto de fungoes de distribuicao da
forma (2.1), satisfazendo as condigoes (2.2) e (2.3) define um processo es-
tocdstico X (t) sobre 7. Este resultado é conhecido como o teorema da ex-
tensao de Kolmogorov.

Contudo, o conhecimento de todas essas distribuicoes finito-dimensionais é
muito dificil de ocorrer na pratica, senao impossivel. O que se faz é estudar
certas caracteristicas associadas a (2.1) e que sejam simples de calcular e in-
terpretar. Consideremos os momentos de ordem n das v.a. X(t1),..., X(t,),
para qualquer n > 1, ou seja,

pw(re, sty ) = B{XT () - X ™ (t,)}
:/ / el dF (T, st ). (2.4)

Usualmente o que se faz é restringir o estudo a momentos de baixa ordem.
Em particular, para a classe dos processos que vai nos interessar, os chama-
dos processos estaciondrios, consideraremos momentos de primeira e segunda
ordem.

A fungao média, ou simplesmente média de X (t) é dada por

p(150) = lt) = E{X (0} = [ adF (s, (25)

enquanto a fung¢dao de autocovariancia de X (t)é definida como

p(1, 15ty t0) — (L5t (15 t2) = y(th, ta)
= FB{X(t1)X(t2)} — E{X(t1)}E{X(t2)}, ti,to€T. (2.6)

Observe que p(t) é uma fungao de t € T e que ~(t1,t2) depende de dois
argumentos, t; e to. Em particular, se t; = t5 = ¢, (2.6) nos fornece

(¢, 1) = Var{X (1)} = B{X*(t)} - E}{X (1)}, (2.7)

que é a (fungao) varidncia do processo X (t), e que serd indicada por o2(t).

Voltemos a Figura 2.1. Para cada ¢ temos uma v.a. X (t), que tem média
u(t) e variancia o?(t). Na figura, estao indicadas as médias pu(t1), u(ts) e u(t3).
A fungao de autocovariancia 7(tq,ts) dd a covariancia entre as duas varidveis
aleatérias X (t1) e X(t2) , para quaisquer ¢1,to € 7. A funcdo u(t) é obtida
variando-se t em T.
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Consideremos, agora, a Figura 2.2. Para cada t, temos um conjunto de
valores XM (t), X@)(t), etc, correspondentes as vérias realizacdes do processo.
A funcao u(t) é obtida determinando-se, para cada ¢, a média dos valores
XU (t), média esta calculada em relacdo a j.

Resumindo, os parametros mais importantes a serem considerados serao a
média e a funcdo de autocovariancia (f.a.c.v.), u(t) e y(t1,t2). Quando houver
possibilidade de confusao, usaremos as notagoes ux(t) e vx(t1,t2) para indicar
amédiaeaf.a.cv. de X (). Outra convencao: quando falarmos em “grafico”de
X (t), na realidade, estaremos falando em algo parecido com a Figura 2.2, onde
estdo “todas”as trajetérias de X (t). Por isso, é usual representar apenas uma
trajetoria tipica do processo.

Vimos, no Capitulo 1, que hé outros parametros importantes em financas,
como o terceiro e quarto momentos, que sao usados, por exemplo, para calcular
os coeficientes de assimetria e curtose.

Observemos, também, que na pratica, teremos que estimar as quantidades
u(t), o*(t) e (t1,t2). Observando a Figura 2.2, vemos que uma maneira de
fazé-lo é considerar um niimero m de trajetérias XM (¢), ..., X (t) e utiliza-
las para estimar os parametros acima. Por exemplo, podemos estimar a média
no instante ¢ por

CXWO@) L+ XM
— - ,

f(t)

O problema que surge é que usualmente temos uma sé trajetéria do pro-
cesso, observada entre dois instantes de tempo.

Definigao 2.2. Um processo estocastico {X (t),t € T} diz-se estritamente
estacionario se todas as distribuigoes finito dimensionais (2.1) permanecem as
mesmas sob translacoes do tempo, ou seja,

F(xy,...,xpti + 7, .ty +7) = F(oy,. .., 2pit1, .o, tn), (2.8)
para quaisquer ty,...,t,,7 de T.

Isto significa, em particular, que todas as distribui¢oes unidimensionais sao
invariantes sob translagoes do tempo, logo a média u(t) e a variancia o%(t) sao
constantes, isto é,

E{X(t)} =put)=p, paratodo teT, (2.9)

Var{X(t)} = 0*(t) =0, paratodo te€T. (2.10)
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Sem perda de generalidade, podemos supor que p© = 0. Caso contrario,
considere o processo X (t) — fu.

Do mesmo modo, todas as distribui¢oes bidimensionais dependem de diferencas
de tempos. De fato, para t;,to € T, temos por exemplo que (t1,t3) =
v(t1 + t,ts + t) e fazendo t = —to, temos que

Y(t1,t2) = y(t1 — t2,0) = Cov{ X (t; — t2), X(0)}. (2.11)

Na realidade, a covariancia (2.11) é uma fungao de |t; — t3| e para ver isto
basta fazer ¢ = —t; acima.

Segue-se que podemos escrever a funcao de autocovariancia de um processo
estacionario forte ou estrito como

(1) = Cov{X(t), X(t + 1)} = Cov{X(0), X(7)} (2.12)

parat, 7 €T.

Genericamente, os momentos de ordem n de X (t) dependem apenas das
diferencas t; — t1, e sao fungoes de n — 1 argumentos.

Como dissemos anteriormente, estaremos interessados em caracterizar os
processos estocasticos através de um ntimero pequeno de fungoes de distribuicao
ou de momentos. Se nos restringirmos a momentos de primeira e segunda or-
dens, somos levados a seguinte

Definicao 2.3. Um processo estocdstico {X(t),t € T} diz-se fracamente
estacionario (ou estaciondrio de segunda ordem) se e somente se

(i) E{X(t)} = p(t) = p, constante, para todo t € T ;

(ii) E{X?(t)} < oo, para todo t € T;

(iii) y(t1,t2) = Cov{X (t1), X (t2)} é uma funcao apenas de |t; — ts|.

A partir de agora, estaremos interessados principalmente nesta classe de
processo, que denominaremos simplesmente de processos estaciondrios. Note-
se que, se X (t) for estritamente estacionério, ele ndao necessita ser fracamente
estaciondrio, pois a condicao (ii) da defini¢ao 2.3 pode nao estar satisfeita. Um
processo tal que (ii) esteja satisfeita diz-se um processo de sequnda ordem.

Definigao 2.4. Um processo estocéstico real {X(t),t € T} diz-se gaussiano
se, para qualquer conjunto tq, ..., t, de T, as v.a. X(t1), X(t2),..., X (t,) tém
uma distribuicao normal n-variada.

Como um processo gaussiano, com variancia finita, é determinado pelas
médias e covariancias, se ele for estaciondario de segunda ordem, entao ele sera
estritamente estacionario.
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No que segue usaremos a seguinte notagao: se o parametro ¢ (tempo) for
discreto, isto é, t € Z = {0,£1,+2,...}, o processo sera escrito {X;,t € Z},
ao passo que se t for continuo, isto é, ¢ € IR, o processo sera denotado por
{X(t),t € R}. A mesma convengao aplica-se aos momentos. Por exemplo, a
funcao de autocovariancia do processo estacionario com tempo discreto sera
denotada por v,, ao passo que a do processo com tempo continuo sera denotada

por (7).

2.3 Propriedades da Funcao de Autocovariancia

Seja {X;,t € Z} um processo estacionario real com tempo discreto, de
média zero e fa.c.v. v, = E{X; X}, }.

Proposicao 2.1. A fa.c.v. v, satisfaz as seguintes propriedades:
(i) % >0,
(H) Y= = V7,
(iii) [ <0,
(iv) v, € nao negativa definida, no sentido que

Z Z ajayYr,—z, > 0, (2.13)

j=1 k=1

para quaisquer nimeros reais ay, . ..,0p, € Ti, ..., T, de Z.

Prova. As propriedades (i) e (ii) decorrem imediatamente da definigdo de ~,.
A propriedade (iii) segue do fato que

E{Xy. £ X, Y = E{X}, £2X, . X, + X;} > 0.
Mas o segundo membro ¢é igual a
0?4+ 2y, +0* >0,

ou seja,

270 + 277' >0

e (iii) fica demonstrada. Quanto a (iv) temos que

Z Z QA Yr;—7, = Z Z ajakE{XTjX‘f‘k}

j=1 k=1 j=1 k=1
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= E{Z CLjXTj}2 > 0.
j=1

Observagao. A reciproca da propriedade (iv) também é verdadeira, isto é,
dada uma funcao 7, tendo a propriedade (2.13), existe um processo estocastico
X; tendo v, como f.a.c.v.. Na realidade, 7, pode ser tomado como Gaussiano.
Para a prova deste fato, ver Cramér e Leadbetter (1967, pag. 80).

Tipicamente, a f.a.c.v. de um processo estacionario tende a zero, para
|7| — oo. A Figura 2.3 mostra este comportamento, além da verificacao de
(i)-(iii) acima. Todavia, um processo pode ser fracamente estaciondrio e sua
f.a.c.v. pode nao tender a zero. Veja o problema 2, por exemplo.

A
Yo

Figura 2.3: Funcao de autocovariancia

A func¢ao de autocorrelagao (f.a.c.) do processo é definida por

pr = k, TE Z, (2.14)

Y0

e tem as propriedades de ., exceto que agora py = 1.

Continuidade de um processo estocéstico tem que ser definida de maneira
apropriada.

Definicao 2.5. Seja {X(t),t € IR} um processo de segunda ordem. Dizemos
que X (t) é continuo em média quadratica no ponto t, se e somente se

lim E{|X(t) — X (to)*} = 0. (2.15)

t—to
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Escreveremos X (t) — X(ty) mq.

Continuidade em mq de X () estd relacionada com continuidade da f.a.c.v.
(7).

Proposicao 2.2. Continuidade de v(7) para T = 0 implica em continuidade
de (1) para todo T.

Prova. Usando a desigualdade de Schwarz para duas v.a. temos

[E{[X(r + h) = X(T][X ()} < B{|X (7 + h) = X (1)} E{|X (0)]"}

que desenvolvida resulta

V(7 + h) = ()] < 29(0)[7(0) — ()]

e se y(7) for continua na origem vem que, para h — 0, o primeiro termo tende
a zero e y(7) é continua para todo 7.

Proposigcao 2.3. Se v(r) for continua, entao X(t) é continuo em média
quadratica.

Prova. Temos que

E{|X(t +h) = X()]’} = 27(0) — 2v(h)
e para h — 0, obtemos o resultado.

Observacao. Continuidade de um processo em mq nao implica que as tra-
jetorias do processo sejam continuas. Um exemplo é o processo de Poisson.

Dadas observacoes Xi, ..., Xr, a f.a.c. p; é estimada por
C.
ri=-> j7=0,1,...,T—1,
Co

onde ¢; ¢ a estimativa da fungao de autocovariancia v;,

T-j

SIX = X)Xy = X)), §=01,....,T—1,

t=1

c; =

1
7T

D'd — 1 T A3 1 . — . R .
sendo X = 7, ; X; a média amostral. Aqui, colocamos c_; =c; e r_; = r;.
Voltaremos a este assunto no Capitulo 3.
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2.4 Processos Estocasticos Complexos

Em algumas situagoes é conveniente considerar processos estocasticos com-
plexos, isto ¢, temos uma familia { X (¢),t € T}, onde para cada t € T, X(t) é
uma v.a. complexa. Ou seja, podemos escrever

X(t) =Y (t)+iZ(t),

onde Y (t) e Z(t) sdo processos estocasticos reais.

Neste caso, X(t) estard especificado se conhecermos as fungoes de dis-
tribuicdo das 2n v.a. reais Y (t1),...,Y (t,), Z(t1),...,Z(t,), para qualquer
conjunto tq,...,t, de T.

Definimos a média de X () por

E{Xt)} =E{Y(t)} +iE{Z(1)}, (2.16)
e a variancia por

Var{X (1)} = E{IX(t) - B{X(1)}"}. (2.17)

Vemos, pois, que a média é um nimero complexo, mas a variancia é um
numero real. A f.a.c.v. de X(t) é definida por

V(i ta) = E{[X(t) — E{X(0) X (t2) — E{X(t2)}]}, (2.18)

para ti,ty € 7.

Se o processo complexo X (t) for estaciondrio, entdo (2.16) e (2.17) serao
cons-
tantes (a primeira complexa e a segunda real) e a f.a.c.v. (2.18) dependera
apenas de |t; — t5], de modo que podemos escrever

v(1) = E{X({t+7)X(t)}, (2.19)
supondo a média zero. As propriedades de v(7), dadas pela Proposicao 2.1,
no caso real, sao facilmente adaptadas para o caso complexo.

2.5 Processos Lineares Estacionarios

Apresentaremos, nesta secao, alguns exemplos de processos estocasticos
estacionarios que sao utilizados com frequéncia. Daremos énfase aos proces-
sos autorregressivos (AR), de médias méveis (MA) e combinagao destes, os
chamados processos ARMA, que serao amplamente utilizados neste livro. No
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Capitulo 3, veremos como construir modelos ARMA, ou seja, como a partir
dos dados podemos identificar um particular modelo que os represente, como
estimar este modelo e como verificar se 0 mesmo é adequado.

Exemplo 2.1. Sequéncia Aleatoria

Consideremos {X,,,n = 1,2,...} uma seqiiéncia de v.a. definidas no mesmo
espago amostral Q. Aqui, 7 = {1,2,...} e temos um processo com parametro
discreto, ou uma sequéncia aleatéria. Para todo n > 1, podemos escrever

P{Xl:al,...,Xn:an}:P{Xlzal}xP{ngazlezal}
X... X P{Xn = CLn|X1 = Q1,... 7Xn—1 = an_l}. (220)

Em (2.20), os a;’s representam estados do processo e o espaco dos estados
pode ser tomado como o conjunto dos reais. O caso mais simples é aquele em
que temos uma sequéncia {X,,n > 1} de v.a. mutuamente independentes e
neste caso (2.20) fica

P{Xi=ay,.... X, =a,} =P{X; =a1}... P{X,, = a,}. (2.21)

Se as v.a. X1, Xo, ... tiverem todas a mesma distribuicao, teremos, entao,
uma sequéncia de v.a. independentes e identicamente distribuidas(i.i.d., breve-
mente). Neste caso, o processo X, é estaciondrio. Se E{X,} = p, Var{X,,} =
o?, para todo n > 1, entdo

2
) =0
v = Cov{X,, Xpir} = {8 22 : 0. (2.22)

Segue-se que p, = 1, para 7 = 0 e p, = 0, caso contrario.
Exemplo 2.2. Ruido Branco

Uma forma mais fraca de uma sequéncia i.i.d. é dada pela definicao a
seguir.

Defini¢ao 2.6. Dizemos que {e;,t € Z} é um ruido branco com tempo discreto
se as v.a. €, sao nao correlacionadas, isto é, Cov{e;,es} = 0,1 # s.

Um tal processo serd estacionario se F{e;} = p e Var{e;} = o, para todo
t. Segue-se que a f.a.c.v. de g; é dada por (2.22).

Obviamente, se as v.a. &; sao independentes, elas também serao nao cor-
relacionadas. Uma sequéncia de v.a. i.i.d., como definida acima, é chamada
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um processo puramente aleatorio ou ruido branco forte. O que definimos como
ruido branco, seria chamado ruido branco fraco. Contudo, usaremos simples-
mente a nomenclatura da defini¢ao 2.6.

[lustramos na Figura 2.4 a funcao de autocorrelacao de um ruido branco.
De agora em diante vamos reservar a notagao {&;,t € Z} para um ruido branco
com tempo discreto e iremos supor que pu = 0. Escreveremos, brevemente,

Et ~ RB(0,0’z).

No caso de um processo puramente aleatdrio, escreveremos

g~ iid. (0,0%).

Pr

Figura 2.4: F.a.c. de um ruido branco

2.5.1 Processos Autorregressivos

Dizemos que {X;,t € Z} é um processo autorregressivo de ordem p, e
escrevemos X; ~ AR(p), se satisfizer a equagao de diferencas

Xi—p=01(Xem1 —p) + 2 ( Koo — ) + ...+ Op(Xymp — p) + 20, (2.23)

onde u, ¢1, . . ., ¢, sao parametros reais e £, ~ RB(0, 02). Segue-se que F(X;) =
[L € Se escrevermos o processo na forma

Xi=¢o+ 1 Xoo1 + ...+ 0, X4 + 54,

entao
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“:E(Xt):1—¢lf0...—¢‘

Definamos o operador retroativo B através de B°*X; = X;_,,s > 1. Entao
(2.23) pode ser escrita

¢(B)X, =&, (2.24)

onde ¢(B) = 1 — ¢1B — ¢B? — ... — ¢,BP é o operador autoregressivo de
ordem p e X; = X; — . Aqui, 1 representa o operador identidade. Suponha
@ = 0 no que segue.

Um caso particular importante é o processo AR(1),

Xt = ¢Xt71 + Et. (225)

Aqui, ¢(B) =1 — ¢B. Através de substituigdes sucessivas obtemos

Xy = Z Pej+ ¢ X,

J=0

Se X, for estaciondrio, com variancia finita 0%, entao
T
G 12 L 2r42 2 242 2
E[X, =) de )P = ¢ PEX], ] = ¢* 0%
=0

Se |¢| < 1, ¢*"*Y — 0, quando r — oo, portanto sob esta suposicio,
podemos escrever

oo

X=Y ¢, (226)

J=0

onde a convergéncia é em média quadratica. Logo, a condigao |¢| < 1 é
suficiente para X; ser estacionario. Multiplicando ambos os membros de (2.25)
por X;_, e tomando a esperanca, obtemos

V=P == 00
Mas de (2.26), obtemos

0.2

1— ¢

j=0
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do que segue

0.2

Vr =
1 — ¢?
Como ~; ¢é simétrica, podemos escrever finalmente a f.a.c.v. de um processo

AR(1) como

", T2>0.

4
V=TT ¢2¢ , TELZ. (2.28)
A fla.c. de X; é obtida de (2.28), ou seja,
pr=L =g ez (2.29)
"o

Na Figura 2.5 temos formas tipicas de p,. Em ambos os casos, esta decai
exponencialmente para zero, e esse decaimento depende do sinal de ¢.

A Figura 2.6 apresenta T" = 100 valores de um processo AR(1) com ¢ = 0, 8
eg ~ 1id N(0,1).

p. A p. A

11 14

123

(@) (b)
Figura 2.5: F.a.c. de um processo AR(1) (a) $=0,8 (b) ¢ =—0,8

Procuremos solucao para (2.23) na forma (2.26), isto é,

Xp=> e (2.30)
j=0
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De (2.24), temos formalmente,

Xo=o(B)'er = ¢(B)ey,

onde )(B) = 1+¢; B+19B*+. ... Em analogia com o caso AR(1), devemos ter
>, %7 < oo para que (2.30) seja uma solugao estacionaria. Como ¢(B)y(B) =
1, os coeficientes 1); podem ser obtidos desta identidade, em funcao dos ¢;’s.

Pode-se demonstrar (ver Box et al., 1994) que a condi¢do para que X; seja
estaciondrio é que todas as raizes de p(B) = 0 estejam fora do circulo unitdrio.
Em particular, para p = 1, ¢(B) = 1 — ¢B = 0 implica B = ¢! e a condicao
enunciada acarreta |¢| < 1.

Supondo o processo estacionario, multiplicando-se ambos os membros de
(2.23) por X;_, e tomando valores esperados, obtemos

0.2

2
Oy — )
* L—o1pr— .. — Oppp

Vr = O1Vr—1 + G2Yr—2 + ...+ OpYr—p , para T > 0. (2.32)

para T =0, (2.31)

Figura 2.6: Processo AR(1) simulado, ¢ = 0,8

A mesma equagao de diferencas é satisfeita por p,, bastando dividir todos
os termos de (2.32) por .
A solugao geral desta equacao é dada por (Miller,1969)
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Ve = AGT 4+ AGy + ...+ AG, (2.33)

onde os G;’s satisfazem

o(B) =[]0 -aB).

i=1

Como as raizes de ¢(B) = 0 devem estar fora do circulo unitério, devemos
ter que |G;| < 1, paratodoi=1,...,p.
Se fizermos 7 = 1,2,...,p em (2.32), obtemos

Fp¢p = Fva (234)

onde Ty, = [v;], com vi; = Yy ,0, = 1,...,p, @, = (¢1,...,8,) ey, =
(’717 s 77}7)/‘

A equagao (2.34) pode ser utilizada para obter estimadores dos parametros
®;’s, substituindo-se as f.a.c.v.’s por suas estimativas. Estes estimadores sao
chamados estimadores de Yule-Walker.

Uma andlise de (2.33) nos permite concluir que a f.a.c.v. de um processo
autorregressivo de ordem p é uma mistura de exponenciais (correspondentes
as raizes G; reais) e/ou sendides (correspondentes a pares de raizes complexas
conjugadas) amortecidas.

Na Figura 2.7 temos as f.a.c.’s de dois processos AR(2), um com ¢; =
0,5, = 0,3 e outro com ¢; = 1,0, po = —0, 89.

2.5.2 Processos de Médias Modveis

Dizemos que {X;,t € Z} é um processo de médias méveis de ordem g,
denotado por MA(q), se satisfizer a equagao de diferengas

Xe=p+e —bierg — ... — 0y, (2.35)

onde p, 01, ...,0, sdo constantes reais e g, ~ RB(0, 0?).
Segue-se que X; ¢ estaciondrio, de média p e como os &; sao nao correla-
cionados, podemos obter facilmente a variancia do processo,

ox =0’ (1+6; +...+62). (2.36)

Suponha p = 0. Quanto a f.a.c.v., temos
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Ve = B{X\ X} = 7:(7) = > Opye(k — 7)

q q q
- 26675<T + f) + Z Zekeéfys(T + l— k)a
/=1

k=1 ¢=1

onde estamos denotando por 7.(7) a f.a.c.v. de g;. Resulta, entao,

02 (=0, + 601011+ ...+0,0, ), seT=1,...q
Y- =4 0, seT>q (2.37)
Yer, se 7 < 0.

De (2.36) e (2.37) obtemos a f.a.c. do processo MA(q):

707+9197+1+--~+9q9q—7

1102t 162 , seTt=1,...,q
Pr =149 0, se T >q (2.38)
P—r, se 7 < 0.
o, 4 o, 4
1 4 14
|| 1 3|5 7 9
1 » III »
12345678910 1 2 4 6 8 10 T
_1__

(@) (b)

Figura 2.7: F.a.c. de dois processos AR(2)  (a)¢; =0,5, ¢ =0,3 (b)
d)l = 1707 ¢2 - _0789

Observamos, entao, que a f.a.c.v.(ou a f.a.c.) de um processo MA(q) anula-
se para |T| > ¢. Em particular, para um processo MA(1),
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Xt =& — 6815,1, (239)

obtemos

Var(X,) = 0% = o(1 4 6?),
—0 _
e — {W’ se T ==x1 (2.40)

0, se |T] > 1.

Definindo-se o operador de médias méveis de ordem q por
(B)=1—6,B—0,B>— ... —0,B1
o processo (2.35) pode ser escrito

Em particular, para o processo MA(1) temos (B) = 1 — 6B, de modo que
podemos escrever
Xt = (1 - 03)515

de onde, formalmente, segue

ge=(1-0B)'X;, =(1+60B+0*B*+...)X;,

ou seja, temos

Xt = _gXt—l — 92Xt—2 — ...+ Et, (242)

se |0] < 1, para que a série do lado direito de (2.42) convirja. Nesta equacao,
temos X; escrito como um processo autoregressivo de ordem infinita. Dizemos
que || < 1 é uma condi¢cdo de invertibilidade para o processo MA(1).

De modo geral, o processo (2.35) podera ser escrito na forma

Xt = Z 7'['th_]' + Et, (243)
j=1

se a seguinte condi¢ao de invertibilidade estiver satisfeita: todas as raizes de
0(B) = 0 devem estar fora do circulo unitdrio. Ver Box et al. (1994) para
detalhes.

A relagao (2.43) pode ser escrita
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7(B)X; = &4, (2.44)

onde 7(B) =1 —mB — mB% — ..., de modo que 7(B) = §(B)~!. Portanto,
os coeficientes 7; podem ser obtidos da identidade §(B)n(B) = 1.

A Figura 2.8 apresenta 100 observagoes de um processo MA(1), gerado
segundo o modelo

Xt =&t — 0, 8€t_1 s Ep ~ lld N(O, 1) (245)

Para este processo, py = —0,49, p, =0, 7> 2 e p_, = p;. Temos
também, na figura, o grafico da f.a.c. de X;. Note que, embora todas as
autocorrelagoes sejam nulas, a partir do lag 2, na simulacao aparecem valores
distintos de zero, mas que estatisticamente sao nulos, porque estao dentro do
intervalo de confianca ao redor de zero (veja o Capitulo 3 para detalhes).

(1)
o

t

Series : mal

0.8

ACF
0.2

-0.4

Figura 2.8: Processo MA(1) simulado, # = 0,8 e f.a.c.
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2.5.3 Processos Autorregressivos e de Médias Moveis

Um processo autorregressivo e de médias méveis, de ordem (p, ¢), denotado
por ARMA(p,q), é definido por

Xt — /,L = ¢1(Xt—1 — [L) + e +¢p(Xt—p — /,L) +Et — 915,5_1 — .. qut—qa (246)

onde g; ~ RB(0,0?). Segue-se que a média do processo é u. Usando os opera-
dores autorregressivo e de médias moveis, definidos anteriormente, podemos
escrever (2.46) na forma

6(B)X, = 0(B)z, (2.47)

onde X, = X, — (. Suponha que, a partir de agora, u = 0.
Um modelo frequentemente usado é o ARMA(1,1), ou seja,

Xt = ¢Xt—1 + Et — 95,5_1. (248)

E facil ver, por substituicoes sucessivas, que podemos escrever

Xt = w(B)Etv

onde ¢; = ¢ 1(¢p—0), j > 1. A condigao de estacionariedade é a mesma que
para um processo AR(1), ou seja, |¢| < 1. Do mesmo modo, a condi¢ao de
invertibilidade |f| < 1 vale aqui e implica que podemos escrever o processo na
forma (2.43), com pesos 7; = 0771 (¢ — 6),5 > 1.

Para um processo ARMA (p,q) genérico, a condigao de estacionariedade é a
mesma que para processos AR(p), ou seja, as raizes de ¢(B) = 0 devem estar
fora do circulo unitario, e a condicao de invertibilidade é a mesma que para
processos MA(q), ou seja, as raizes de §(B) = 0 devem estar fora do circulo
unitario.

Multiplicando-se (2.46), com g = 0, por X;_, e tomando-se esperancas,

obtemos

Vr = ¢1’77'71 + ¢277-72 + ...+ (bPW/T*P + ’VXE(T)
—O1yxe(T—1) — ... — O,7x:(T — q), (2.49)

onde yx.(7) é a covariancia cruzada entre X; e &, definida por
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Yxe(T) = E(ei Xi—r).

Como X;_, s6 depende de choques ¢; ocorridos até o instante t — 7, temos
que esta covariancia cruzada sé é diferente de zero para 7 < 0, logo

Yr = ¢17T71 + ¢277'72 + ...+ pr’erp ) T > q. (250)

A conclusdo é que as autocovariancias (e, portanto, as autocorrelagoes, que
sa-

tisfazem equagdo similar) de lags 1,2,...,q serdo afetadas pelos parame-

tros de médias méveis, mas para 7 > ¢, as mesmas comportam-se como nos
modelos autorregressivos.
Para o caso do modelo (2.48), obtemos facilmente

_m_ (1=¢0)(¢—0)

P1
e, para 7 > 1,

pr = Ppr_1.

A Figura 2.9 apresenta 100 observacoes geradas por um processo
ARMA(1,1), com ¢ = 0,8,0 = 0,3 e &, ~ N(0,1). Na Figura temos também
o grafico da f.a.c.

Exemplo 2.3. Processo Linear Geral

Os processos AR, MA e ARMA sao casos particulares do chamado processo
linear geral (PLG), que pode ser expresso na forma

Xe =) ey, (2.51)
5=0

2 = : 0 2
onde‘ €t ~ RB(O,J ) e zbj'sao'constantes Sat}sfa;endo ijo Y; < oo. Essa
condicao implica que a variancia do processo ¢ finita e neste caso,

ok =0 Y. (2.52)
j=0

Também, de (2.51), vemos que E{X;} = 0 e para 7 > 0,



52

CAPITULO 2. PROCESSOS ESTOCASTICOS

oo
2
Vr=0 Z¢j¢j+‘ra (253)
j=0
% o
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Figura 2.9: Processo ARMA(1,1) simulado, ¢ =0,8,0 =0, 3 e f.a.c.

admitindo-se que a série do segundo membro de (2.53) convirja para um valor

finito. Mas como

[B{X: X} < [B{XP}E{X] "2 < o0,

usando o fato que 0% < oo, vemos que 7, < 0o se Z;io %2' < 00. Logo, essa é
a condicao de estacionariedade para o PLG.

De (2.52) e (2.53) segue-se que a f.a.c. de um PLG ¢ dada por

pr = Z;io ¢j¢j+7
L
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Uma média nao nula p pode ser incluida no modelo (2.51), como no teorema
de Wold abaixo.

E imediato verificar que um processo MA(q) é caso particular de (2.51),
com ¢; = 0,7 > ¢. Também, o processo AR(1) é obtido de (2.51), colocando-
se ¢; = ¢/. Nao é dificil verificar que um processo AR(p) genérico é caso
particular do PLG.

Pelo que vimos acima, um processo AR(p), p finito, pode ser escrito como
um processo de médias méveis de ordem infinita e um processo MA(q), q
finito, pode ser escrito como um processo autorregressivo de ordem infinita, se
as condicoes de estacionariedade e invertibilidade estiverem satisfeitas.

Na realidade, temos o seguinte resultado geral.

Teorema 2.1. (Wold) Todo processo estaciondrio de segunda ordem, pura-
mente nao deterministico, pode ser escrito como

Xe=p+ Y e, =1, (2.54)
j=0

com ¢, ~ RB (0,0?).

Um processo diz-se puramente nao deterministico se ele nao puder ser pre-
visto exatamente a partir de seu passado.

2.6 Processos Nao Estacionarios

Iniciamos esta secao com um processo estocastico importante, o passeio
aleatorio. Passeios aleatorios tém grande importancia em econometria e fi-
nancas. Uma hipotese célebre é que os precos de ativos financeiros seguem um
passeio aleatorio.

Exemplo 2.4. Passeio Aleatorio

Considere uma sequéncia aleatéria {e;,t > 1}, de v.a. i.i.d. (pe, 0?). Defina
a sequencia

Xt =&+ ...+ ¢&;. (255)

Segue-se que E(X;) = tu. e Var(X;) = to?, ou seja, ambas dependem de ¢.
Nao é dificil mostrar que

Yx (tl, tg) = U?Inin(tl, tg)
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e, portanto, a autocovariancia de X; depende de t; e t5. O processo (2.55) é
chamado de passeto aleatorio ou casual e a medida que o tempo passa, X; tende
a oscilar ao redor de tu. com amplitude crescente. O processo é claramente
nao estacionario.

Observemos que X; = X;_ 1 + &, logo dado o valor de X;_;, o valor de X;
depende apenas de ;. Como ¢, = X; — X;_1, esse processo tem incrementos
ortogonais ou nao correlacionados.

Muitas séries financeiras sao nao estacionarias: exibem médias ou variancias
nao constantes, variando no tempo. No caso de nao estacionariedade na média,
o nivel médio nao constante pode ser modelado de varias maneiras: polinomios
no tempo, modelos ARIMA (autorregressivos integrados e de médias mdveis)
etc. No caso de nao estacionariedade em variancia, certas transformagoes
(como a logaritmica) usualmente estabilizam a variancia, mas outra possibili-
dade ¢é considerar formas de modelar a variancia.

H4, basicamente, duas formas de gerar processos nao estacionarios e que
sejam nao explosivos.

(a) Incluir em (2.54) uma tendéncia deterministica, como por exemplo

X; = Bo + Bit + (B)ey, (2.56)
obtendo-se um processo “trend-stationary”.

(b) Considerar um PLG com raiz unitaria, da forma

(1—B)X;, =0 + ¢(B)ey, (2.57)

com (1) # 0. Esse modelo, obviamente, descreve variagbes de X; e como
P(1) = >_72, ¥ # 0, o processo é nio estaciondrio.

Exemplo 2.5. Considere um caso especial de (2.56),

Xt = ﬁo + ﬁlt + Et, (258)

sendo €; um RB(0, 0?). Entao temos que

(i) B(Xy) = pus = Bo + But;

(ii) Tomando-se uma diferenca,

Xi = X1 =P+ e — e,



2.6. PROCESSOS NAO ESTACIONARIOS 55

que é um modelo ARMA (1,1), com ¢ = 6 = 1, portanto, temos um
modelo nao estacionario e nao invertivel.

(111) Se W(t) = Xt - Xt—l = (]. — B)Xt = AXt,

W(t) = AXt = ﬁl + Agt,
que é um modelo MA(1), estaciondrio, mas nao invertivel.

(iv) Extraindo-se a tendéncia de (2.58) obtemos

Y, = Xy — Bit = Bo + &4, (2.59)
que é estacionario.

De modo geral, se tivermos (2.56) com erro ARMA(p,q) e tendéncia p; um
polinomio deterministico de grau d, entao

d
X, =Y Bt + [6(B)] ' 0(B)ay,
j=0
onde a; é ruido branco. Segue-se que

AX, = (1 - B)X, =6y + (1 — B))(B)ay, (2.60)

na qual ¥(B) = [¢(B)]'0(B) e 0y = d!B4 . Esse modelo é, novamente, esta-

cionario, mas nao invertivel.

|

Exemplo 2.6. Considere, agora, o modelo

Xy = Bo + Bit + &4, (2.61)

em que g, ~NARMA(p, ¢). Podemos, entao, escrever

¢(B)er = 0(B)ay,

onde a; é ruido branco, Segue-se que

1-B—...—6,B1
(1-G1B)(1-GyB)---(1-G,B)
Para que o processo seja estacionario as raizes de ¢(B) devem estar fora

do circulo unitério, de modo que |G;| < 1, para todo ¢ = 1,...,p. Nesse caso,
o processo X; é um caso especial de (a).

Et =

ar = (B)ay. (2.62)
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Suponha que G; =1 e |G;| < 1,i=2,...,p. Entao, (2.62) fica

0(B)
(1—G2B)---(1- G,B)

(1—-B)e = a; = V" (B)ay, (2.63)

ou seja,

(1-B)X; = p1 +¢*(B)ay, (2.64)
que ¢ da forma (b).

O nome raiz unitaria vem da representacao (2.63) acima. Uma das raizes
do polindémio autorregressivo ¢(B) é igual a um, todas as demais estao fora
do circulo unitario. Podemos ter duas ou mais raizes iguais a um. Testes para
raizes unitarias serao estudados no Capitulo 4.

Quando tivermos um processo da forma (2.57), dizemos que ele é integrado
de ordem 1. Em geral, temos a defini¢ao seguinte.

Definicao 2.7. Se AYX, for estacionario, dizemos que X, é integrado de ordem
d e escrevemos X; ~ I(d).
Em particular, temos a

Definicao 2.8. Se AYX; ~ ARMA(p,q) dizemos que X; segue um mo-
delo ARIMA(p,d,q) : autorregressivo integrado e de médias méveis de ordem

(p7d7q)7 ou Seja'7

o(B)AYX, = 6y + 0(B)ay. (2.65)

Ou, de modo equivalente,

d(BYW(t) = 0y +0(B)a;, com W(t)=A%X,.
Observemos que
W(t) = A’X, <= X, = SW(t),
onde S é o operador soma ou integral

S=(1-B)'=A""

Ou seja, X; pode ser obtido somando-se ou integrando-se o processo esta-
cionario W (t) d vezes, donde o nome processo integrado para X.

Processos explosivos podem ser obtidos considerando-se modelos ARMA
cuja parte AR nao satisfaz condigoes de estacionariedade. Por exemplo,
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Xt = ngtfl + ay, ¢ > 1. (266)

Se Xy = zy, pode-se mostrar que a equagao de diferenga (2.66) tem solugao

t—1
Xi=10¢" + > dlar;. (2.67)
i=0
Observe que
2(t+1) _
Var(Xt) = O'2¢¢2—_1,

que é crescente com t.
Se |¢| < 1 entao sabemos que X; é estacionédrio. No caso que ¢ = 1 teremos
um passeio aleatorio, estudado no exemplo 2.6,

Xt = Xt—l + ag.

Incluindo-se uma constante, teremos um passeio aleatério com drift,

Xt = 90 + thl + ay. (268)
Se o Processo comecar em t= 0, co1m X() = 2o, podemos escrever

t—1

Xt =Ty + teo -+ Z A¢_q, (269)

i=0
de modo que obtemos (Ver Mills, 1999):

(1) e = o + tb,

(i) 7o(t) = Var(X;) = to?,
) Ww(t) = (t — K)o,
)

pi(t) = 5E.

(iii

(iv

Logo, se t grande, pi(t) =~ 1 e teremos uma sequéncia suave mas nao
estaciondria.

Vimos acima que se removermos a tendéncia de um processo com tendéncia
deterministica, obteremos um processo estacionario, mas nao invertivel.
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Vejamos, agora, o que acontece se tentarmos remover uma tendéncia de
um processo que supostamente foi gerado por uma raiz unitéria.

Exemplo 2.7. Considere (2.57), com ¢ (B) = 1, ou seja

Xt = thl —+ 5 -+ Et. (270)
Counsiderando-se

}/t:Xt—(St

e efetuando substituicoes sucessivas, obteremos

t
Yi=Xo+ ) e, (2.71)
j=1

de modo que efetivamente removemos a tendéncia, mas Var(Y;) = to?, que
dependera de t.

Exemplo 2.8. Uma suposi¢ao usual é que os pregos de ativos financeiros
sigam um passeio casual, ou seja,

-F)t =u+ Pt—l + o0&, &~ iid. N(O, ].) (272)

Note que a distribuicao condicional de P;, dado P,_; é normal, com média
i+ P,_; e variancia 02. Esse modelo é pouco realista, pois precos terao proba-
bilidade nao nula de serem negativos, logo costuma-se modificé-lo e considerar
que p; = log(FP;) é que segue o modelo (2.72), ou seja,

P,
log ( ! ) = 1+ oey, (2.73)
By

ou ainda, com a nomenclatura e notagao do Capitulo 1,

e = U + o0&y, &~ i.1.d. N(O, 1) (274)

Esse modelo supoe que a variancia seja constante. Uma suposicao mais
adequada é admitir que a variancia (condicional) dos pregos varie com o tempo.
Além disso, parece ser razoavel admitir que os log-retornos tenham média zero,
de modo que um modelo adotado por vérias organizacoes financeiras é da forma
(adotando a notagao da se¢ao 1.8)

Ty = OtEt, Et 1i.d. N(O, 1) (275)



2.7. MOVIMENTO BROWNIANO 59

Na Figura 2.10 temos 500 valores simulados do modelo

Pt = 0, 005 + Pt—1 + Et,

sendo e; ~ N(0,1), po = 0.

Um dos problemas importantes para avaliar, por exemplo, o VaR (valor em
risco) de uma carteira de investimentos é estimar a volatilidade o2, para cada
instante de tempo t. Veja o Capitulo 7.

2.7 Movimento Browniano

No Capitulo 4, quando tratarmos do problema de raizes unitarias em mode-
los ARMA, necessitaremos usar um processo nao estacionario particular, o
movimento browniano.

Defini¢ao 2.9. Chamaremos de Movimento Browniano Padrao (ou processo
de Wiener) ao processo continuo W = {W(t),0 <t < 1} tal que:

(a) W(0) =0;

(b) para quaisquer instantes 0 < t; <ty < ... <t <1, as v.a. W(ty) —
W(ty), W(ts) — Wi(ts),...,W(ty) — W(ty_1) sao independentes;

(c) para quaisquer s,t e T no intervalo [0, 1], as v.a. W (t) — W(s) e W(t +
7) — W(s+ 7) tém a mesma distribui¢ao;

(d) para todo 0 <t <1, W(t) ~ N(0,t);

(e) as trajetorias de W (t) sao continuas com probabilidade um.

Segue-se de (b) que o movimento browniano padrao (MBP) tem incre-
mentos independentes e de (c) que tem incrementos estaciondrios. Como as
distribuicoes finito-dimensionais de W sao normais multivariadas, o processo
W é gaussiano. Como W (t) — W (s) L W(t—s)—W(0) =W(t—s), temos
que W(t) — W(s) e W(t — s) tém ambas distribuigao N (0,t — s), s < t.

O nome do processo deve-se ao biélogo Robert Brown, que estudou o movi-
mento de particulas imersas em um liquido. Einstein (1905) fez estudo similar.
Um trabalho importante é o de Wiener (1923).

Da definicao do MBP temos E(W (t)) = 0 e Var(W(t)) =t, 0 <t < 1.
Para calcular a f.a.c.v. de W, considere s < t. Temos, entao,
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(L, s) = EW (@)W (s)) = E{[(W(t) = W(s)) + W(s)]W(s)}

= E{[(W(t) = W(s))W(s)]} + E(W(s)).
Como W (t) — W(s) e W(s) — W(0) = W(s) sao independentes, vem que

v(t,s) =EW({t)—W(s)EW(s)+s=0+s=s, 0<s<t.

De modo andlogo, se t < s, entao (¢, s) = t, logo

v(t, s) = min(t, s). (2.76)

=0
L

2s
!

zo
L

1s
!

10
L

Figura 2.10: Passeio aleatdrio simulado

Como todo processo gaussiano € caracterizado por sua média e covariancias,
uma definicao equivalente de MBP é a seguinte: um MBP W é um processo
gaussiano com E(W(t)) =0 e y(t,s) = min(t, s).
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Embora as trajetérias de W sejam continuas, o fato de ter incrementos
independentes faz com que estas sejam bastante irregulates. A Figura 2.10
é um exemplo de tal trajetéria. Na realidade, uma trajetoria de um MBP é
um ente matematico abstrato, que nao possui uma representacao grafica real,
devido aos seguintes fatos, que nao serao provados aqui.

Fato 1. As trajetorias de um MBP nao sao derivaveis em qualquer ponto.

Fato 2. As trajetorias de um MBP nao tém variacao limitada em qualquer
intervalo finito.

Um outro fato importante sobre MBP é que esse processo é autossimilar,
conforme a defini¢ao a seguir.

Definicao 2.10. Um processo estocdstico X = {X(t),t > 0} é f-autossimilar,
par algum f > 0, se suas distribuicoes finito-dimensionais satisfazem

(X (1), T X () = (X (7ty), ., X(7t0)), (2.77)
para todo T > 0 e para quaisquer tq,...,t, > 0,n > 1.
Essa propriedade significa que partes escalonadas de uma trajetoria em
qualquer intervalo tém formas semelhantes (mas ndo idénticas). A Figura 2.11
mostra um exemplo.

Fato 3. O MBP € 0, 5-autossimilar, isto €,

(T RPW (), ..., 7 PW () £ (W (rty), ..., W(Ttn)), (2.78)
para todo T e para quaisquer ti, ... ,t,, no intervalo [0,1], n > 1.

Portanto, basta considerar o processo no intervalo [0, 1] se estivermos in-
teressados no processo no intervalo [0, 7].
Vejamos alguns exemplos de processos derivados do MBP.

Exemplo 2.9. Movimento Browniano Geral. Se considerarmos o processo
X (t) = oW (t), entao X (t) terd incrementos independentes e X (t) ~ N (0, 0?t).
Podemos, também, considerar o movimento browniano,

X(t)=pt+oW(t), t>0,0>0uclR.

Entao, X (t) serd gaussiano, com FE(X(t)) = ut e yx(t,s) = o?min(t, s),

para s,t > 0. O parametro pu é chamado o drift, enquanto o é chamado
“volatilidade”.
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Figura 2.11: Um processo auto-similar

Exemplo 2.10. Movimento Browniano Geométrico. Como vimos no exemplo
2.8, precos sao nao negativos e o MB pode assumir valores negativos. Black e
Scholes (1973) e Merton (1973) sugeriram outro processo para descrever pregos
num mercado especulativo, a saber

X(t) =etttWO >0,

Segue-se que log{X (¢)} é um Movimento Browniano Geral. Nao ¢é dificil
verificar que este processo nao é gaussiano. A média de X (t) é dada por

E(X(t)) — e(,u+0,502)t,
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e a covariancia é

Tx(tys) = el TOSTIERI (e7e 1),

Veja os problemas 12 e 13.

Um resultado importante e que também serd usado posteriormente é o
teorema limite central (TLC) funcional, que passamos a apresentar.

Se Y1,Y5, ... é uma sequéncia de v.a. i.i.d.., com média u e variancia o2, e
considerarmos a média Yy = 1/N Zi\i 1 Y, entao o TLC usual nos diz que

VN y — 1) 25 N(0,02). (2.79)

Passemos, agora, a tomar médias de uma proporc¢ao r dos dados, 0 < r < 1.
Por exemplo, com N observacoes, calculemos a média da primeira metade dos

dados,
B . W

t=1

Entao, mais uma vez, usando o TLC,

VIN/2(Y (xj2 — 1) == N(0,02). (2.81)

De modo geral, seja

Yn(r) = lZYt, (2.82)

para 0 < r < 1, que é proporcional & média das primeiras 100r% observacoes.
E facil verificar que

0, 0<r<1/N,
Yi/N, 1/N <r < 2/N,
Ya(r) = (Y1 +Y2)/N, 2/N <r <3/N, (2.83)

Yi+...+Yyn)/N, r=1.

Podemos escrever

VRYi(r) = <= > Vi = AU o
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na qual

[N7]

[N7] =
pelo TLC e y/[N7]/V/N — /7, logo obtemos
VNYy(r) =5 rN(0,02) = N(0,r0?), (2.84)

da qual segue, finalmente,

\/NYNT(T) 2 N(0, 7). (2.85)

servamos, também, que considerando-se médias baseadas em observagoes
Ob , também, derand dias basead b .
de [Nr1] a [Nry], com r; < ry, terfamos

/o [YN(m) - YNW} Py N0, 79 — 1),

g

independentemente de (2.85), se r < r1, do que concluimos que a sequéncia de

funcoes aleatdrias {M, N =1,2,...} tem uma distribuigao limite que é o

MBP: ’

—W:N(') 2w, (2.36)

Ou ainda, para cada 0 < r <1, a v.a. {M} tem como distribuicao
limite uma v.a. N'(0,7), como dado em (2.85).

Em (2.86) temos o TLC funcional. Se r = 1, Ya(1) = & SN | ¥, e temos
como resultado o TLC usual, a distribuigao limite sendo a N(0, 1).

Um resultado importante em convergéncia de variaveis aleatorias diz que,
se Xy = X ese g: IR — IR for continua, entdo g(Xn) 3 g9(X).

No caso de processos estocasticos, esse resultado pode ser generalizado,
considerando agora ¢(-) um funcional continuo. Para tanto, precisamos mo-

dificar a definicao de convergéncia em distribuicao para processos estocdsticos.

Definicao 2.11. Dizemos que Sx(-) 2 S(-) se:
(i) para quaisquer 0 < r; < ... <rp <1,

SN(Tl) > S(Tl)
YN = —y = ;
SN(Tk) S(’I"k)
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(i) para todo e > 0, P{|Sn(r1) — S(rs)| > €} — 0, uniformemente em N, para
todo 11,719 tais que |ry — o] < 9,5 — 0;
(iii) P{|Sn(0)] > A} — 0, uniformemente em N, quando A\ — oc.

Nessas condicoes, se Sy(+) 2 s (1) e g for um funcional continuo, entao

9(Sn () = g(S()-

Por exemplo, vimos que v NYy(-) 2 oW (-). Se considerarmos Sy(r) =
[VNYy(r)]?, entdo Sy(-) 2 o*[W ()2

2.8 DMartingales

Um martingale descreve o que podemos chamar de “jogo justo”. Suponha
que X, represente a fortuna de um jogador apds o n-ésimo jogo e F,, represente
a “histéria passada do jogo”, ou seja, F, = {X,, X, _1,...,X1}. Se o ganho
esperado no (n+ 1)-ésimo jogo, dada a informagao passada, for igual a fortuna
atual, X,,, dizemos que o processo estocédstico {X,,n > 1} é um martingale.
Vamos formalizar este conceito.

Seja X = {X;,t € T}, com T C IR, um processo estocdstico, ou seja,
para cada t € T, X; é uma v.a. definida sobre um espaco de probabilidade
(Q,F,P). Suponha, ainda, que {F;,t € T} seja uma familia crescente de
sub-g-algebras de F, isto é, Fs C Fy, se s < t, e que X seja adaptado a essa
familia, ou seja, X; é F;-mensuravel.

Defini¢ao 2.12. Um processo X = {X;, F;,t € T} é um martingale se:
(a) X; é integrével, para cada t € T.

(b) Se s <t, entao
E(X,|F,) = X.. (2.87)

Se em (b) tivermos E(X;|Fs) > X, o processo diz-se um sub-martingale e
se tivermos F(X;|Fs) < X, temos um super-martingale.

A relagdo (2.87) nos diz que X é o melhor preditor de X;, dada a in-
formacgao F.

Se T =%ZouT ={1,2,...}, X; é um martingale com parametro discreto
e (b) acima fica

E(Xpi1|Fo) = Xn, n> 1. (2.88)
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Exemplo 2.11. (a) Se Xi, Xy, ... sdo v.a. independentes, com E(X;) = 0,
para todo i, entdao Y, = > " | X; é um martingale.

(b) Com as varidveis de (a), mas E(X;) = p; > 0, segue-se que Y,, é um

sub-martingale e Z, = > " | (X; — p;) é um martingale.

(c) Se X,,11 = X, + an, onde a, ~ RB(0,0?%), entao {X,,n > 1} é um

martingale. Ou seja, um passeio aleatério é um caso especial de um martingale.
Observe que, de (2.88) temos

E(Xpi1 — XolF) =0, n>1. (2.89)

Ou seja, podemos escrever

X1 = Xy + Up, (2.90)

onde agora u, nao precisa ser necessariamente um ruido branco, ter uma
variancia constante ou mesmo ser estacionario.

Quando escrevermos simplesmente que X = {X;,;t € T} é um martin-
gale, entao as o-dlgebras da definigao sao F; = F{X,, s < t}, ou seja, as
o-algebras geradas pelos valores do processo até o instante t. Este serd o caso
usual a considerar, quando a histéria passada, ou o conjunto de informacao
passado, é dado por fungoes de valores passados do proprio processo. Em al-
gumas situagoes, a informacao passada contém valores de outros processos de
interesse, relacionados a X.

Algumas propriedades:

1. Se X; e Y, forem martingales, entao X, +Y; serd um martingale se ambos os
t€ Xy ) t
processos forem martingales com respeito a mesma sequéncia de o-algebras.

2. Para verificar que {X,, F,,n > 1} é um martingale, basta mostrar que
(2.88) vale, se {X,,F,,n > 1} for tal que F,, é uma familia crescente de
sub-o-algebras de F, X,, é adaptado a F,, e X,, é integravel, para todo n > 1.

3. Se {X,,,n > 1} for um martingale, entdao F(X,,) = F(X}), para todo n.

4. Se ¢ for uma funcado convexa, { X,,, F,,, n > 1} for um martingale e p(X,,) for
integravel, para todo n > 1, entao {p(X,), F,,n > 1} serd um sub-martingale.
Se ¢ for ainda crescente e X,, um sub-martingale, entao ¢(X,) serd também
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um sub-martingale.

5. O resultado a seguir é um teorema de convergéncia para sub-martingales.

Teorema 2.2. (Doob) Suponha que {X,,, F,,,n > 1} seja um sub-martingale,
com sup,, F|X,| < oo (isto é, X,, é limitado em L,). Entao {X,} converge,
com probabilidade um, para um limite X, que é integravel.

O processo {u,} em (2.90) ¢ um caso particular de uma sequéncia de
variaveis que passamos a definir.

Definicao 2.13. Seja {Y,,,n > 1} um processo estocastico de média zero. Se

E(Y,|Foo1) =0, n>2, (2.91)
entao {Y,} é chamado diferenca martingale com respeito a F,.

Estsa defini¢ao pode ser estendida a processos vetoriais. A condigao (2.91)
é mais forte que a condigao segundo a qual {Y,,} sdo nao correlacionadas, mas
¢ mais fraca do que independeéncia.

O resultado a seguir d4 um teorema limite central para médias de um tal
processo.

Teorema 2.3. (White) Suponha que {Y,,,n > 1} seja uma diferenga martin-
gale, Yy = 2N | Y;/N e temos as seguinte condicées validas:

(a) B(Y?) =02>0, com >N 02/N = 02> 0;
(b) E|Y,|" < oo, para algum r > 2 e para todo n;
(¢) Yl Y2/N = o

Entao, N'?Y y 2 N(0,0?).

2.9 Problemas

1. Use a equagao (2.8) para provar que, se X (t) for estritamente esta-
cionrio, entao u(t) e o2(t) sao constantes.

2. Seja X (t) = > 7_ (Ajcos \jt+ Bjsen);t), onde t = 0, £1,... e Ap,..., Ay
sao constantes positivas e A;, B; sao v.a. independentes, com médias
0 e varidncias o7 = Var(A;) = Var(B;), j = 1,...,n. Suponha, ainda,
que os A; sejam independentes dos Bj. O processo X(t) é fracamente
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estaciondrio? Encontre a média e a fa.c.v. de X(¢). O processo é
estritamente estacionario?

. Considere as observacgoes:

t]1 2 3 4 5 6 7
Zy |15 19 13 17 22 18 20

Calcule ¢, e 1y, k=0,1,...,6.

. Considere o processo estocastico Z; = a;, onde a; é ruido branco, com

t=0,41,+2,... ¢

_ J +1, com probabilidade 1/2;
= —1, com probabilidade 1/2.

(a) Obtenha a média do processo Z;;
(b) Calcule v,, 7=0,£1,£2,...

(c) Calcule p,, 7=0,%£1,... e faca o seu grafico.

. Suponha {a;, t =1,2,...} uma sequéncia de v.a. independentes e iden-

ticamente distribuidas, com:
1
P(atZO):P(at:1):§
(a) O processo aj + as cost é estacionario?

(b) O processo aj + ag cost+ ag cost 4 sent é estacionéario? (Neste e nos
problemas seguintes, estaciondrio significa fracamente estacionario).

. Se{X;, t €T} e{Y:, t €T} sdo estaciondrios, {aX; + bY;, t € T} serd

estaciondrio?

. Seja {Z;} um processo estaciondrio com média pz e fungao de autoco-

variancia vz. Um novo processo é definido por Y; = Z; — Z; ;. Obtenha
a média e a fungdo de autocovariancia de {Y;} em termos de uz e 7vz.
Mostre que {Y;} é um processo estaciondrio.

. Prove que, se {Z(t), t € IR} for Gaussiano e estaciondrio de segunda

ordem, entao ele serd estritamente estacionario.

. Use um programa computacional para calcular:
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(a) a média e a variancia amostrais;
(b) ¢y erg, para k=1,...,36
da série de indices mensais do Ibovespa (arquivo m-ibv94.10.dat). Faca
os graficos da série e de r,. Comente quanto a presenca de tendéncias,
sazonalidades, ciclos. Comente a natureza do grafico de ry.

10. Use um programa computacional para calcular:

(a) média e variancia amostrais, coeficientes de assimetria e curtose,
maximo e minimo, histograma;

(b) autocorrelagoes amostrais

dos log-retornos mensais do Ibovespa do problema 9. Comente e esta-
beleca as diferencas com o problema anterior.

11. Prove as relagoes (i)—(iv) apds a equagao (2.69).

12. Mostre que, se Z ~ N(0,1), entao para A real,

E(eM) =N/,

13. Use o resultado anterior para encontrar a média e covariancia do movi-
mento browniano geométrico do exemplo 2.10. Determine a variancia do
processo.

14. Ponte browniana. Considere o processo estocastico dado por

X(t)=W({t)—tW(), 0<t<I1,
onde W(t) é o MBP no intervalo [0, 1]. Segue-se que X (0) = X (1) = 0.
Mostre que X (t) é um processo gaussiano, com F(X (t)) = 0 e covariancia
dada por vyx(t,s) = min(t, s) — ts, t,s € [0, 1].

15. Mostre que o MB W = {W(t),t > 0} é um martingale com respeito a
o-algebra natural F; = o{W(s), s < t}.

16. Mesmo problema para o processo W (t)* — t.

17. Processos de Lévy. Dizemos que um processo estocéstico {X;} é

cadlag (em francés, “continue a droite avec limite a gauche”) se suas
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trajetérias sao (em quase toda a parte) continuas a direita e tém limites
a esquerda.
Um processo de Lévy {X;} é um processo cddlag com incrementos inde-
pendentes e estacionérios, comec¢ando na origem, isto é, P(Xy =0) = 1.
Mostre que o processo de Poisson e o Movimento Browninano sao pro-
cessos de Lévy.

18. Mostre que, para um modelo AR(2) estacionario, a representagao em
médias moveis infinita é tal que ¥y = 1,91 = ¢1 e ¢¥; = 11 +
Gathi—a, 1> 2.

19. Considere os seguintes modelos (todos com = E(X;) = 0):

(a) Xy —0,6X, 1 =¢y;
(b) X =e;+0,851;
(c) Xy =0,3X;-1 —0,6X,_9 + &4
(d) Xt — O7 4Xt,1 =&t — O, 351‘/71 + 0, 8675,2;
(e) Xy =0,35,1 40,662+ &
Obtenha os primeiros trés pesos 1; e 7; para cada modelo.
20. Considere o modelo X;+bX;_3 = ;. Obtenha a condicao de estacionarie-

dade para X;. Encontre a representacao de X; na forma de médias moveis
infinita. Obtenha a f.a.c. de X;.



CAPITULO 3

Modelos ARIMA

3.1 Introducao

Neste capitulo trataremos de modelar séries temporais por meio de proces-
sos autorregressivos integrados e de médias méveis, abreviadamente, ARIMA.
Como vimos no Capitulo 2, um modelo ARMA (p,q) é dado pela equagao de
diferencas

Xi—p=¢ (XKoo —p) ...+ ¢p(Xt—p —p)+ep—bheg —... — 04€t—qs (3.1)

onde g, ~ RB(0,02). Com os operadores autorregressivos e de média méveis
definidos anteriormente (veja as expressoes (2.25) e (2.42)), podemos escrever

com X, = X, — pr. Quando u # 0, o modelo pode ser escrito

Xt = 90 + Clet—l + ...+ ¢pXt—p + & — 91515_1 I qut_q,
onde 0y = pu(1—¢1 —...—¢,). No que segue, iremos supor que p = 0, a menos
que se faga men¢ao em contrério.
Um processo {Xy,t € Z} segue um modelo ARIMA (p,d,q) se AYX, seguir
um modelo ARMA(p,q), ou seja, temos
o(B)AYX, = 0(B)e,. (3.3)

No estabelecimento de um modelo ARIMA para uma série temporal ha trés
estagios a considerar:

(i) identificagao;

71
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(ii) estimagao;
(ili) diagnéstico.

Neste capitulo estudaremos com algum detalhe cada um desses estagios.
Para mais detalhes o leitor pode consultar Morettin e Toloi (2006) e Box et al.
(1994).

O ciclo (i)-(iii) acima deve ser iterado se no estagio (iii) verificarmos que
o modelo nao ¢ adequado para os fins desejados. Em muitas situagoes, mais
de um modelo pode ser considerado adequado, e a decisao de qual adotar vai
depender de algum critério. Por exemplo, escolhemos o modelo que minimiza
o erro quadratico médio de previsao.

3.2 Identificacao

A identificagdo do particular modelo ARIMA a ser ajustado aos dados é
talvez a fase mais critica do processo iterativo descrito acima. Esta escolha é
feita principalmente com base nas autocorrelacoes e autocorrelacoes parciais
estimadas (veja abaixo o conceito de autocorrelagdo parcial), que esperamos
representem adequadamente as respectivas quantidades tedricas, que sao de-
sconhecidas.

Lembremos (sec@o 2.3) que a fa.c. p; é estimada por

Cj X
ri=-—, j=0,1,...,7T =1, (3.4)
Co
onde ¢; ¢ a estimativa da f.a.c.v v;,

(X — X)(Xesy — X)], 5=0,1,...,T -1, (3.5)

~ T /1 - .
sendo X = % > -1 Xi amédia amostral. Como as autocorrelagoes verdadeiras
sao fungoes pares, colocamos c_; =c¢j e r_; = 1.

Como veremos adiante, serd necessdrio uma verificagao para saber se p; é
nula além de um certo lag. Uma expressao aproximada para a variancia de 7,
para um processo estacionario normal, é dada por

oo

1
Var(ry) = o D [0} + puossipo—s = Apipupu—; + 20005 (3.6)

V=—00

Para um processo em que as autocorrelagoes sao nulas para v > ¢, todos
os termos do lado direito de (3.6) anulam-se para j > ¢, exceto o primeiro,
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obtendo-se

1 q
Var(r;) =~ T 1+ Zsz] . J>q. (3.7)
v=1

Como desconhecemos as autocorrelagoes p,,, substituimo-las por r,, obtendo
se uma estimativa para (3.7),

~ 1
02(r;) ~ 7

q
1+22r3], Jj>q. (3.8)
v=1

Para T' suficientemente grande e sob a hipétese que p; = 0, para j >
q, a distribuicao de r; ¢ aproximadamente normal, com média igual a zero
e variancia dada por (3.7) (Jenkins e Watts, 1968, p.187). Assim, pode-se
construir um intervalo de confianga aproximado para as autocorrelagoes,

Tj :i:t,y.a'(’/’j), (39)

onde t, é o valor da estatistica ¢t de Student com 7" — 1 graus de liberdade,
tal que P(—t, < t < t,) = 7. Na prética usa-se t, = 2, correspondendo ,
aproximadamente, a 7 = 0,95, de modo que podemos considerar p; significa-
tivamente diferente de zero se

;| > 26(r;), 7>4q. (3.10)

Como vimos no Capitulo 2, os processos AR(p), MA(q) e ARMA(p, q)
apresentam f.a.c. com caracteristicas especiais. Assim:

(i) um processo AR(p) tem f.a.c. que decai de acordo com exponenciais
e/ou senoides amortecidas, infinita em extensao;

(ii) um processo MA(q) tem f.a.c. finita, no sentido que ela apresenta um
corte apos o “lag” q;

(iii) um processo ARMA(p,q) tem f.a.c. infinita em extensao, que decai de
acordo com exponenciais e/ou senoides amortecidas apds o “lag” ¢ — p.

Essas observagoes serao tteis no procedimento de identificagao do mode-
lo a ajustar aos dados observados; calculando-se as estimativas das f.a.c.,
que acreditamos reproduzir adequadamente as verdadeiras f.a.c. desconheci-
das e comparando seu comportamento o descrito acima, para cada modelo,
tentaremos escolher um (ou mais) modelo (modelos, respectivamente) que des-
creva(m) a série observada.
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Em particular, a f.a.c. é 1til para identificar modelos MA, dada a carac-
teristica (ii) acima, nado sendo t1til para identificar modelos ARMA, que tém
f.a.c. complicada.

Box et al. (1994) propoem a utilizacdo de um outro instrumento para
facilitar este procedimento de identificacao: a funcao de autocorrelacao parcial
(fa.c.p.).

Vamos denotar por ¢; o j-ésimo coeficiente de um modelo AR(k), de tal
modo que ¢ seja o ultimo coeficiente. Sabemos que

Pj = Pr1pj—1 + Gr2pj—2 + -+ Orepj— , J=1,... K,

a partir das quais obtemos as equacoes de Yule-Walker

1 P1 P2 Pr-1 Pk P1
,0'1 1 ,0'1 Prk—2 %Q _ ,0'2 (3.11)
Pk—1 Pk—2 Pr—3 - 1 Pk P
Resolvendo essas equacgoes sucessivamente para k£ = 1,2,3,... obtemos
¢ = p,
L m ‘
bay = Pr P2 |  p2— i
22 — - )
L p 1 —pt
p1 1
I p1om
pr 1 p2
P2 pP1 P3
P33 = T——————
L p1 po
pr 1 p
p2 p1 1
e, em geral,
P
Okt = ;
|Py|

onde P, ¢ a matriz de autocorrelagoes e Pj é a matriz P, com a ultima coluna
substituida pelo vetor de autocorrelagoes.

A quantidade ¢y, encarada como funcao de k, é chamada funcao de auto-
correlacao parcial.
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Pode-se demonstrar que ¢y é igual a correlagao parcial entre as variaveis
X; e X;_ ajustadas as varidveis intermediarias X; 1,..., Xy xs1. Ou seja,
¢rr mede a correlagao remanescente entre X; e X;_, depois de eliminada a
influéncia de X;_1,..., X} r41.

Exemplo 3.1. A correlacao entre os valores ajustados X; — ¢11.X; 1 e Xy o —
(]511th1 ¢é dada por

Corr(Xy — 11 Xi-1, Xi—2 — d11X4-1)
= Corr(X; — ;i X1, Xp2 — 1 Xi1)
Cov(Xy — X1, Xp—o — Xt —1)
(Var(X; — p1 Xi—1)Var(X,—o — p1 X;-1))/?

72— 2p + PN

Y0 = 2pm + i

2
=T =

Sera necessario estimar a f.a.c.p. de um processo AR, MA ou ARMA.
Uma maneira consiste em estimar, sucessivamente, modelos autorregressivos
de ordens p = 1,2,3,... por minimos quadrados e tomar as estimativas do
ultimo coeficiente de cada ordem.

Outra maneira consiste em substituir nas equagoes de Yule-Walker as f.a.c.
p; por suas estimativas, ou seja, considerar

e resolver (3.11) com p; substituida por r; e ¢; substituida por ékj.

Quenouille (1949) mostra que, sob a suposi¢ao que o processo seja AR(p),
as f.a.c.p. estimadas de ordem p+1,p+2,... sao, aproximadamente, indepen-
dentemente distribuidas, com

- 1
Var(¢gi) =~ T kE>p-+1.

Se o nuimero de observacoes, T, for suficientemente grande, ¢ tem dis-
tribuicao aproximada normal, o que permite a construcao de intervalos de
confianca para ¢gg.

Podemos resolver as equagoes (3.11) utilizando o algoritmo de Durbin-
Levinson. Veja Morettin (1984) para detalhes.
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Pode-se demonstrar (veja Box et al., 1994) que, para os processos estuda-
dos, temos:

(i) um processo AR(p) tem f.a.c.p. ¢ # 0, para k < p e ¢, = 0, para
k> p;

(ii) um processo MA(q) tem f.a.c.p. que se comporta de maneira similar &
f.a.c. de um processo AR(p): é dominada por exponenciais e/ou senoides
amortecidas;

(iii) um processo ARMA(p, q) tem f.a.c.p. que se comporta como a f.a.c.p.
de um processo MA puro.

Segue-se que a f.a.c.p. é til para identificar modelos AR puros, nao sendo
tao ttil para identificar modelos MA e ARMA.
Vimos acima que sob a hipdtese que o processo seja AR(p),

1

Var(¢;;) ~ 7 > (3.12)
de modo que

5 r

o(¢j5) ~ NiiRs (3.13)

Além disso, para 1" grande e sob a hipétese que o processo seja AR(p), ¢;;
terd distribuigao aproximadamente normal, com média zero e variancia (3.12),
de modo que consideraremos ¢;; significativamente diferente de zero se

2

;] > N j>n. (3.14)

Exemplo 3.2. Na Tabela 3.1, temos as estimativas das autocorrelacgoes e de
seus respectivos desvios padroes, bem como as autocorrelagoes parciais esti-
madas, para as séries simuladas das figuras 2.6, 2.8 ¢ 2.9 , a saber,

AR(l) . Xt = O, 8Xt71 + Et;s
MA(l) . Xt = & — 0, 8€t_1;
ARMA(]_, ]_) . Xt = O, 8Xt_1 + & — 0, 3575—1'
Na tabela também estao indicadas as médias e os desvios padroes amostrais

de cada série, bem como destacados com um asterisco (*) os valores que caem
fora do intervalo de dois desvios padroes.
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Na Figura 3.1, temos os graficos de 7, ¢Ejj para cada um dos modelos. Os
intervalos de confianga para ¢;; estao indicados em linha pontilhada.

Note que os valores estimados podem diferir bastante dos valores ver-
dadeiros. Por exemplo, no caso do modelo AR(1), = 0,8 e p; = 0,8, py =
0,64, etc. Para o modelo MA(1), 8 = 0,8 ¢ p; = —0/(1+6*) = —0, 488, sendo
as demais nulas. Para o ARMA(1,1), p; = 0,622, p, = 0,498, etc. O valor
de T aqui é 100. A medida que aumentarmos o tamanho da série, os valores
estimados estarao mais proximos dos valores verdadeiros.
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Figura 3.1: Autocorrelagoes e autocorrelagoes parciais amostrais para as
séries simuladas AR(1), MA(1) e ARMA(1,1).

3.2.1 Procedimento de Identificagao

O objetivo da identificacao é determinar os valores de p, d e ¢ do modelo
ARIMA(p,d, q). O procedimento de identificagao consiste de trés partes:

(a) verificar se existe necessidade de uma transformagdo na série original,
com o objetivo de estabilizar sua variancia;

(b) tomar diferengas da série, obtida no item (a), tantas vezes quantas
necessarias para se obter uma série estacionaria, de modo que o pro-
cesso A?X; seja reduzido a um ARMA(p, ¢). O nimero de diferencas, d,
necessarias para que o processo se torne estacionario, é alcancado quando
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a f.a.c. amostral de W; = A%X, decresce rapidamente para zero. Nesse
estagio, a utilizacao de um teste para verificar a existéncia de raizes
unitarias no polinomio autorregressivo, pode ser de grande utilidade. O
teste de Dickey e Fuller (1979) seréd estudado no Capitulo 4;

(c) identificar o processo ARMA(p, q) resultante por meio da andlise das
autocorrelagoes e autocorrelacoes parciais estimadas, cujos comporta-
mentos devem imitar os comportamentos das respectivas quantidades
tedricas. Esses comportamentos foram abordados no Capitulo 2 e um
resumo das propriedades destes modelos encontra-se na Tabela 3.2, ex-
traida de Box et al. (1994).

A justificativa do item (b), do procedimento de identificagao é o seguinte.
Vimos que, para um modelo ARMA estacionario, as f.a.c. sao dadas por

i = A1G+ AGh+ -+ AGL > q—p, (3.15)

supondo raizes distintas. Como ¢(B) = [[5_,(1—G;B) e as raizes de ¢(B) = 0
devem estar fora do circulo unitério, devemos ter |G;| < 1. Segue-se de (3.15)
que, se nenhuma raiz estiver muito proxima do circulo unitéario, as autocor-
relacoes p; decairao para zero, para valores moderados de j.

Tabela 3.1:  Autocorrelagoes amostrais e respectivos desvios padroes
e autocorrelagoes parciais amostrais para as séries sim-
uladas AR(1), MA(1) e ARMA(1,1).

lag AR(D) MA(1) ARMA(1)
J rj 6(rj) b rj 6(ry)  oj; ri  6(ry) by
T [ 0,765 0,10 0,765% | -0,352* 0,10  -0,352% | 0,567* 0,10 0,567~
2 | 0,568* 0,15 -0,041 | -0,127 0,11 -0,286* | 0,370 0,13 0,071
3 | 0464% 0,17 0,103 | 0,036 0,11 -0,152 | 0225 0,14 -0,015
4| 0344 0,18 -0,088 | -0,063 0,11 -0,182 | 0269 0,14 0,193
5| 0,197 019 -0,124 | 0,004 0,11  -0,153 | 0,161 0,15  -0,096
6 | 0071 019 -0,082 | -0,102 0,11  -0,006 | 0,056 0,15  -0,090
7 | 0041 019 0,109 | 0031 0,11 0073 | 0084 0,15 0,136
8 | 0005 019 -0,039 | -0,173 0,11  -0,125 | 0,123 0,15 0,034
9 | -0052 0,19 -0,042 | 0051 0,12 -0071 | 0,125 0,15 0,010
10 | -0,084 0,19 -0,024 | -0,026 0,12 -0,116 | 0,084 0,15 0,022
X 0,532 -0,042 1,077
S 2,462 1,284 1,312

Por outro lado, suponha que uma raiz real, G, esteja proxima de um, ou
seja, G = 1 —¢, € > 0, pequeno. Como GY = (1 —¢)/ ~ 1 — je, vem que
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p; =~ A1(1 — je), o que mostra que a f.a.c. decaira lentamente para zero e de
forma aproximadamente linear.

O maior problema, nesse estdgio do procedimento, é evitar excesso de
diferencas. Na pratica, d = 0, 1 ou 2 e é suficiente inspecionar as primeiras 15
ou 20 autocorrelacoes da série e de suas diferencas.

Convém testar se E(W;) = uw é zero, comparando W com seu desvio
padrio estimado. A Tabela 3.3 fornece as variancias de W para alguns modelos
usuais. Lembrar que se d =0, W = X e ¢ é a variancia amostral.

Como dissemos antes, a f.a.c. e f.a.c.p. sao tteis para identificar modelos
MA e AR puros, respectivamente. Para identificar modelos ARMA convém
considerar modelos simples, como ARMA(1,1), ARMA(1,2), ARMA(2,1) ou
ARMA(2,2) e, depois da estimagao, escolher aquele que melhor atende a alguns
critérios. Veja a secao 3.2.2.

Exemplo 3.3. Suponha que temos os seguintes dados:

iT 1 2 3 4 5 6 7 8
r; 10,81 0,69 058 044 030 026 0,19 0,15
$i; 1081 0,11 -003 -0,12 -0,13 0,17 -0,01 0,02

T =50, X =0,5327, S?=6,0579.

Temos que

. 1 1 .
0(p;;) ~ —==—= ~0,14, logo 26(¢;;) = 0,28,
((bJJ) \/T \/@ g ((bJJ)

o que mostra que s6 ¢1; # 0; os valores de {r;} sugerem um decaimento e,
portanto, {¢;;} sugere um processo AR(1).
Para um processo AR(1), usando a Tabela 3.3, temos que

Var(¥) = co(l+m)  6,0579(1+0,81)
~n(l—7r)  50(1-0,81)

=1,1542

e 6(X) = 1,0743; como X = 0,5327, a média pode ser considerada igual a
zero e o modelo sugerido é

Xy =¢Xi_1 +¢e, e~ RB(0, 052)-
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Tabela 3.2: Comportamento das f.a.c. e fa.c.p. de um processo
ARIMA(p. d, q)

Ordem (1,d,0) (0,d,1)
comportamento de p, | decai expon. somente p; # 0
comportamento de | somente ¢1; # 0 decaim. exp. dom.
Dk
estimativas iniciais o= p p1 = _14&%
regiao de admissibili- | —1 < ¢ <1 -1<0<1
dade

Ordem (2,d,0) (0,d,2)

comportamento de p; | mistura de expon. | s6 p;1 #0e ps #0
ou senoides amorte-

cidas
comportamento de | 86 ¢11 0 e o #0 | dom.  por mist.
o exp.
ou senoides amort.
_ p1(l—p2) _ —0:(1—62)
estimativas iniciais { # p;:p? 7 { P B 1t96§2+0§ ’
¢2 = T2 P2 = 1502462
1<y <1 -1<6,<1
regiao de admissibili- { P — P < 1 { 0, — 0, <1
dade ¢2+¢1<1 0+ 0, <1
Ordem (1,d,1)

comportamento de p, | decai exponencialmente apds o lag 1
comportamento de | dominada por decaimento expon. apéds o lag 1

Prk

estimativas iniciais p1= (11:];2—)_(2;09), p2 = p1¢p

regiao de admissibili- | —1<¢p <1, -1 <0<1
dade

Exemplo 3.4. Vamos agora identificar um ou mais modelos preliminares para
a série ICV (arquivo m-icv70.79.dat), no periodo de janeiro de 1970 a junho

de 1979, utilizando T' = 114 observagoes.
Inicialmente, vamos considerar a transformacao logaritmica

Y, =In(ICV), t=1,...,114.

A Figura 3.2 apresenta a série original e a série transformada. A Tabela
3.4 e a Figura 3.3 apresentam os valores e as correspondentes representacoes
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graficas das funcoes de autocorrelagao e autocorrelacao parcial da série Y; e de
suas diferencas de ordens 1 e 2.

Analisando o comportamento das fungoes vemos que a f.a.c. de Y; nao de-
cresce rapidamente para zero, indicando a nao estacionariedade da série. Para
selecionarmos um valor apropriado para d, podemos verificar, graficamente,
quantas diferencas sao necessarias para que a f.a.c. convirja rapidamente para
zero. HEsse fato parece ocorrer para d = 1 ou, talvez, d = 2.

A Figura 3.4 apresenta os graficos da primeira e segunda diferencas do
In(ICV).

Observando a f.a.c. amostral de (1 — B)?Y;, verificamos que r; = —0, 32,
que além de ser negativo, assume um valor préximo de —0,5. Calculando
as variancias das diferencas das séries, temos que Var((1 — B)Y;) = 0,00013
e Var((1 — B)%Y;) = 0,000162 indicando um aumento de cerca de 25% da
variancia da série com duas diferencas em relagao aquela com uma diferenca.
Assim, escolhemos d = 1.

Analisando o comportamento das f.a.c. e f.a.c.p da série (1 — B) In(ICV),
Tabela 3.4 e Figura 3.3, podemos notar que somente ¢1; # 0, pois ¢211 = 0,49
e 6(¢11) = 1/v/114 = 0,094. Assim, um modelo preliminar para In(ICV) é um
ARIMA(1,1,0).

Para verificar se uma constante deve, ou nao, ser adicionada ao modelo,
observamos que

W =0,02116,
—.  co(l+r) 0,00014(1 + 0,49) 6
Var(W) = = =3,62 x 10
W) = =) = 1130 —0.49) DX
ou seja, 6(W) = 0,0019. Assim, podemos concluir que a média da série

(1 — B)Y; é diferente de zero e que uma constante deve ser incluida no modelo.

Tabela 3.3: Variancias aproximadas para W, onde W, = AYX,, n =

T—d

AR(1) MA(1) ARMA(1,1)
co(l+7r1) | co(1+2r1) | 2r?

Ol
n(l—r) n n T —To
AR(2) MA(2)
co(1+7r)(1—=2rF+13) | co(l + 21 + 2r9)
n(l—ry)(1—ry) n
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Figura 3.2: Gréfico das séries ICV e In(ICV)

Logo, o modelo preliminar para a série In(ICV) é um ARIMA(1,1,0) com
uma constante, isto €,

(1= B)(1 = ¢:B)Y; =0 + &4, (3.16)

onde Y; = In(ICV) e g, ~ RB(0, ?).

Series : licv Series : lic
HITTRTTmE:
8 3
‘ ‘ ‘ ‘ Eg
RRNAN I :
0 5 1 5 20 N
Lag Lag
Series : dlicv Series : dlicv
| - B N MH“\\‘\ [
‘HH‘HH\H\HHM : : o
5 10 15 20 N 20
Lag Lag
Series : d2licv Series : d2licv
o L
.
I I | . g
‘\ T T ‘ S |
' 0 5 10 15 20
(a

Figura 3.3: (a) Autocorrelagoes e (b) autocorrelagoes parciais das séries
In(ICV), (1 — B)In(ICV) e (1 — B)?In(ICV)
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Figura 3.4: Grafico das séries (1 — B)In(ICV) e (1 — B)? In(ICV)

Exemplo 3.5. Considere a série de retornos mensais do Ibovespa, de junho
de 1994 a agosto de 2001 (arquivo m-ibv94.01.dat), com T = 86 observagoes.
Se denotarmos a série de indices por X;, entao os retornos sao dados por

X
ry = log (X i ) =log X; — log X; 1 = A(log X3).

t—1

O gréfico da série, as f.a.c. e faa.c.p. amostrais estao na Figura 3.5,
mostrando que essa série pode ser considerada um ruido branco. Como a
média amostral é 0,003872 e o desvio padrao amostral é 0, 137428, podemos
concluir que um modelo adequado para descrever esses retornos ¢é

re = A(log X;) =&, com g ~ RB(0,0?),

e 62 =0,01889, ou ainda,

log Xy =log X;—1 +¢1, & ~ RB(0, 02)7

ou seja, os logaritmos dos indices do Ibovespa seguem um passeio casual com
média zero (sem drift).

Como veremos mais adiante, esta é, em geral, uma caracteristica de retornos
de ativos financeiros: sao nao correlacionados. Mas podem nao ser indepen-
dentes, o que se pode verificar considerando-se os quadrados dos retornos. No
Capitulo 5 voltaremos a tratar desse assunto.
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3.2.2 Formas alternativas de identificacao

A partir de 1970 foram propostos varios procedimentos para identificagao de
modelos ARMA. A ideia é escolher as ordens k e [ que minimizem a quantidade

P(k,l)=Inép, + (k+l)@, (3.17)
em que &,%7 ; ¢ uma estimativa da variancia residual obtida ajustando um modelo
ARMA(k,1) as T observagoes da série e C(T") é uma fun¢ao do tamanho da
série.

A quantidade (k + [)C(T')/T, denominada termo penalizador, aumenta
quando o numero de parametros aumenta, enquanto que a variancia residual
&y, diminui. Assim, minimizar (3.17) corresponde a identificar as ordens k e [
que equilibrem esse comportamento.

E natural supor que as ordens selecionadas aumentem quando 1T cresce.
Hannan (1982) sugere limites superiores dados por (In7)%, 0 < a < 0.

Iremos citar agora alguns procedimentos de identificacao que minimizam

fungoes penalizadoras particulares.

Series : ribv

Figura 3.5: Retornos Ibovespa (a) gréfico da série; (b) f.a.c. amostral;
(c) f.a.c.p. amostral
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A. Critério de Informacdo AIC

Akaike (1973, 1974) sugere escolher o modelo cujas ordens k e [ minimizam
o critério

2(k +1)
T

AIC(k, 1) = In62, + (3.18)

onde 67, é o estimador de mdxima verossimilhanga de o para um modelo

ARMA (K, 1) (veja a secao 3.3).
O que se faz, entao, é estipular valores limites superiores K e L para k e [
e calcular (3.18) para todas as possiveis combinagoes (k,l) com 0 < k < K e
0 <[< L. Em geral, K e L sao fungoes de T', por exemplo, K = L =1InT.
Para o caso de modelos AR(p), o critério AIC reduz-se a

2k
AIC(k) = In67 + 7 k<K. (3.19)

Shibata (1976) demonstra que a minimizagao do AIC fornece estimativas
inconsistentes da verdadeira ordem do processo AR. Hannan (1980) generalizou
o resultado de Shibata para o processo ARMA(p, q).

Existem varias corregoes para melhorar o comportamento do AIC, no sen-
tido de diminuir a probabilidade de selecionar uma ordem maior do que a
verdadeira.

Hurvich e Tsai (1989) propoem uma corre¢ao para o AIC, que no caso de
um processo AR é dada por

2k + Dk+2) | _

AIC(k) = AIC(k) + =75 — =, b <

e utilizando simulacoes, mostram que essa corregao ¢é util quando T' é pequeno
ou quando K ¢é uma fracao “moderadamente grande” de T

B. Critério de Informagao Bayesiano BIC

Akaike (1977), Rissanem (1978) e Schwarz (1978) sugerem minimizar o
Critério de Informacao Bayesiano, dado por

BIC = —2In(FV) 4 (ntmero de parametros) In T,

na qual F'V é a funcao de verossimilhanca.
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Tabela 3.4: autocorrelagoes e autocorrelagoes parciais estimadas
das séries (a) In(ICV), (b) (1 — B)In(ICV), (c) (1 —
B)?In(ICV).

@ (b) ©

faa.c. | fa.c.p. | fa.c. | faa.c.p. | fa.c. | fa.c.p.
0,97 0,97 | 0,49 0,49 |-0,32 | -0,32
0,94 | -0,01 | 0,33 0,12 | -0,12 | -0,24
0,92 | -0,02 | 0,26 0,08 | 0,00 | -0,15
0,89 | -0,01 | 0,16 | -0,03 |-0,10| -0,23
0,86 0,00 | 0,21 0,14 |-0,04 | -0,24
0,84 | -0,02 | 0,27 0,15 | 0,08 | -0,14
0,81 | -0,01 | 0,29 0,11 | 0,00 | -0,13
0,78 | -0,02 | 0,29 0,08 | 0,05 | -0,06
0,76 | -0,01 | 0,25 0,02 |-0,02 | -0,07
10 | 0,73 | -0,02 | 0,22 0,04 |-0,02 | -0,06
11 | 0,70 | -0,02 | 0,21 0,05 |-0,09 | -0,17
12 | 0,68 | -0,02 | 0,28 0,14 | 0,03 | -0,14
13 | 0,65 0,00 | 0,30 0,08 | 0,09 | -0,03
14 | 0,62 0,00 | 0,26 0,01 | 0,01 | -0,01
15 | 0,60 | -0,01 | 0,23 0,00 |-0,10 | -0,14
16 | 0,57 | -0,01 | 0,27 0,12 | 0,14 | 0,06
17 1 0,55 | -0,02 | 0,16 | -0,09 |-0,12 | -0,05
18 | 0,53 | -0,01 | 0,19 0,05 | 0,04 | 0,05
19 | 0,50 | -0,02 | 0,17 | -0,06 | 0,06 | 0,11
20 | 048 | -0,01 | 0,08 | -0,11 |-0,19 | -0,14

H
© 00O U W N (R

No caso de um processo ARMA, essa quantidade é dada por

InT
BIC(k, 1) = 62, + (k + l)nT. (3.20)

Hannan (1980) mostra que, sob determinadas condigoes, as estimativas k e [
que minimizam a expressao (3.20) sao fortemente consistentes.

Exemplo 3.6. Na Figura 3.6, temos o grafico da série de retornos r; diarios
da Petrobras, de 18/08/1998 a 29/09/2010, com 7' = 2998 observagoes, suas
f.a.c. e f.a.c.p. amostrais; essas indicam que a série é autocorrelacionada e que
um modelo autorregressivo é apropriado. Provavelmente, um modelo AR(3)
é suficiente, mas vamos fixar uma ordem maxima K = 15. Na Tabela 3.5,
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temos alguns valores de AIC, BIC e do logaritmo da verossimilhanca para
cada modelo estimado. Como os critérios escolhem ordens diferentes, vamos
nos fixar no AIC, e ajustar um AR(15). Estimando este modelo, somente os
coeficientes ¢1, ¢o, @3 , P10 € @15 sdo significativos (veja a segao 3.3), ou seja,
o modelo final é

Tt = Q171 + Gr_o + P33 + P107e—10 + P157e—15 + £

Lembremos que o retorno ¢ definido como a primeira diferenca do logaritmo
da série original de precos das acgoes.

<02 01 00 01 02

Series : rpetro

=3

Lag

Series : rpetro

Figura 3.6: Retornos Petrobras  (a) grafico da série  (b) f.a.c. amostral
(c) f.a.c.p. amostral
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Tabela 3.5:  Alguns valores de AIC, BIC e log-verossimilhanca para
o exemplo 3.6; (*) indica melhor modelo.

Modelo AIC BIC log-verossimilhanga
AR(1) | -4,40647 -4,40447 6604,10
AR(2) | -4,40923 -4,40522 6607,03
AR(3) | -4,41287 -4,40685 6611,27
AR(4) -,41321 -4,40557 6611,14
AR(7) | -4,42430  —4,41025* 6623,55
AR(8) | -4,42376 -4,40770 6621,52
AR(9) | -4,42374 -4,40566 6620,28
AR(10) | -4,42750 -4,40741 6624, 69*
AR(15) | —4,43088*  -4,40071 6623,66

3.3 Estimacao

Tendo-se identificado um modelo provisério para a série temporal, o passo
seguinte é estimar seus parametros. Os métodos dos momentos, minimos
quadrados (MQ) e méxima verossimilhanga (MV) podem ser usados. Es-
timadores obtidos pelo método dos momentos nao tém propriedades boas,
quando comparadas com os demais. Por isso, esses estimadores em geral sao
usados como valores iniciais para procedimentos mais complexos, como MV.

Vamos analisar separadamente os modelos AR, MA e ARMA.

3.3.1 Modelos autorregressivos

Consideremos o modelo AR(p)

Xi=¢o+ 0 Xeo1+ ...+ 0 Xy p + 6y, (3.21)

onde &; ~ RB(0,0?). Considere ¢ = (¢o,¢1,...,¢,) o vetor contendo os
coeficientes e seja € = (¢,0?)". O objetivo é estimar ¢ e o2,
Para ilustrar, considere o caso p = 1, ou seja,

Xy = ¢o + )1 Xy + &

Suponha que tenhamos os dados X = (X7, ... ,XT)/. Entao, supondo &
com distribui¢ao normal e condicional ao valor Xy = xg, a fungao de verossimi-
lhanca ¢ dada por
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T
LIEX, 7o) = (2m0®) ™ exp{ o (X0 — 6y — 61X, 1)?)
t=1

e considerando a log-verossimilhanca temos

T
HEX m0) ~ (=T/2)logo® — 2%2 ;(Xt by — 1 X 1)
= (=T/2)logo” — %S(dﬂx, o). (3.22)

onde S(:|-) é a soma de quadrados condicional. Segue-se que maximizar /,
com o2 fixo, é equivalente a minimizar S e estimadores de MV de ¢ serao
equivalentes a estimadores de MQ.

Os ¢, sao obtidos recursivamente:

e1=X1 —¢o — 01 Xo = X1 — 9o — 120,
g9 = Xo — ¢g — 91X, etc

Outra possibilidade é considerar apenas os dados efetivamente observados
e comecar a regressao de X; sobre 1 e X;_; apartirdet=2,...,T.

Para o caso geral, podemos obter os estimadores dos coeficientes do modelo
pela regressao em (3.21), parat = p+ 1,...,T. Os residuos serdao dados por
& =X — Xt, com

X, = ¢20 + ¢21th1 +...F épthp'

Um estimador de o2 é obtido de

~2 ZZ:p—&-l é?

O valor do denominador em (3.23) justifica-se pelo fato de termos 7' — p
termos na soma do numerador e p 4+ 1 parametros a estimar.

Além de estimadores de MQ, podemos considerar também os estimadores
de Yule-Walker, obtidos das equacgoes de Yule-Walker amostrais, que tém boas
propriedades e sao faceis de calcular usando-se o algoritmo de Durbin-Levinson.
Veja Brockwell e Davis (1991), por exemplo.
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3.3.2 Modelos de Médias Moveis

Para o modelo MA(q)

Xt = 90 + & — 0157&—1 — ... Hqgt—qv
onde novamente g; ~ N(0,0?), podemos considerar também estimadores de
MV condicionais. Aqui, supomos que g9 =¢_1 = --- = 0 e obtemos recursiva-
mente

= X1_007
= X2—€0+€191 etc

e, a partir desses valores,formamos a fun¢ao de verossimilhanca.

Exemplo 3.7. Consideremos um processo ARIMA(0, 1,1),

AXt = (1 - QB)&},

e suponha que # = 0,8. Entao, podemos escrever, com W, = AX,,

&t — VVt + O, 8€t_1.
Suponha que utilizemos os dados (hipotéticos) da Tabela 3.6. Como

g1 = W1 + 0, 8ey,

iniciamos ¢; especificando €y = 0 e Xy = 150. Entao,

g = —3+(0,8)x0=-3,
Eq = W2 + 0,881 = —4+ (0,8)(—3) = —6,4 ete.

Tabela 3.6: Célculo recursivo de €, 8 = 0,8

Xy

Wt = AXt

Et = Wt + O, 8€t_1

150
147
143
148
153
149
155
162
170
172

© 00 O Tl W N+~ Ofck

-3
-4

DN OO 3 O = Ot Ot

0
3,0
6,4
0,12
4,9
0,08
5,9
11,7
17,4
15,9
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Segue-se que a SQ condicional fica

9
S(0,8lag = 0) = > " £7(0,8|ap = 0) = 801, 26.

t=1

Calculando-se S para uma grade suficientemente fina de valores de € no
intervalo (—1,1), j4 que —1 < § < 1, podemos obter o minimo aproximado
dessa funcao.

Podemos obter estimadores de MV incondicionais; veja Morettin e Toloi
(2006). Estimadores de MV ezatos podem também ser calculados, tratando
€0,€_1,... como parametros adicionais a serem estimados. Para T' suficiente-
mente grande, as varias abordagens fornecem resultados proximos. Veja Box
et al. (1994) para detalhes.

3.3.3 Modelos Mistos

Estimadores condicionais para modelos ARMA (ou ARIMA) podem ser
obtidos como na secao anterior. Por exemplo, considerando-se o modelo

ARMA(1,1)

X — X1 =6 — 9€t—1>

condicionando-se a g = 0 e Xy = xy obtemos, recursivamente,

g1 = X1 — ¢z,
Ego = X2 — ¢X1 + 981 = X2 — (¢ — 9)X1 — ¢9$0 etc

Também, estimadores de MV incondicionais e exatos podem ser obtidos
para modelos ARIMA genéricos.

3.3.4 Variancias dos estimadores

Para se ter uma ideia da precisao dos estimadores encontrados, devemos
construir intervalos de confianga para os parametros. Seja n = (¢,0), de
ordem k x 1, onde k = p + ¢q. Para n grande, onde n = T — d (d é a ordem
de diferengas) os EMV tém uma distribuicao assintética normal, de modo que
podemos escrever

7 Ni(n, V),
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?sm .. 9*s(m)
on? On10ny,
V = 20? : : : (3.25)
orsap . 925(1)
Onedm o

onde S(n) é a soma de quadrados que aparece em (3.22), por exemplo.
Pode-se também provar que o EMV de o2 é

n

e que, para n grande, 62 e 7) sao nao correlacionados. Substituindo o2 em

(3.25) por 62 e calculando as derivadas 8;]—%?_—) numericamente, obtemos esti-
mativas das variancias dos estimadores e estirilativas das covariancias entre os
estimadores. A partir das estimativas das variancias podemos obter intervalos
de confianga para os parametros n;, it = 1,... k.

Para os modelos mais comuns, a Tabela 3.7 mostra as variancias aproxi-

madas dos estimadores.

Tabela 3.7: Variancias aproximadas para os estimadores dos
parametros dos modelos usuais; n =T — d.

Modelo Variancia
A 1— ¢
AR(1) Var(¢) ~ -
AR(2) | Var(¢y) = Var(¢y) ~ 1 - ¢
MA(1) Var(f) ~ * ;92
MA(2) Var(él) = Var(ég) ~ 1 _ne%
ARMA(1,1) Var(g%) ~ (1-¢*)(1 —_¢9)22
1) (o
Var(f) ~ I

Exemplo 3.8. A estimacao dos parametros das séries simuladas nos exemplo
2.3, 2.4 e 2.6, utilizando o programa Minitab, resulta:
(a) Modelo AR(1)

~

¢ =0, 8286,
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5(¢) = 0, 0812,
P = 0,0000.

(b) Modelo MA(1)
6 =0,8241,
&(6) = 0, 0804,
P = 0,0000.

(c) Modelo ARMA(L,1)

b =0,9185, 5(¢)=0,0714 ¢ P = 0,000,
6 =0,3911, &(0) =0,1626 ¢ P = 0,020.

Aqui, P é o p-valor, ou probabilidade de significancia ou ainda nivel des-
critivo associado a cada teste. Lembremos que um valor pequeno de P (usual-
mente menor do que 0,05) significa que devemos rejeitar a hipétese nula de

que o parametro correspondente é nulo.

Exemplo 3.9. Retornemos a série ICV, para a qual identificamos o modelo

preli-

minar (3.16), ARIMA(1,1,0) com 6y, para a série In (ICV).

O programa Minitab forneceu as seguintes estimativas de maxima verossimi-

lhanca condicional

¢ =0,5119, a(gﬁ) =
0 = 0,01036,

0,0833, P = 0,000,
&(05) = 0,0009, P = 0,000.

Exemplo 3.10. Para a série de retornos da Petrobras, do exemplo 3.6, o

programa EViews forneceu as seguintes estimativas:

$1 = 0,0782,
bs = —0, 049,
¢5 = —0, 057,
$10 = 0,038,
¢A515 = 0,054,

3.4 Diagnéstico

)—0018 P =0, 0000,
= 0,018, P =0,0073,
0,018, P =0,0017,
=0,018, P =0,0334,
= 0,018, P =0,0029.

Apos estimar o modelo temos que verificar se ele representa, ou nao, ade-
quadamente, os dados. Qualquer insuficiéncia revelada pode sugerir um mode-

lo alternativo como adequado.



94 CAPITULO 3. MODELOS ARIMA

Uma técnica que pode ser utilizada, se suspeitarmos que um modelo mais
ela-
borado (contendo mais parametros) é necessario, é o superajustamento. Es-
timamos um modelo com parametros extras e examinamos se estes sao signi-
ficativos e se sua inclusao diminui significativamente a variancia residual. Esse
método ¢ 1util quando sabemos a priori em que dire¢ao pode estar ocorrendo a
inadequagao do modelo.

A verificagdo pode ser feita analisando os residuos. Suponha que o modelo
proposto seja

d(B)W; = 0(B)ey,

com

Wt - AdXt.

Se esse modelo for verdadeiro, entao os “erros verdadeiros” &; constituirao
um ruido branco.

3.4.1 Teste de autocorrelacao residual

Estimados ¢ e 0, as quantidades

g =07 (B)o(B)W,

sao chamadas residuos estimados ou simplesmente residuos. Se o modelo for
adequado, os &; deverao estar proximos dos ¢; e, portanto, deverao ser aproxi-
madamente nao correlacionados. Se indicarmos por 7 as autocorrelacoes dos
residuos é;, entao deveriamos ter 7, ~ 0. Em particular, deveriamos ter,
aproximadamente,

kaN(O,l),

n

onde n =T — d é o nimero efetivo de observagoes e sempre sob a suposicao
que o modelo ajustado seja apropriado. As autocorrelacoes 71 sao calculadas
por

n A A

- Zt:k-H Et€i—k

k=" wn 2 -
D it €7

Contudo, o desvio padrao de 7, pode ser consideravelmente menor que
1/4/n, especialmente para pequenos valores de k, como mostrou Durbin (1970).
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Ele provou que para um AR(1), Var(7;) =~ ¢?/n, que pode ser bem menor que
1/n. Box et al. (1994) provaram que, para um modelo AR(1), tem-se
1
Var(fy) =~ —[1—¢*"D(1 - ¢?)]

n

Cov(r;, 7)) %{éij — ¢ = ¢7)},

onde d;; ¢ o delta de Kronecker. Daqui, temos que, para k grande ou mode-
rado, a variancia de 74 é, aproximadamente, 1/n, e as autocorrelagoes esti-
madas dos residuos sao nao correlacionadas.

De qualquer modo, a comparagao de 7}, com os limites +2/+/n fornece uma
indicacao geral de possivel quebra de comportamento de ruido branco em &y,
com a condicao de que seja lembrado que, para pequenos valores de k, estes
limites subestimarao a significancia de qualquer discrepancia.

3.4.2 Teste de Box-Pierce-Ljung

Box e Pierce (1970) sugeriram um teste para as autocorrelagoes dos residuos
estimados, que, apesar de nao detectar quebras especificas no comportamento
de ruido branco, pode indicar se esses valores sao muito altos. Uma modificacao
deste teste foi proposta por Ljung e Box (1978), que é apresentada a seguir.

Se o modelo for apropriado, a estatistica

QUE)=n(n+2)Y" (nr_k 5 (3.26)

1

K 42
k=

terd uma distribuicao % com K — p — g graus de liberdade. A hipétese de
ruido branco para os residuos é rejeitada para valores grandes de Q(-). Em
geral, basta utilizar as 15 ou 20 primeiras 7.

Exemplo 3.11. Vamos, agora, verificar se o modelo ARIMA(1,1,0) com 6,
proposto para a série In(ICV'), é adequado (veja os exemplos 3.4 e 3.9). A
Figura 3.7 apresenta as f.a.c. e f.a.c.p dos residuos com os correspondentes
intervalos de confianga. Os valores das autocorrelacoes e autocorrelagoes par-
ciais nao indicam nenhuma quebra de comportamento de ruido branco nos
residuos.

Assim, o modelo ajustado a série In(/C'V') é dada por

(1-0,5119B)(1 — B)In(ICV) = 0,01036 + &, (3.27)
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com &2 = 0,0000923.

Exemplo 3.12. Retomemos o exemplo 3.10, no qual obtivemos as estimativas
dos parametros do modelo AR(15) ajustado a série de retornos da Petrobras.
Uma estimativa da variancia residual é 62 = 0,00069. Na Figura 3.8, temos
os residuos, f.a.c. e f.a.c.p. amostrais dos residuos, mostrando que podemos
aceitar a hipotese de que estes sejam um ruido branco. No Capitulo 5, veremos
que essa série apresenta, na realidade, uma variancia condicional nao constante,
de modo que sera necessario ajustar um modelo da classe ARCH-GARCH para
levar esse fato em conta. O grafico da série, Figura 3.6 (a) mostra grupos de
retornos com variabilidade (volatilidade) grande e outros com variabilidade
menor.

Series : reslnicv

0 5 10 15 2
Lag

Series : resinicv

Figura 3.7: F.a.c. e f.a.c.p. dos residuos do modelo ARIMA(1,1,0) ajustado a
série In(/CV).

3.5 Previsao com Modelos ARIMA

Queremos prever X, tendo-se observagoes até o instante 7', usando um
mo-

delo ARIMA. Seja

o(B) = 6(B)A = (1= 9B — B — .. — i, aBH).
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Chamemos de XT(h) a previsao de Xr4, de origem T e horizonte h. Pode-
se provar que a previsao de EQMM (erro quadrético médio minimo) é dada
pela esperanca condicional de X, dado o passado Xp, X7 _1,---, ou seja,

Xr(h) = ElpiXrin1+...+ Cpt+dXT+h—p—d
+00 + ET+h — 91€T+h_1 i quT—i-h—q | XT, XT—17 .. )

Para calcular as previsoes usamos os fatos:

_ XT+j7 se j <0
(a) E(Xry)[Xr, Xpo,...) = {XT(j)a se ) >0

ET+7, sej <0
(b) E(eryi| X, Xr1,...) = {O,ﬂ se j >0

Logo, para calcular previsoes temos que:

(a) substituir esperangas passadas (j < 0) por valores Cor}hecidos, Xrijeert;
(b) substituir esperangas futuras (j > 0) por previsoes Xr(j) e 0.

ARIMA Model Diagnostics: rpetro

ACF Plot of Residuals

10

ACF
00

-10

10 20 30
PACF Plot of Residuals

PACF
-004 00 004

(e} 10 20 30
P—values of Ljung—Box Chi—Squared Statistics

-value
P 0.5

00

16 17z 19 20

is8
Lag
ARIMA(15,0,0) Model with Mean O

Figura 3.8: Diagndstico do modelo do exemplo 3.10.

Exemplo 3.13. Suponha o modelo AR(2),
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(1 — 1B — ¢2B*) X, = ¢ + &4
Temos que
Xrih = 01 Xrin-1+ 02 Xrin—2 + Qo + Ern,
logo:
(i) Para h =1, temos X7(1) = ¢1 X7 + ¢p2 X171 + o;
(ii) para h = 2, temos XT(2) = QﬁlXT(l) + o X7 + Oo;
(i) para h > 2, temos Xp(h) = ¢1 X7 (h — 1) + ¢ Xp(h — 2) + .

Escrevendo-se o modelo na forma de médias méveis (infinita), pode-se
provar que o erro de previsao é dado por

er(h) = Xrin — Xr(h) = eren + Yierini + ... + Yno1er41, (3.28)

V(h) = Var(er(h)) = o?(1+ 42 + ... + 92 ). (3.29)
em que os pesos ¢; vém de ¢(B) = ¢~ (B)0(B).
A variancia do erro de previsao é dada por
V(h) = Var(er(h)) = o?(1 + 2 4+ ...+ 7). (3.30)

Observe que, como er(1) = Xrq — X’T(l) = 741, 08 erros de previsoes a
um passo sao nao correlacionados.

No desenvolvimento acima supusemos os parametros do modelo conhecidos.
Na pratica, usamos o modelo estimado para fazer as previsoes. Nesse caso,
(3.29) fica

V(h) =6>(1+> 42, (3.31)

onde os 1, sdo obtidos de ¢)(B) = (¢(B))~'6(B).
Exemplo 3.14. Considere o modelo MA(1)

Xt = 90 + & — H&thl,
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onde 0y = E(X}).
Para obtermos as previsoes com origem 7" e h = 1, escrevamos o modelo
na forma

Xry1 =00+ ey — Oer.
Tomando-se a esperanca condicional ao passado, temos

~

XT(l) = 90 + E(ET+1|XT, XT—la .. ) — 9E(€T|XT, .. .),
ou seja,

XT<1) = 90 — (9€T.

O valor de er é calculado recursivamente, como vimos na se¢ao 3.3.2. O
erro de previsao um passo a frente é dado por

er(1) = Xpy — Xp(1) = erp
e, portanto, Var(er(1)) = o?. Essa variancia ¢ estimada por 62.

Para h = 2, de

Xpio =00+ erio — O,

obtemos

X1(2) = E(Xr4s|Xr,...) = 0,

de modo que

er(2) = erya — Oeria.

A variancia do erro de previsao a dois passos sera, entao,

Var(er(2)) = (1 + 6%)0?,

que é maior do que a variancia do erro de previsao a um passo.

Vemos que a previsao a dois passos é igual a média 6, do processo. De
modo geral, Xp(h) = 6, para h > 2. Para um modelo MA(q), a previsio
XT(h) serd igual & média do processo apds ¢ passos.

Exemplo 3.15. Consideremos o In(/C'V), para o qual ajustamos um modelo
ARIMA(1,1,0) com 6y,

(1—0,5119B)(1 — B)In ICV = 0,01036 + ¢,
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ou
(1 —1,5119B + 0,5119B%)Y; = 0,01036 + &;.

Assim, para a origem de previsao T,

YT+h = 1, 5119YT+h71 — O, 5119YT+h72 + O, 01036 + ET+h

~

Yr(h) = 1,5119E(Yrana|Ye, Yro1...) — 0,5119E(Yypp_a|Ye, Vi1 .. .)
+ O, 01036 + E(ETJrh’YT, YT,1 .. )

Segue-se que as previsoes de origem T' sao dadas por
Yr(h) = 1,5119Y7(h — 1) — 0,5119Y7(h — 2) +0,01036, h > 1.

Na Tabela 3.8, temos as previsoes feitas a partir da origem 7" = 114 (junho
de 1979) para h = 1,2,...,12 (isto é, previsoes para os restantes 6 meses de
1979 e os primeiros 6 meses de 1980).

Sabemos como calcular a variancia do erro de previsao, que é dada por
(3.29). Para podermos determinar um intervalo de confianca para X, seré
necessario fazer uma suposicao adicional para os residuos, ou seja, além de
supor que E(g;) = 0, Var(e;) = 02 para todo t e E(g;a,) = 0, t # s, iremos
supor que &; ~ N(0,0?), para cada t.

Segue-se que, dados os valores passados e presente da série, X, Xr_q,...,
a distribuicio condicional de X, serd N(Xr(h), V(R)).

Logo,

 Xpip, — Xp(h)
- [vm)2

e fixado o coeficiente de confianga v, podemos encontrar um valor u, tal que
P(—uy, < U < uy) =7. Ou seja, com probabilidade ~,

U

~ N(0,1)

Xr(h) = u, [V(R)]Y? < Xpan < X(h) + uy [V ()],
Substituindo V'(h) por V(h) obtemos

A

XT(h> — uvﬁ

he1 1/2 he1 1/2
1+ Z %2] < Xryn < Xp(h)+u\o |1+ Z ]2] . (3.32)
J=1 j=1




3.6. MODELOS SAZONAIS 101

Exemplo 3.16. Podemos determinar o intervalo de confianga para Yr,, no
Exemplo 3.15, para cada valor de h.
Assim, para h = 3,

V(3) = (1 + 47 +43)5?, onde 6% = 0,0000923.

Os pesos @Ej,j = 1,2 neste caso valem 1,5119 e 1,7739 respectivamente,
logo

V(3) = (1+ (1,5119)% + (1, 7739)2).0,0000923 = 0, 000594.
Para v = 95%, temos u, = 1,96, portanto (3.29) fica
Yr(3) = 1,96[V(3)]'/* < Vs < Vi (3) + 1,96[V(3)]/?

ou seja, o intervalo de confianga para Y7 é [6,6915; 6, 7871].

Da mesmo modo, podem ser obtidos intervalos de confiancga para Y1, Y7o
etc. Observe que a variancia aumenta com h; logo, as amplitudes desses inter-
valos aumentarao a medida que nos afastamos da origem ¢, caracterizando o
aumento da incerteza das previsoes para h passos a frente, h grande.

Obtidas as previsoes e intervalos de confianca para Y;, podemos obter pre-
visoes e intervalos de confianga para a série original X; = exp{Y;}.

3.6 Modelos Sazonais

Tradicionalmente, procedimentos com médias moveis e regressao sao usados
para estimar a componente sazonal de uma série temporal. Nao iremos nos
deter nesse assunto aqui. Veja Morettin e Toloi (2006) para detalhes.

Exemplo 3.17. A Figura 3.9 (a) mostra a série de indices mensais de produgao
industrial do Brasil (IPI, arquivo m-ipi85.00.dat), setor de alimentagdo, no
periodo de janeiro de 1985 a julho de 2000, 7" = 187. Observamos que a
série apresenta uma componente sazonal de periodo 12 meses, além de uma
tendéncia suave, mas crescente. Na Figura 3.9 (b) temos a f.a.c. da série, que
denominaremos X;, que reflete a aparente periodicidade existente na série.
Tomando-se uma diferenga, obtemos a série da Figura 3.9 (c), cuja f.a.c.
estd na Figura 3.9 (d). Notamos que a f.a.c. ainda mostra a forma tipica da

de uma série com componente sazonal, com valores grandes nos “lags” 6, 12 e
18. Seja Y; = AX,.
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Tabela 3.8: Previsoes para o logaritmo da série ICV, com
origem 1" = 114 (junho de 1979), usando o
modelo ARIMA(1,1,0) com 6, = 0,01036 e

~

¢ =0,5119.

t Y, [ Yr(h)
112 | 6,5944
113 | 6,6147
114 | 6,6567
115 | 6,6995 | 6,6836
116 | 6,7334 | 6,7153
117 | 6,7441 | 6,7393
118 | 6,8416 | 6,7619
119 | 6,8876 | 6,7839
120 | 6,9556 | 6,8057
121 | 6,9994 | 6,8269
122 | 7,0326 | 6,8482
123 | 7,0750 | 6,8695
124 | 7,1204 | 6,8907
125 | 7,1770 | 6,9120
126 | 7,2255 | 6,9332

Series : ipi
S
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Figura 3.9: (a) Série IPI (b) f.a.c. da série (¢) Primeira diferenca da série IPI
(d) f.a.c. da primeira diferenga

Para obtermos uma série livre de componente sazonal tomamos uma diferenca
sazonal de ordem 12,
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Zy = ApY; = (1 — B)Y,, (3.33)

ou seja,

Zi =Y =Y 1o

Segue-se que podemos escrever

Zy = (1-B)(1 - B?)X,. (3.34)

Note que essa série tem 12 observagoes a menos que a série Y; que, por sua
vez, tem uma observagao a menos do que a série X;. Logo, perdemos, no total,
13 observagdes neste processo de tomar primeiro, uma diferenga simples (ou
regular) e, depois, uma diferenca sazonal (de ordem 12, no caso).

Na Figura 3.10, temos a f.a.c. e f.a.c.p. da série Z;.

Uma andlise da f.a.c. e f.a.c.p. de Z; pode nos dar uma sugestao do modelo
final para a série. Todavia, como ja salientamos, essas fungoes tém, em geral,
uma forma complicada, e pode ser dificil identificarmos um modelo a partir
delas.

Um modelo sugerido por Box et al. (1994) e bastante utilizado em aplicagoes
praticas é o chamado “airline model”, que tem a forma

Series : d12dipi

ACF
02 02 06 1.0

Series : d12dipi

o 5 10 15 20
Lag

Partial ACF
-0.100 0.1

-0.3

Figura 3.10: Série Z; = AA 12X, (a) f.a.c. (b) fa.c.p.

(1—B)(1— B*)X, = (1-0B)(1 — OBz, (3.35)

com |0| < 1,|0] < 1. Em (3.35), 6 é o parametro “regular” de médias moveis,
O é o parametro de médias moveis sazonal e s é o periodo sazonal.
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O modelo (3.35) é um caso particular do chamado modelo ARIMA sazonal
multiplicativo (SARIMA) de ordem (p,d,q) x (P, D, Q)s, dado por

O(B)D(B*)AIAPX, = 6(B)O (B, (3.36)
onde
¢(B)=1—¢B—---— ¢,BP é o operador autorregressivo estacionario
de ordem p;
(B)=1—6,B—---—0,B?é o operador de médias méveis invertivel de
ordem ¢;
®(B)=1—®,B*—--- — dpB*F é 0 operador autorregressivo sazonal

de ordem P, estacionario;

O(B*) =1-0,B°—---—0B*? é 0 operador de médias méveis sazonal
de ordem @), invertivel;

A = (1 — B) é o operador diferenga;
A% = (1 — B)4, d indicando o nimero de diferencas;
A = (1 — B?) é o operador diferenca sazonal;

AP = (1 - B*)P, D indicando o nimero de“diferengas sazonais”.

Estimando o modelo (3.35) para a série IPI obtemos

(1+0,2562B* +0,1587B° + 0,2984B7)(1 — B)(1 — B"*)X,
= (1 —0,5409B)(1 — 0,6584B%)¢,, (3.37)

com 62 = (5,51)%

As previsoes para os meses de janeiro a julho de 2000, com origem em
dezembro de 1999 (7" = 180), encontram-se na Tabela 3.9 e Figura 3.11. Na
Tabela 3.9, EQ M Pygy denota o erro quadratico médio de previsao, com origem

em 1" = 180 e horizonte h, isto ¢,

1 7

EQMPiso = = (Xr.n — Xr(h))*,
h=1
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3.7 Problemas

1. Para um modelo AR(1), prove que, se p; = ¢Vl || < 1, entdo

LA+ —¢%) .
Var(r;) = 7 5 —2j¢% | ;
em particular, Var(r;) = £(1 — ¢?).
2. Prove que Var(r;), dada no Problema 1, converge para % [}fii} quando

Jj — 400, se |¢| < 1.

3. Prove que, para um processo AR(1), Var(W) = 200,

4. Suponha que um programa de identificagao forneceu os seguintes resul-
tados:

J 1 2 3 4 5 6
r; [-0,82 041 -0,12 0,08 -0,09 0,05
oi;i | -0,82 -0,73 -0,05 0,25 0,20 0,12

T =100, X = —0, 08, S% = 2,40. Identifique um modelo para X;.
5. Considere o modelo (1 — ¢B)X; = (1 — §B)e;. Mostre que:

(a) Xy = (14 ¢B)(1 —0B)e, se ¢ pequeno;
(b) Xy = {1+ (¢ —0)B}ey, se ¢ e 6 sdo pequenos.

Tabela 3.9: Previsoes para a série IPI, utilizando o mod-
elo (3.36), com origem em 7" = 180 ¢ h =
1,2,...,7.

T+h Xr(h) Erropadrao  Xrpyy
181  106,4046 92,5106 100,1300
182 98,2554 6,0637 99,9000
183 109,5588 6,5704 105,3800
184  109,7577 7,0407 101,9600
185  125,3837 7,1290 116,1900
186 131,6298 7,1998 124,6600
187 143,4999 7,3504 131,1000

EQM Prgy = 58,17
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Figura 3.11: Série IPI com previsées utilizando o modelo (3.36), com
origem em dezembro de 1999 e h =1,2,...,7

6. Suponha que a f.a.c. amostral de uma série com 7" = 100 observagoes
seja dada por

jl1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0,61 0,37 -0,05 0,06 -0,21 0,11 0,08 0,05 0,12 -0,01

T

Sugira um modelo ARMA que seja apropriado.

7. Suponha que 100 observagoes de uma série temporal fornegam as seguintes
estimativas: ¢y = 250, r1 = 0,8, o = 0,7, r3 = 0,5. Use as estimativas
de Yule-Walker para determinar se a série é adequadamente ajustada por
um modelo AR(1) ou por um modelo AR(2).

8. Uma série com 400 observagoes apresentou os seguintes resultados:

i1 2 3 4 5 6 7
;| 0.8 <05 0,07 -0,02 -0,01 0,05 0,04

X =28,0;¢c=9,0.

(a) Explique porque podemos ajustar a série um modelo AR(2).



3.7. PROBLEMAS 107

(b) Obtenha as estimativas ¢; e ¢y do modelo AR(2) utilizando as
equacoes de Yule-Walker; obtenha também estimativas do termo
constante 0y e da Var(a;).

(c) Verifique se o modelo ajustado satisfaz as condigoes de estacionar-
iedade.

(d) Usando $1 e gEQ como sendo os verdadeiros valores de ¢; e ¢ do
processo AR(2), determine os valores de p;, p2 e ps. Descreva,
também, o comportamento geral da f.a.c. desse processo.

9. Identifique um modelo ARMA para a série de log-retornos didrios da
Vale (arquivo d-vale98.10.dat).

10. Idem, para a série de log-retornos mensais do S&P500, de janeiro de 1962
a dezembro de 1999 (arquivo m-sp62.99.dat), T = 456.

11. Construa os intervalos de confianca com coeficientes de confianga igual
a 0,95, para os parametros ¢ e 6y do Exemplo 3.9.

12. Suponha que para um modelo ARMA(1, 1), com T = 152, obtemos ngS =
0,85, § = —0,6, 62 = 0,086. Obtenha intervalos de confianca para ¢ e
6, com coeficiente de confianga 0,95.

13. Suponha que os residuos obtidos, ajustando-se o modelo AX, = (1 —
0,6B)b; a uma série com 1" = 127 observagoes, forneceram as seguintes
autocorrelagoes:

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
r(b)|-0,40 0,02 -0,07 -0,01 -0,07 -0,02 0,15 -0,07 0,04 0,02

(a) Verifique se ha valores anormais.

(b) Use o teste de Box-Pierce-Ljung para verificar se o modelo é ade-
quado.

(c) Os residuos sugerem que o modelo deva ser modificado? Em caso
afirmativo, qual modelo deveria ser considerado?

14. Suponha que os residuos &; do modelo (1—B)X; = (1+0,6B)e,, ajustado
a uma série de 80 observacoes, forneceram as seguintes autocorrelagoes

j |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
r2(7)10,39 0,20 0,09 0,04 0,09 -0,13 -0,05 0,06 0,11 -0,02
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Analise se 0 modelo ajustado é adequado e se existe alguma indicagao
de falta de ajustamento do modelo. Se isso ocorreu, sugira um modelo
modificado e teste-o.

15. Obtenha a funcao de previsao {Xt(h), h = 1,2,...} para os seguintes
modelos:

(a) A%2X; = (1-0,9B+0,5B?)¢; ;
(b) (1 — ]_, 8B + 0, 832)Xt = &¢,
(¢) (1—0,6B)AX, = (1—0,5B)e,.
16. Considere o modelo X; = 0,8X; 1 + &;, com &, ~ N (0,1).
(a) Obtenha X,(h), h = 1,2,3,100.
(b) Calcule V(h), h = 1,2, 3,100.
(¢) Suponha os dados:

tl 1 2 3 4 5 6 7
X, 10,66 057 0,66 -147 -1,38 -19 -0,7

Calcule X7 (h), h = 1,2,3,100.
(d) Obtenha intervalos de confianca para Xg e Xo.

17. Considere o modelo SARIMA(0,1,2) x (0,1,1);5:
AAngt = (1 — @B12)(1 — 91B — 9232)8,5.

(a) Escreva o modelo na forma de um modelo ARIMA.
(b) Qual a ordem do modelo ARIMA resultante?
(c) Obtenha a f.a.c. do modelo.

18. Para o modelo SARIMA(0,1,1) x (0,1,1);s:

(a) escreva-o explicitamente;
(b) obtenha a regiao de invertibilidade;

(c) obtenha as autocorrelagdes do processo.

19. Obtenha as estimativas dos parametros dos modelos identificados nos
Problemas 9 e 10.
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20. Suponha que o modelo
(1-BYX; =3,0+¢ 41,06, —0,55,_4, 0 =2,25,
foi ajustado as observacoes de uma série de dados trimestrais.

(a) Suponha que as observagoes e residuos dos tltimos quatro trimestres
sao dadas por

I o I IV
X, | 124 121 129 139
& | 2 -1 1 3

Encontre as previsoes Xt(h), h=1,23,4.
(b) Determine os pesos 1, j > 0.

(¢) Calcule as variancias dos erros de previsao e;(h) = Xpon — Xi(h),
h =1,2,3 e 4 e utilize-as para construir intervalos de confiancga para
os futuros valores X;,,, h =1,2,3 e 4.

21. Estime o modelo (3.35) para a série IPI e mostre que obtemos (3.37).

22. Ajuste um modelo SARIMA apropriado a série de Produgao Fisica Indus-
trial Geral de janeiro de 1985 a julho de 2000 (arquivo m-pfi85.00.dat).






CAPITULO 4

Raizes Unitarias

4.1 Introducao

Como vimos na segao 2.6, o problema de raiz unitaria em modelos ARMA
aparece quando o polinomio autorregressivo apresenta uma raiz sobre o circulo
unitario. Isso implica que devemos tomar uma diferenca da série original antes
de ajustar o modelo. Podemos ter raizes unitarias também no polinomio de
médias méveis, como no exemplo 2.4. Isso pode indicar que os dados foram
super-diferencados. Veja a secao 4.4 para mais detalhes.

Neste capitulo vamos considerar testes para raizes unitarias em modelos AR
e ARMA. Para efeito de ilustragao, consideremos o modelo AR(1) estacionério,

X, =600+ ¢X, 1 +¢e, & ~RB(0,0%), (4.1)

no qual 6y = (1 — ¢)u, p = E(Xy), |¢| < 1. Se darv indica o EMV de ¢, entdo
sabemos que, para T observacgoes do processo,

darv ~ N (0, (1= %)/T). (4.2)

Se quisermos testar a hipétese Hy : ¢ = ¢y contra a alternativa Hy : ¢ # ¢y,
usamos a estatistica

QEMV A_ ¢0 (43)
ep-(darv)

em que o denominador indica o erro padrao estimado de QAﬁ Mmv- Sob a hipdtese
nula, a estatistica (4.3) tem uma distribui¢ao ¢ de Student. Observe que (4.2)
pode ser escrita

VT (Guy = ¢) © N(0, (1 - %), (4.4)

111
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de modo que podemos dizer que ¢y = O,(T~1/2), ou seja, a taxa de con-
vergéncia do estimador é 1/v/T.

No caso de raizes unitdrias, a aproximagao normal (4.2) nao se aplica; logo,
nao podemos usar a distribuicao t para testar

HO : (b:l,
H, : ¢<1 (45)

Suponha 6y = 0 em (4.1). Sabemos que EMV sao assintoticamente equiva-
lentes a EMQ, de modo que supondo &; ~ N(0, 0?), teremos

T
~ 1 Xi1 X
Pmq = —zt}l : 21 3 (4.6)
2= it
E facil ver que
2 > iy Xiaer
OmQ — 0= T , (4.7)
2o Xi
que entra no numerador de (4.3) com ¢ = ¢y.
Para testar (4.5) temos que estudar o comportamento de
T
- _ Xi1€
brg — 1= —Zt; 3 (4.8)
D1 Xia
4.2 O Teste de Dickey-Fuller
Consideremos o modelo (4.1) com média zero, isto é,
X, =¢X; 1 +e, & ~RBN(0,07). (4.9)
Segue-se que
AXt = ¢*Xt_1 —+ Et, (410)

na qual ¢* = ¢ — 1. Podemos obter o EMQ de ¢* por meio da regressao de
MQ de AX; sobre X; ;. Logo (4.5) é equivalente a

Hf @ ¢"=0,
H @ ¢ <. (4.11)
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O seguinte resultado sera demonstrado no Apéndice a este capitulo.

Teorema 4.1. Considere o modelo (4.9) com Xy, = 0 e suponha que &, ~
i.i.d.(0,0%). Entao,

: » L(WR 1)
T mo — 1 1
Puse =) o P

: (4.12)

onde W (r) é o Movimento Browniano padrao.

Em particular, W(1)? ~ x2(1) e como P(x*(1) < 1) = 0,68, de (4.12)
temos que a probabilidade de que o lado esquerdo de (4.12) seja negativo
converge para 0,68, para T — oco. Ou seja, mesmo que tenhamos um passeio
aleatério (¢ = 1), simulando-se muitas amostras de tal processo, em aproxi-
madamente 2/3 delas o estimador gEMQ serd menor que 1. De (4.12) vemos que
a taxa de convergencia do estimador é diferente do caso estacionario: QASMQ =
O,(T™1).

Para testar (4.5) ou (4.11) podemos usar a estatistica

po e (4.13)
e-P-(Qb*MQ)
em que
e S
ep((bMQ) = T 1/2° (414)
(X x2)
e
T
1 ~
SQ == m (AXt - ¢*MQX1‘/71)2 (415)
t=2

é o estimador de o2 na regressao (4.10). Segue-se que a estatistica (4.13) é
equivalente a

<ZBMQ —1
(52/ X2

que pode ainda ser escrita na forma

(4.16)

7=
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TS X,
= 2 Xae (4.17)
S(T=23 X2 )2
O resultado a seguir é conseqiiéncia do Teorema 4.1.
Teorema 4.2. Sob as mesmas suposicoes do teorema anterior,
W(nP? -1
;o 1 (WP -1 (4.18)

1
2 ()

Os testes usando (4.12) ou (4.18) s@o chamados testes de Dickey-Fuller,
abreviadamente DF. Veja Dickey e Fuller(1979). As distribui¢oes das es-
tatisticas correspondentes sao tabuladas. Valores criticos de 7 para niveis de
significancia 0,01, 0,05 e 0,10 sao dados, respectivamente, por —2,60, —1.95
e —1,61, para amostras de tamanho n = 100. Para amostras grandes, maiores
que 500, esses valores sao, respectivamente, —2,58, —1,95 e —1,62. Observe
que rejeitamos Hy se 7 for menor que o valor critico apropriado. As densidades
simuladas de T(QBMQ — 1) e 7, sob Hy, estao representadas na Figura 4.1.

0.75¢
o.15§
0.125§
oaf
o.o75§
o.osé

0.025F

20 -175-15 -125 -10 15 5 25 0 25 5 4392 101 2 3 4

@ (b)
Figura 4.1: Distribuigdes, sob Hy : ¢ = 1, de (a) T(ngSMQ —1)e(b) 7.

Suponha, agora, que a média nao seja zero e temos o modelo (4.1). Nesse
caso,
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AX; =00+ ¢" Xi1 + &, (4.19)

onde ¢* = ¢ — 1. Novamente, teremos (4.5) e (4.11) como hipéteses equiva-
lentes. O EMQ de ¢* é obtido por meio da regressao de AX; sobre 1 e X;_;.
O denominador de (4.14) ficard, agora, (3_(X,_; — X)?)'/2. Embora 7 ainda
seja dada por (4.13), ou pelas expressoes equivalentes (4.16) e (4.17), com os
denominadores corrigidos, a presenca de 0y altera a distribuicao assintoética da
estatistica. Nesse caso, a notagao padrao utilizada para 7 é 7, entendendo-se
que o processo X; tem média p = 6p/(1 — ¢). No lugar de (4.12) e (4.18)
teremos, respectivamente,

WP —1) = W) [y W(r)dr
Jo TW ()2 — (f W (r)dr)?

0

T(drg—1) = : (4.20)

~ o LIWOR = 1) = W) [y Wrdr
Y2 )P — ([ W (r)dr)?] 2

A distribuicao de 7, afasta-se mais da normal do que no caso u = 0. Veja
a Figura 4.2. Valores criticos de 7, para niveis de significancia 0,05, 0,025
e 0,01 sao dados por —2,86, —3,12 e —3,42, respectivamente, para amostras
grandes.

O teste usando 7, ¢ chamado teste de Dickey-Fuller aumentado (“aug-
mented Dickey-Fuller test”), abreviadamente, teste ADF. Veja Dickey e Fuller
(1981).

Na realidade, as estatisticas 7 e 7, sdo usadas para testar Hy : ¢ =16, =
0. Poderiamos testar separadamente 6, = 0, mas a estatistica ¢ novamente nao
¢é apropriada.

Para testar a hipotese

(4.21)

HO : 90 = O, ¢ = 1, (422)

podemos usar um teste do tipo Wald. Sob Hy, o processo é um passeio aleatorio
sem “drift”, de modo que podemos usar um teste da forma

~ SQR(restrita) — SQR(irrestrita) /r
B SQR(irrestrita) /(T — k) ’
onde r é o numero de restrigoes sob Hy e k é o nimero de parametros do

modelo irrestrito (de modo que 7' — k é o nimero de graus de liberdade do
modelo irrestrito).

D, (4.23)
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A estatistica ®; nao tem distribuicao F(r,T — k) e foi tabulada em Dickey
e Fuller (1981).
Em nosso caso, r =k=2e

_(ZAxE-3eh)?
o, = SETE I (4.24)

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Figura 4.2: Distribuigao de 7,, sob Hy : ¢ = 1.

Note que 32 &2 = S (AX; — 6y — drrgXi—1)%. Valores criticos de ®; para
niveis de significancia 0,05 e 0,01 sao, respectivamente, 4,59 e 6, 43.

4.3 Extensoes do Teste DF

Suponha, agora, que a série possa ser representada por um processo AR(p):

Xi—p=d1(Xem1 —p) + .o+ Op(Xemp — 1) + &, (4.25)

onde €; como sempre é ruido branco de média zero e variancia o2. O modelo
pode, ainda, ser escrito na forma

P
Xi =0+ Z Oi Xt + &, (4.26)
i=1
ou, ainda,
AXt = 60 + (ﬁIXt—l + ¢§AXt_1 + ...+ ¢;AXt_p+1 + &4, (427)

onde ¢ = S0, 61— 1, 6 = = X0 65, j = 2...p.
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Se o polindmio autorregressivo ¢(B) tiver uma raiz unitaria, entao ¢(1) = 0,
ousejal —¢ —¢go — ... — ¢, =0, ou ainda, Y » | ¢ = 1 e portanto ¢} = 0.
Logo, testar a hipdtese que o polinomio autorregressivo tem uma raiz unitaria
¢ equivalente a testar a hipdtese que ¢ = 0.

Vemos que ¢] pode ser estimado como o coeficiente de X;_; na regressao
de minimos quadrados de AX; sobre 1, X; 1, AX; 1,...,AX;_p1.

Para T grande, as estatisticas T(¢* — 1) e Ty = ¢t /e pi(4F) tém as mesmas
distribuigoes assintéticas dadas em (4.20) e (4.21).

Ng e Perron (1995) sugerem o seguinte procedimento para escolher p. Fixe
um limite superior pmax para p e estime a regressao (4.27) para p = pmax. Se
o valor absoluto da estatistica t para testar a significancia da ultima diferenca
A X, for maior do que 1,6, coloque p = pmax e faca o teste de raiz unitaria.
Caso contrario, reduza o valor de p de uma unidade e repita o processo.

Schwert (1989) propoe tomar

T 1/4
= (12| —
Pmax [ (100)

onde [z] denota o maior inteiro menor ou igual a z.

No caso de X; ~ ARMA(p, q), Said e Dickey (1985) provavaram que 7,
obtida do modelo

, (4.28)

k q
AXt = 90 -+ quthl -+ Z (b;-lAXt*i + & — Z Qjet,j, (429)

i=1 j=1

com k =p — 1, tem a mesma distribuicao assintética que 7, obtida de (4.27).
Aqui supomos p e ¢ conhecidos e o lag k£ usualmente é escolhido como em
(4.28).

Exemplo 4.1. Suponha que X; seja gerado por um processo ARIMA(1,1,0),
com Xg=0,¢0=0,7,¢ ~N(0,1) e T =200. O grafico estd na Figura 4.3,
juntamente com a f.a.c. e f.a.c.p.
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Series aima

H ‘ [
. | ‘ ‘ | ‘ [

Figura 4.3: Série X3, f.a.c. e fa.c.p.

i
Series: aima

Se nao soubéssemos como os dados X; foram gerados, estas fungoes suge-
ririam que estamos diante de uma série nao estacionaria. Na Figura 4.4, temos
a série AX; e as respectivas f.a.c. e f.a.c.p.

Vemos, agora, que a hipotese de estacionariedade para a primeira diferenga
parece ser razoavel. Em particular, a f.a.c.p. sugere um modelo AR(1) para
A Xy, que estimado pelo SPlus resulta

$=0,716, 6% = 0,982, dp.(¢) = 0,0313,

mostrando que rejeitamos Hy : ¢ = 0. O valor estimado esta préximo do
verdadeiro valor de ¢ = 0,7. Ou seja, se estivéssemos de posse da série gerada
na Figura 4.3, ajustariamos o modelo

(1-0,716B)(1 — B)X, =¢;, & ~ RB(0;0,982).

Novamente, nao tendo conhecimento de como os dados foram gerados, va-
mos testar a presenga de uma raiz unitaria. A f.a.c.p. da série original sugere
um modelo AR(3), de modo que podemos considerar

AXt = ‘90 -+ QbTXt—l + ¢§AX15_1 + ¢§AXt_2 + &;. (430)

A regressao de AX, sobre 1, X; 1,AX, ; e AX, 5 fornece o modelo ajus-
tado
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AX,; = —0,094869 — 0,000275X,_1 + 0, 707155AX,_; + 0, 024766 A X,_,

onde os desvios padroes dos coeficientes estimados sao, respectivamente, 0,0935,

0,0012, 0,0451 e 0,0451.

Series: darima

:

g
Series: darima

Figura 4.4: Série AX,, f.a.c. e f.a.c.p.

O valor da estatistica do teste ADF é 7, = (—0,000275/0, 0012) = —0, 2292;
logo, nao rejeitamos a hipotese de que ha uma raiz unitaria com o nivel de sig-
nificancia 0,01; o valor critico é —3,45.

Na secio 4.2, consideramos o modelo (4.9) e o teste (4.5) ou (4.11). E claro
que uma hipétese equivalente a (4.5) é

H() . AXt = &, (431)

onde g; ~RB(0, 0?). Essa hipdtese implica que a diferenga de X; é estacionéria
(X é “difference stationary”). A hipétese alternativa é ¢ < 1 ou X, é esta-
cionério.

Uma primeira extensao foi adicionar ao modelo um termo constante, de
modo que

H(] . AXt = 90 + &¢. (432)
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Uma possivel alternativa a essa hipdtese é supor que

Hy @ Xy = Bo+ Bit + e, (4.33)

ou seja, X; apresenta uma tendéncia deterministica (o processo é trend sta-
tionary).

Perron (1988) mostra que 7, nao é capaz de distinguir entre (4.33) e (4.32).
Para testar Hy contra H; acima, temos que estender o procedimento anterior,
de modo a incluir uma tendéncia linear em (4.27):

k
AXy = Bo+ Pit+ 61X+ Y 0rAX i+, (4.34)

i=1
com k =p— 1. A estatistica para testar Hy : ¢7 =0 ¢

* —1
fo= M9 (4.35)
e-p'<¢1,MQ)

cuja distribuicao limite é dada pelo resultado a seguir.
Teorema 4.3. Sob a condicao de que os erros sejam i.i.d., de média zero e

variancia o2,

.o, 3P 1) WD) fy W(r)dr + A

T V)R — (J W (r)dr) + BJ2 (4:30)

em que

A 12[/1tW(t)dt _ %/1 W(t)dt][/l W(t)dt — %W(l)],

B = 12[/1 tW(t)dt/l tW (t)dt — (/1 tW (t)dt)?] — 3[/1 W (t)dt]?.

Na Figura 4.5. temos a densidade limite de 7, sob Hy. Valores criticos da
estatistica para niveis 0,01, 0,025 e 0, 05 sao dados por —3, 96, —3,67 ¢ —3, 41,
respectivamente. Um teste conjunto Hy : ¢f =0, f; = 0 em (4.33) pode ser
construido utilizando (4.23). Ver tabelas em Hamilton (1994).
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-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Figura 4.5: Distribuicao limite de 7.

Phillips (1987) e Phillips e Perron (1988) desenvolveram um teste que
difere do teste ADF, supondo os erros correlacionados e possivelmente he-
teroscedasticos. Considera-se o modelo

AXy = 0o+ o1 X1 + Uy,

em que u; ~ 1(0), satisfazendo determinadas condigoes de regularidade. Veja
a secao 4.4. As estatisticas por eles consideradas sao modificadas para levar
em conta a autocorrelagao e heteroscedasticidade, apés estimar os modelos por
MQ ordinarios.

A estatistica, correspondente a 7,, usada no teste de Phillips e Perron
(brevemente, PP) é dada por

~2\ 1/2 1 /)2 _ 52 Te o (b
so-a(5) "4 (55) (9.

onde 6% e \? sao estimadores consistentes de

T—o00

T
o’ = lim 771 " E(u}),
t=1

T—o0

T T
AQ = lim Z E(T_ISQQ“)a ST = Zut,
t=1 t=1

. . ~ , _ T ~ N ,
respectivamente. O estimador 62 ¢ calculado como 7713 4?7 e A? é calcu-
lado como
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T ¢ T
N =Ty + % > wi) Y iy,

=1 j=1 t=j+1
com w;({) = 1—j/(¢+1). Tal estimador é conhecido como estimador de
Newey-West (Veja Newey e West, 1987). Na pratica, Phillips e Perron (1988)
sugerem usar ¢ = [T1/1].

Sob Hy : ¢7 = 0, a estatistica (4.37) tem a mesma distribuigao limite que

7u- O teste PP ¢ robusto a varias formas de heteroscedasticidade nos erros;

além disso, nao ha necessidade de se especificar p. Para detalhes ver Hamilton
(1994).

Exemplo 4.2. Considere a série Ibovespa, discutida no exemplo 1.1. O grafico
da série estd na Figura 4.6 (a) e os gréficos da f.a.c. e f.a.c.p. estdao na Figuras
4.6 (b) 4.6 (c). A f.a.c.p. sugere um modelo AR(1) para a série; logo, o modelo
a considerar é (4.19). Usando o EViews obtemos que o valor da estatistica de
teste ¢ 7, = 1,25866, com valor-p 0,9985 e nao rejeitamos a hipdtese nula em
(4.11). Como a constante do modelo parece ser nao significativa, podemos
considerar o caso (4.10), e a estatistica do teste tem valor 7 = 260781, e
novamente nao rejeitamos a hipotese de existéncia de uma raiz unitaria.

Exemplo 4.3. Vamos aplicar os testes ADF e PP para a série de indices de
fechamento diarios da Bolsa de New York, o Dow Jones Industrial Average
(DJIA), de 3/1/95 a 26/11/02, com T = 1992 observagoes. Na Figura 4.7,
temos a série e sua f.a.c., bem como a série de retornos e respectiva f.a.c.
Usando a formulagao (4.34), o coeficiente (31 nao foi significativo, o que nos leva
a considerar o modelo com uma constante. Usando o S+FinMetrics, obtemos
o Quadro 4.1 para o teste ADF, tomando-se pmax = 6. Nota-se, contudo, que
os coeficientes dos lags de 2 a 6 nao sao significativos. Com p = 1 obtemos o
Quadro 4.2, do qual segue que nao rejeitamos a hipétese nula de raiz unitaria.
No Quadro 4.3 temos o resultado da aplicacao do teste PP, que também detecta
raiz unitaria na série.

4.4 Comentarios Finais

Encerramos este capitulo com algumas observagoes sobre os testes de raizes
unitarias.

[1] No inicio da secao 4.1 ressaltamos que podemos ter raizes unitarias também
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na parte de médias méveis de um modelo ARMA. Na realidade, isso tem a
ver com um teste de estacionariedade, onde a hipotese nula especifica que
o processo é estaciondrio ao redor de uma tendéncia deterministica (trend-
stationary) e a hipdtese alternativa especifica que o processo é I(1).

Para ilustrar, retomemos o modelo (2.58)

Xy = Bo + Bit + ¢4,

onde agora €; = ¢e;_1 + 1y, sendo 7, ruido branco.

Se |¢] < 1, X serd um processo trend-stationary, ao redor de p; = Bo+ Bit.
Por outro lado, se ¢ = 1, g; é passeio casual e X; é um processo I(1) com drift.
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Figura 4.6: Série Ibovespa, f.a.c. e f.a.c.p.
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Figura 4.7: (a) Série DJIA (b) f.a.c. da série (c) Retornos do DJIA (d) f.a.c.
dos retornos

Como

AXy = pi+ Agy,
Aey = ¢Ae1 + 1 — My,

temos uma raiz unitaria na representacaio ARMA de AX,;. Para detalhes sobre
esse teste veja Kwiatkowski et al. (1992).

2] Phillips (1987) mostra que

1 1

5[W(1)2 —1] :/ W (r)dW (r), (4.38)
0

logo, os numeradores das distribuicoes assintéticas de (4.12) e (4.18) podem

ser substituidos pelo lado direito de (4.38), o mesmo valendo para (4.36).
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’ Quadro 4.1 - Teste ADF, com p = 6, para a série DJIA ‘

Test Tor Unit Root: Augnented DF Test

Nul | Hypothesis: there is a unit root
Type of Test: t test
Test Statistic: -2.019
P-val ue: 0.2787

Coefficients:

Val ue sStd. Error t value Pr(>|t])

lagl -0.0021 0. 0011 -2.0190 0. 0436

I ag2 0. 0091 0. 0225 0. 4038 0. 6864

Il ag3 -0.0402 0. 0225 -1.7905 0. 0735

Il ag4 -0.0187 0. 0225 -0.8319 0. 4056

I ag5 0. 0055 0. 0225 0. 2440 0. 8073
lag6é -0.0300 0. 0225 -1. 3350 0. 1820
const ant 20. 5289 9. 1876 2. 2344 0. 0256

Regr essi on Di agnosti cs:

R- Squar ed 0. 0050
Adj ust ed R- Squared 0. 0020
Dur bi n- WAt son Stat 1.9993

Resi dual standard error: 105.2 on 1982 degrees

of freedom

F-statistic: 1.649 on 6 and 1979 degrees of freedom
the p-value is 0.1298

Quadro 4.2 - Teste ADF, com p = 1, para a série DJIA ‘

Test Tor Unit Root: Augnented DF Test

Nul | Hypothesis: there is a unit root
Type of Test: t test
Test Statistic: -2.021
P-val ue: 0.2777

Coef ficients:
Value Std. Error t value Pr(>|t])
lagl -0.0021 0. 0011 -2.0215 0. 0434
const ant 20. 2425 9.1211 2.2193 0. 0266

Regr essi on Di agnosti cs:

R- Squar ed 0. 0021
Adj ust ed R- Squared 0. 0015
Dur bi n- WAt son Stat 1.9804

Resi dual standard error: 105.1 on 1987 degrees

of freedom

F-statistic: 4.086 on 1 and 1989 degrees of freedom
the p-value is 0.04337
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’ Quadro 4.3 - Teste de Phillips-Perron para a série DJIA ‘
fTest 1Tor Unit Root: PhillTips-Perron Test

Nul | Hypothesis: there is a unit root
Type of Test: t test
Test Statistic: -2.02
P-val ue: 0.2782
using bartlett w ndow with bandwi dth 8

Coefficients:
Value Std. Error t value Pr(>|t])
lagl -0.0021 0. 0011 -2.0215 0. 0434
constant 20. 2425 9.1211 2.2193 0. 0266

Regr essi on Di agnosti cs:

R- Squared 0. 0021
Adj ust ed R-Squared 0.0015
Dur bi n-Wat son Stat 1.9804

Resi dual standard error: 105.1 on 1987 degrees

of freedom

F-statistic: 4.086 on 1 and 1989 degrees of freedom
the p-value is 0.04337

[3] As suposigoes para o modelo considerado no teste de PP sao:

(i) E(ut) = 0, para todo ¢.

(ii) sup, E(|us|?) < oo, para algum S > 2.

(iti) A2 = limy_,o E(S2/T) existe e é finito, Sp = S, u.
(iv) u; é fortemente “mixing”.

Ver Phillips e Perron (1988) e Hamilton (1994) para o conceito de “mixing”
(independéncia assintética) e discussao das implicagoes dessas suposigoes.

[4] Testes de raizes unitérias apresentam vérios problemas, tais como: (a)
baixo poder para discriminar processos estaciondrios persistentes (|¢| proximo
de um) de processos nao estacionarios; (b) o poder diminui com a introdugao
de termos deterministicos ao modelo AR(1) bésico sem constante. Veja Perron
e Ng (1996) e Elliot et al. (1996) para sugestdes que aliviam esses problemas.

[5] Phillips e Shimotsu (2004) tratam do problema da estimacao do parametro
d de um processo de meméria longa quando d > 1/2, ou seja, no caso nao
estacionario, incluindo o caso de raizes unitarias e quando o processo tem uma
tendéncia polinomial. O estimador de d por eles utilizado é o estimador local
de Whittle. Veja o Capitulo 6 para nogoes sobre processos de memoria longa.

[6] Sob o ponto de vista bayesiano, testes de raizes unitarias foram considera-
dos inicialmente por Sims (1988) e Sims e Uhlig (1991). As criticas feitas
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por esses autores aos procedimentos frequentistas levaram Phillips (1991a,b)
a responder, o que gerou um debate saudavel, resumido por Bauwens et al.
(1999). Outras referéncias sao Lubrano (1995) e DeJong e Whiteman (1991).

4.5 Problemas

1. Considere a série de precos didrios de agoes da Petrobras (arquivo d-
petro98.10.
dat). Considere o modelo ajustado no Capitulo 3, exemplos 3.6 e 3.10.
Teste se ha raiz unitaria presente na série, usando os testes ADF e PP.

2. Teste para raizes unitarias nas seguintes séries, usando os testes ADF e
PP.

(a) precos didrios de agoes da Vale (arquivo d-vale98.10.dat);
(b) indices mensais do Bovespa (arquivo m-ibv94.01.dat);

(c¢) dados mensais dos juros do C-Bond brasileiro, de julho de 1994 a
agosto de 2001, T'= 86 (arquivo m-cbond94.01.dat).

3. Teste para mais de uma raiz unitaria. O desenvolvimento apresen-
tado no texto supoe que a série seja I(1), ou seja, contém no maximo uma
raiz unitdria. Podemos testar se a série é 1(2), dado que nao rejeitamos
Hy: ¢ =1. Os testes DF e ADF nao podem ser usados para AX;, pois
esses admitem que hé, no méximo, uma raiz. Dickey e Pantula (1987)
sugerem um procedimento para o caso da série conter no maximo duas
raizes unitarias. Para testar Hy : d = 2 (a série tem duas raizes) contra
Hy: d=1 (a série contém uma raiz), considere (no caso AR(1)),

A’Xy = o+ BoAXy 1 + &4

Compare o valor da razao ¢ para (3, com valor critico de 7,,. Rejeite Hy se
A~ P !’ , . P
tg, < T,. Se rejeitarmos Hy, podemos testar H : ha uma raiz unitéria,
! ~ ’ . . s A
contra H,: nao hé raiz unitdria, comparando 7, com ¢ g € t 5, em
1 2

A*X, = /3(/) + ﬁiXt—l + ﬁ;AXt—l + &

. . 4 ~ s, .
Rejeite H,, se as duas razoes ¢ forem menores do que o valor critico de
an
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. Teste se a série ICV (arquivo m-icv70.79.dat) tem no méximo duas raizes

unitarias.
Mesmo problema para as séries do problema 2.

Considere (4.34) com k = 1 ( ou p = 2). Por meio de substitui¢oes
sucessivas, mostre que se ¢ = 1 e 1 # 0, X; contera uma tendéncia
quadratica.

Observagao. E sempre possivel que [, # 0 e, nesse caso, a tendéncia
quadrética dominard a componente I(1). Dolado et al. (1990) e Banerjee
et al. (1993) mostram que, nesse caso, podemos usar a distribuicao
normal padrao como aproximacao para 7.. O mesmo acontece para 7,
se /1 = 0, mas By # 0. Dolado et al. (1990) propoém um procedimento
para testar raizes unitarias quando hé tendéncias presentes.

Apéndice 4: Provas dos Teoremas 4.1 e 4.2

Nesse apéndice, vamos demonstrar os teoremas 4.1 e 4.2, baseados em resul-

tados da secao 2.7. Os demais teoremas deste capitulo podem ser demonstra-
dos de modo andlogo e as provas podem ser vistas, por exemplo, em Hamilton
(1994).

Prova do Teorema 4.1. De (4.8) temos (com ¢y = @)

~

1 T

T(b—1) = . Al
MRS I o

Se ¢ =1, de (4.9), com Xy = 0, temos que X; = Xo+e1+...+¢& = 23:1 €5,

logo concluimos que X; ~ N(0,0%t). Também,

XtQ = (Xt_l + 5,5)2 = Xt2—1 + 8? + 2Xt—15t;

de onde obtemos

D AT -XE -,

N | —

T
Zthlgt =
t=1

1 T

1

t=1
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Dividindo-se ambos os membros por T'o? teremos
T T

1 1/ X0\ 1
— NTX, e, = L) — 2, A2
To? 2715 T ) <m/T> 37T D (4.2)

t=1

Mas X7/ovT ~ N(0,1), logo (X7/0v/T)? tem uma distribuiciao x(1), e

como o0s & sao v.a. i.i.d., com E(e?) = o, entao pela lei fraca dos grandes

nimeros temos que

T

1

Tz}}ia% (A.3)
t=1

Conclui-se por (A.2) e (A.3) que

T
1 1
ﬁ E Xt—lgt i) §(X - ].), <A4)
t=1

onde X ~ x2(1).
Vejamos o que acontece com o denominador de (A.1). Como &; sao i.i.d.,
de média zero e variancia o2, podemos formar as somas (2.82), ou seja,

e entdo, de acordo com (2.83),

0, se 0 <7< 1T,
Xy/T, sel/T <r<2/T,
YT(T) = .
Xr/T, ser=1.

Lembremos que Yrp(r) é uma funcdo em escada, com valor X;/T, para
Jj/T<r<({G+1)/T.

Como consequéncia da definicao 2.11 e do teorema da aplicacao continua,
vimos que

Sr(r) = WTYr(r)]> =5 a2 W ()], (A.5)

onde W (-) é o movimento Browniano padrao. Mas
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0, se0<r<1/T
X2/T, sel/T <r<2/T
ST(T): .

X2/T, ser=1.

Segue-se que

2
/O Sr(r T2 ZXt L

e de (A.5) e novamente do teorema da aplicagdo continua temos que

% ZXE_I BN 02/0 (W (r))?dr. (A.6)

t=2

Como T(¢ — 1) é uma funcio continua de (A.4) e (A.6) obtemos (4.12),
lembrando que W (1) = x*(1).

Prova do Teorema 4.2. Como 7 pode ser escrita como em (4.17) e S? L o2,
segue-se que

102 W(1)? ~ 1

2

(o2 i wirpar) " (o212

~ D
T

Y

que coincide com (4.18).



CAPITULO 5

Modelos para a Volatilidade

5.1 Introducao

Neste capitulo iremos estudar alguns modelos apropriados para séries finan-
ceiras que apresentam a variancia condicional evoluindo no tempo. Vimos que
os modelos lineares do tipo ARMA, por exemplo, admitem que as inovagoes
sejam um ruido branco, com média zero e variancia constante.

H& uma variedade muito grande de modelos nao lineares disponiveis na li-
teratura, mas nds iremos nos concentrar na classe de modelos ARCH (de auto-
regressive conditional heteroscedasticity), introduzida por Engle (1982) e suas
extensoes. Esses modelos sao nao lineares no que se refere a variancia, como
veremos abaixo. Consideraremos, também, os chamados modelos de volatili-
dade estocastica, que também admitem que a volatilidade varie com o tempo,
mas tém uma premissa diferente da dos modelos ARCH-GARCH.

Como dissemos acima, o objetivo serd modelar a volatilidade de um retorno.
A notacao a ser usada é aquela estabelecida na secao 1.7. Consideremos uma
série de retornos,

ry =In(P) — In(P,_y),

e sejam

e = E(Tt|Ft_1), ht = VaI'(T’t|E_1> (51)

a média e variancia condicional de r;, onde F;_; denotara a informacao até o
instante ¢t — 1, que consideraremos ser {r;_1,7_2,...,71}.

Em algumas situagoes iremos supor que p; = 0, de modo que neste caso
ht = E(T?lﬂ,l)

131
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Definimos no exemplo 2.3 o que seja um modelo linear; veja (2.52). Temos
que o valor do processo no instante ¢ depende de uma funcao linear de valores
presente e passados do ruido branco &;.

Na andlise de modelos nao lineares, as inovagoes (choques aleatérios) ; sdo
em geral supostas i.i.d. e o modelo tem a forma

re = g(e1-1,€1-2,...) F eth(er-1, €022, .. .), (5.2)

de modo que g(-) representa a média condicional e h?(-) é a variancia condi-
cional. Se ¢(-) for nao linear, o modelo diz-se ndo linear na média, enquanto
se h(-) for nao linear, o modelo diz-se ndo linear na variancia.

O modelo

2
T =€+ QEp_q,

¢ nao linear na média, pois g(-) = ag? ; e h(-) = 1, ao passo que o modelo
ARCH(1)

é nao linear na variancia, pois g(-) = 0 e h(-) = \Jar? |, e r,_; depende de
Et—1-

5.2 Modelos ARCH

Os modelos ARCH, ou modelos autorregressivos com heteroscedasticidade
condicional, foram introduzidos por Engle (1982), com o objetivo de estimar a
variancia da inflacao. A ideia basica aqui é que o retorno r; é nao correlacionado
serialmente, mas a volatilidade (variancia condicional) depende de retornos
passados por meio de uma funcao quadratica.

A Teoria dos Mercados Eficientes diz que os pregos incorporam a informacao
disponivel a todos os participantes do mercado, implicando que as variagoes de
pregos (retornos) nao sejam previsiveis (Fama, 1970; Campbell et al., 1997).
Ha trés formas de eficiéncia, dependendo da informacao disponivel aos partici-
pantes:

(a) eficiéncia fraca: retornos nao podem ser previstos a partir da histéria prévia
dos pregos;

(b) eficiéncia semi-forte: o conjunto de informagoes inclui a histéria passada
dos precos mais toda a informacao publica disponivel,
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(c) eficiéncia forte: o conjunto de informagoes inclui toda a informagao publica
e privada.

Quando dizemos que os retornos nao sao previsiveis, queremos dizer que
nao podemos prever retornos “anormais”, isto é, retornos que nao sao previstos
por um modelo suposto verdadeiro pelo mercado.

Eficiéncia fraca implica que os retornos sejam independentes ao longo do
tempo, ou seja, um modelo adequado seria 7; = p + &;, com g; ~ 1.i.d.(0, 0?),
o que é muito restritivo. Os modelos ARCH permitem que os erros sejam nao
correlacionados, mas dependentes, ou seja, Cov(rZ, r2 ;) pode ser nao nula.

Definicao 5.1. Um modelo ARCH(m) é definido por

re = Vhe, (5.3)

2 2
he = ap+oary 1+ ...+ amri_,,, 5.

onde ¢; i.i.d. com média zero, cg > 0,0; > 0,0 =1,....,m —1,q,, > 0.

Na prética, usualmente supomos ¢; ~ N'(0,1), &; ~ t, ou uma distribui¢ao
que descreva melhor as caudas pesadas de séries financeiras. Veja o apéndice
a este capitulo para algumas sugestoes adicionais. Os coeficientes «; devem
satisfazer certas condicoes, dependendo do tipo de imposicao que colocarmos
sobre o processo r;.

Pela propria definicao, valores grandes de r; sao seguidos por outros valores
grandes da série.

Para investigar algumas propriedades dos modelos ARCH, consideremos o
caso especial m = 1, ou seja, temos o modelo

e = \/thta (55)

he = ag+air? (5.6

com g > 0,7 > 0.
Calculemos a média e variancia incondicionais da série.

(i) E(ry) = E{E(r{Fi1)} = 0;

(i) Var(r,) = E(r7) = E{E(r{|Fi-1)}

= FElag+ a1r? ) = ag + a E(r?_ ).

Se o processo {r;} for estaciondrio de segunda ordem, entao, para todo
t, E(r}) = E(r’,) = Var(r;), do que decorre
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&%)

Var(ry) =

- (5.7)

Como Var(r;) > 0, deveremos ter 0 < ag < 1.
(iii) Cov(ry, rivr) = E(rirr)
= E[E(rerer] Frvn-1)] = ElreE(re| Fran-1)]

= E[TtE(\/ ht+k€t+k|]:t+k—1) = 0, para k> 07
pois 7, estd em Fyip_1 e E(epig|Fiin—1) = 0.
Dessa forma,

(k) =0, k>1,

indicando que r; é uma sequéncia de varidveis nao correlacionadas (ruido
branco), com média zero e variancia dada por (5.7).

Sabemos que os retornos apresentam geralmente caudas longas, de modo
que a curtose é maior do que 3. Para calcular a curtose, supondo que r; siga
o modelo (5.3)-(5.4), é necessario calcular o momento de quarta ordem de 7;.
Suponha que os €; sejam normais, para facilidade de calculo. Entao temos:

E(r{|Fi-1) = E(hie}|Fio1) = 3(ao + auri_y)?, (5.8)

pois E(g}) = 3, do que decorre

E(r}) = 3B(ap + aqr? ))* = 3E(af + 2ap0 7t | + airf ).

Admitindo-se que o processo seja estacionério de quarta ordem, o momento
de quarta ordem pode ser escrito us = E(r}) e teremos

ps = 3(ag + 2000, Var(ry) + o)
3(ad 4 2ap; [/ (1 — )] + o puy)
= 3a3(1+ 20 /(1 — ay)) + 30314

Daqui obtemos, finalmente,

 3o(14+ o)
M= =) (1= 3a2)
Supondo-se que momentos de quarta ordem sejam finitos e positivos, de
(5.9) devemos ter 1 — 3a? > 0, ou seja, 0 < a? < 1/3. Portanto, quanto mais
restricoes impusermos ao processo de retornos, mais restrigoes teremos para os
coeficientes do modelo. Isso é verdade para o modelo geral ARCH(m).

(5.9)
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A curtose de r; serd, entao, dada por

) 2 2
Ha opl+a)  (I—ai) L —aj

K = =3 =3 > 3. 5.10

[Var(r;)]? (1—a1)(1—-3a3) b 1 —3a? (5.10)

Vemos, pois, que se admitirmos que r; siga um modelo ARCH, as caudas
serao mais pesadas do que as da normal, o que é uma propriedade vantajosa
do modelo. Por outro lado, uma desvantagem do modelo é que trata retornos
positivos e negativos de forma similar, ja que quadrados dos retornos entram na
formula da volatilidade. Na pratica, sabe-se que a volatilidade reage de modo
diferente a retornos positivos e negativos. Também, devido ao fato de termos
retornos ao quadrado, alguns retornos grandes e isolados podem conduzir a
superprevisoes.

Pode-se mostrar (veja o Problema 16) que se g, ~ t,,, a curtose é dada por

1—a?
K=\— (5.11)
1 — \a?

se a; < y/1/A, onde A = 3(v —2)/(v —4) é a curtose da distribuicao t¢,, que
existe se v > 4. Nesse caso, as caudas sao mais pesdas que no caso normal.

Utilizando (5.3) e (5.4) e calculando 72 — hy, temos que

rf — (a0 + alrffl) = ht(&t? - 1),

ou seja,

r = oo+ our 4, (5.12)

na qual

vy = hy(ef — 1) = hy(X — 1). (5.13)

Supondo &; ~ N(0,1), vemos que X é uma v.a. com distribuicdo x*(1),
0 que mostra que temos um modelo AR(1) para r?, mas com erros nao gaus-
sianos. Ainda, é facil ver que {v;} é uma sequéncia de v.a. de média zero, nao
correlacionadas, mas com variancia nao constante.

De (5.12) temos que a f.a.c. de r? é dada por

pr2(k) =af, k>0.

Para um modelo ARCH(m) teremos
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m
r?=ag+ Z QTE; + v, (5.14)

i=1
onde os v; s@0 como no caso m = 1. Ou seja, temos um modelo AR(m)
para 72, com inovagoes nao gaussianas, se ¢; é gaussiano. Além disso, pode-se
demonstrar que os retornos r; também formam um ruido branco, com variancia

dada por

&%)

Var(rt) = 1—23—777'05
=11

Identificacao

Um primeiro passo na construcao de modelos ARCH é tentar ajustar mo-
delos ARMA, para remover a correlacao serial na série, se esta existir. Se esse
for o caso, teremos

&(B)ry = 6y + 0(B)ay,

sendo que a; ~ ARCH(m). No que segue, quando nos referirmos a r;, estaremos
supondo ou que a série é nao correlacionada, ou entao ela é o residuo da
aplicagao de um modelo ARMA a série original.

Para verificarmos se a série apresenta heteroscedasticidade condicional,

podemos utilizar dois testes, examinando-se a série r7.

(i) Teste de Box-Pierce-Ljung para r2. Veja a secao 3.4.2.

(ii) Teste de multiplicadores de Lagrange (ML); veja Engle (1982). Queremos
testar Hy : a; = 0, para todo ¢ =1,...,m, na regressao

2 2 2
ry =00 t+air_ t+ ...+ T, T U,

parat=m+1,...,T. A estatistica do teste é S = TR?, que tem distribuicao
assintética x2(m) sob Hy. Aqui, R? é o quadrado do coeficiente de correlagao
multipla da regressao acima. Um teste assintoticamente equivalente, que pode
ter propriedades melhores para amostras pequenas, consiste em utilizar a es-
tatistica

r— (SQRy — SQRy)/m

= SQR (T —am —1) " Flm T =2m =1), (5.15)
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T — T " _ .
na qual SQRy = >, (1 —7)* e SQRy = Y ,_, 47, com T a média
amostral dos r? e 4; os residuos de MQ da regressio acima. Se o valor de F

for significativo, dizemos que ha heteroscedasticidade condicional na série.

Dada a forma (5.4) de modelarmos a volatilidade e dado que r? ¢ um

estimador (ndo viesado) de h;, o valor atual do quadrado do retorno depende
de quadrados de retornos passados, comportamento similar a de um modelo
autorregressivo. Segue-se que a fungio de auto correlagao parcial de r? pode
ser usada para encontrar a ordem r de um modelo ARCH(s).

Estimacao

Os estimadores dos parametros do modelo sao obtidos pelo método de
maxima versossimilhanca condicional. A func@o de verossimilhanca é dada
por

L(ry,...,rrla) = f(ro|Froa) f(ro—al| Froza) - f(rmpa|Fn) f(r1, 0 ),

e supondo normalidade dos &; podemos escrever

T

—r2
L(?”l, ce ,rT\a) = H (\/ 27Tht)71 eXp{z_h::}f(rla <o 7rm’a)-

t=m+1

Para T grande, f(rq,...,rn|a) pode ser desprezado. Veja Engle (1982)
para detalhes. Logo temos que maximizar a fungao de verossimilhanca condi-
cional

T 2

L(Tm+17"'7TT|a7T17”'7rm): H (\/ 27Tht)_lexp{__rt ) (516)
2hy

t=m+1

onde a volatilidade h; é obtida recursivamente.
No caso particular de um modelo ARCH(1), temos

L(?”Q, Ce ,T’T|Oé(], Qaq, T1> = f(T’T|TT_1>f<TT_1’TT_2) s f(?“2|7”1),

em que

(Tt|7’t—1) ~ N(O, ht)7

e hy = ag + ayrl . Segue-se que
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T

L(ra, ..., rr|ag, ai,m) = (27)_”2 H(ao + (%17"1%_1)_1/2 exp{
t=2

2
_rt

2(ap + 117 4)

}.

A log-verossimilhanca fica

T T
1 1 ;
é(TQ,...,TT|OZO,a1,T1) O<_§ t§2€ (a0+alrt 1 _§; : (050"‘0417} 1) :
(5.17)

Se g, ~ t,, (t de Student com v graus de liberdade), a verossimilhanga pode
ser também escrita explicitamente. Em ambas as situagoes, algum procedi-
mento nao linear de otimizacao numérica tera que ser utilizado.

Os programas S+FinMetrics, EViews, R, RATS e PcGIVE, dentre outros,
podem ser usados para estimar modelos ARCH (e GARCH em geral).

Verificacao

Para um modelo ARCH(m), com &; normal ou ¢-Student, os residuos

Tt

Ve
(padronizados) sao v.a. ii.d. com distribui¢ao normal padrao ou ¢- Student.
Logo, uma maneira de verificar se o modelo é adequado é calcular a estatistica
Q de Ljung-Box, dada por (3.24), para a sequéncia 7,. Além disso, podemos
calcular os coeficientes de assimetria e curtose estimados e fazer um grafico
QxQ para avaliar a suposi¢ao de normalidade (ou t,).
Para se verificar se ainda existe heteroscedasticidade condicional nos residuos,

pode-se aplicar o teste ML para a sequéncia 7.

Previsao

As previsoes para a volatilidade utilizando o modelo ARCH(m) dado em
(5.3)-(5.4) sao obtidas recursivamente. Assim,

~

h(1) = g+ aary + .. 4 Qi i, (5.18)

é a previsao de h;,q, com origem fixada no instante ¢. As previsoes ¢ passos a
frente, com origem em ¢, sao dadas por
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he(€) = a0+ Y azhy(€ — i), (5.19)
i=1

em que hy(€ —i) =12, ;, se L —i <O0.

Exemplo 5.1. Vamos ajustar um modelo ARCH aos retornos didrios da
Petrobras, com T = 2998 observagoes, série esta ja estudada no exemplo 3.6.
L&, ajustamos um modelo AR(15), com termos de primeira, segunda, terceira,
décima e décima quinta ordens significativos. Veja os exemplos 3.10 e 3.12. A
funcao de autocorrelacao parcial dos quadrados dos residuos a;, da Figura 5.1,
sugere um modelo ARCH(9).

Um primeiro modelo proposto, entao, é

Ty = QiTi—1 + Qari_o + G313 + ProTi—10 + P15Ti—15 + a4,

ay = \/h_t&t,

2 2 2
hy = oo+ aia +aga; o+ ...+ aga;_g.

(a) Assumindo &, ~ N(0, 1) e utilizando o programa EViews, obtemos que ¢
nao é significativamente diferente de zero. Embora o coeficiente ay seja nao
significativo, vamos manté-lo no modelo. Obtemos o seguinte modelo ajustado:

ry = 0,090r,—; —0,047r,_3 4+ 0,058r_19 + 0,0323r;_15 + a,

ar = 1/ ht€t7 (520)
hy = 0,0002+0,079a? ; +0,106a? o + ...+ 0,068a> ,.

Os resultados estao no Quadro 5.1. A Figura 5.2 apresenta a f.a.c. dos residuos
e quadrados dos residuos, indicando que o modelo é adequado para modelar
a dependéncia linear entre sucessivos retornos e que a heteroscedasticidade
condicional foi adequadamente modelada. As estatisticas usuais (Box-Pierce-
Ljung para residuos e quadrados dos residuos, e estatistica do teste de multipli-
cador de Lagrange) conduzem a mesma conclusao sobre a validade do modelo
ajustado.

No grafico da volatilidade da Figura 5.3, observamos que os maiores picos
(em ordem cronolégica) na volatilidade estimada correspondem a: (a) setembro
de 1998, ap6s a moratéria na Russia; (b) janeiro a abril de 1999, desvalo-
rizagdo do Real; (¢) agosto de 2000, queda da bolsa Nasdaq, (d) novembro
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de 2007, crise da sub-prime, nos EUA; (e) outubro a dezembro de 2008, crise
internacional.

Series : res™2

ACF
00 02 04 06 08 10

Partial ACF
00 01 02 03 04

Figura 5.1: F.a.c. e f.a.c.p. dos quadrados dos residuos a; , exemplo 5.5.

Series : res

ACF
02 04 06 08 10

Series : res~2

W 02 04 0 08 W

Figura 5.2: (a) F.a.c. dos residuos; (b) f.a.c. dos quadrados dos residuos.
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Quadro 5.1: Ajuste de um modelo AR(15)-ARCH(9) aos retornos
da Petrobras, erros normais.

Coefficient Value Std. Error z-Statistic P-value.
AR(1) 0.090085  0.019066  4.724946  0.0000
AR(3) -0.047380  0.018540  -2.555553  0.0106
AR(10) 0.057937  0.015812  3.664181  0.0002
AR(15) 0.032284  0.016055  2.010847  0.0443

Variance Equation
C 0.000191 1.30E-05 14.73652 0.0000
RESID(-1)? 0.079356 0.015180 5.227592  0.0000
RESID(-2)? 0.106033 0.021303  4.977412 0.0000
RESID(-3)? 0.143646 0.020849 6.889890 0.0000
RESID(-4)? 0.019102 0.016731 1.141720 0.2536
RESID(-5) 0.047102 0.017268 2.727660 0.0064
RESID(-6)* 0.073929 0.017776 4.158840 0.0000
RESID(-7)% 0.104454 0.016898 6.181589 0.0000
RESID(-8)% 0.036162 0.013544 2.669978 0.0076
RESID(-9)? 0.068166 0.020052 3.399508 0.0007
Adjusted R-squared 0.006271  S.D. dependent var  0.026506
S.E. of regression  0.026423  Akaike info criterion -4.736237
Sum squared resid  2.072878 Schwarz criterion -4.708074
Log likelihood 7078.097 Hannan-Quinn criter. -4.726104
Durbin-Watson stat 2.009871

GARCH volatility

Volal

Condtonal SD

o

s00 1000

1500 2000

gaussianos.

2500 3000

Figura 5.3: Estimativa da volatilidade dada pelo modelo (5.20) com erros
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(b) Vamos supor, agora, que ¢; ~ t,. Temos, no Quadro 5.2, obtido pelo
EViews, os resultados do ajuste do mesmo modelo:

re = 0,093r,-1 —0,038r;_3 + 0,052r;_10 + 0,0307:_15 + a,

a = Vhe, (5.21)
hy = 0,0002+ 0,068a; ; +0,113a} 5 + ...+ 0,074a; .

As estatisticas usadas antes mostram que esse modelo ajustado é adequado.
Para comparar esse modelo ajustado com o modelo (5.20), devemos comparar
os valores AIC e BIC. Vemos que esses valores sao menores do que os fornecidos
quando consideramos os erros normais. A estimativa da volatilidade é bastante
semelhante a Figura 5.3, que considera inovagoes gaussianas.

Quadro 5.2: Ajuste de um modelo AR(15)-ARCH(9) aos retornos
da Petrobras, com erros t.
Coefficient Value Std. Error z-Statistic P-value.
AR(1) 0.093314  0.018684  4.994193  0.0000
AR(3) -0.037607  0.018927  -1.986933  0.0469
AR(10) 0.052384  0.015813  3.312695  0.0009
AR(15) 0.029618  0.015692  1.887460  0.0591
Variance Equation
C 0.000195 1.88E-05 10.38501 0.0000
RESID(-1)? 0.068364 0.022184 3.081641 0.0021
RESID(-2)? 0.113265 0.027940 4.053827 0.0001
RESID(-3)? 0.145549 0.030012 4.849665 0.0000
RESID(-4)? 0.030873 0.022473 1.373785 0.1695
RESID(-5)% 0.054656 0.023227 2.353132 0.0186
RESID(-6)* 0.060621 0.023776 2.549614 0.0108
RESID(-7)% 0.099329 0.025418 3.907819 0.0001
RESID(-8)% 0.027099 0.019363 1.399475 0.1617
RESID(-9)? 0.073774 0.026047 2.832301 0.0046
R-squared 0.010207 Mean dependent var 0.001146
Adjusted R-squared 0.005538  S.D. dependent var 0.026506
S.E. of regression  0.026433  Akaike info criterion -4.760212
Sum squared resid  2.073708 Schwarz criterion -4.730037
Log likelihood 7114.856 Hannan-Quinn criter.  -4.749355
Durbin-Watson stat 2.014829
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5.3 Modelos GARCH

Uma generalizacao dos modelos ARCH foi sugerida por Bollerslev (1986,
1987, 1988), o chamado modelo GARCH (de generalized ARCH). Vimos que
um modelo ARMA pode ser mais parcimonioso, no sentido de apresentar menos
parametros do que um modelo AR ou MA puro. Do mesmo modo, um modelo
GARCH pode ser usado para descrever a volatilidade com menos parametros
do que um modelo ARCH.

Definicao 5.2. Um modelo GARCH(m,n) é definido por

ry = \/Fté‘t (522)

m n
ht = g+ Z OéiTtQ_i + Z 6jht,]’, (523)
i=1 j=1
em que €; sa0 v.a. i.i.d.,com média zero, ag >0, o; > 0, i =1,...,m—1, 8; >

0, j=1....,n—1, a, >0, B, >0, 7 (i + 5;) <1, ¢ = max(m,n).

Coeficientes positivos dao uma condigao suficiente, mas nao necessaria,
para que h; > 0. Para condigdes gerais, veja Nelson e Cao (1992).

Como no caso de modelos ARCH, usualmente supomos que os &; sao nor-
mais ou seguem uma distribuicao ¢ de Student, ou ainda, uma distribuicao de
erro generalizada.

Chamemos

Vy = 7"? — hta (524)

de modo que, substituindo em (5.23) obtemos

q n
i =g+ Z(O‘i + B+ v — Z Bivi—;, (5.25)
i=1 =1

ou seja, temos um modelo ARMA(g,n) para rZ, mas v; nao é, em geral, um

processo i.i.d. Na realidade, 1, é uma diferenca martingale, no sentido da
definicao 2.12, pois, para todo t,

E(v) = E(r} — hy) = E(hie} — hy) = E(hy)(E(e}) — 1) = 0,

E(Vt|.7:.t,1> = E(T?‘Efl) — E(ht’./—'.tfl) = ht — ht = O
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Segue-se, em particular, que

Qg
1= (i + B)
A longo prazo, a volatilidade convergira para essa média.

Um modelo bastante usado na pratica é o GARCH(1, 1), para o qual a
volatilidade é expressa como

E(ry) =

ht = + 0617"3_1 + Blht—lu (526)

com 0 <ay,f <1l,a1+ 5 < 1.

Para os modelos GARCH temos as mesmas vantagens e desvantagens dos
modelos ARCH. Volatilidades altas sao precedidas de retornos ou volatilidades
grandes, observando-se os grupos de volatilidades presentes em séries finan-
ceiras.

Para o modelo (5.26) obtemos facilmente

E(r)) 30— (o + )
[EGDE ~ 1 (o + 1) — 202

dado que o denominador seja positivo, o que novamente mostra que se r; segue
um modelo GARCH, as caudas de r; serao mais longas do que as da normal.

A identificagdo da ordem de um modelo GARCH a ser ajustado a uma
série real usualmente é dificil. Recomenda-se o uso de modelos de ordem
baixa, como (1,1), (1,2), (2,1) ou (2,2), e depois que se escolha o modelo com
base em varios critérios, como AIC ou BIC, valores da assimetria e curtose, da
log-verossimilhanca e de alguma funcao perda, como

T
> rf = h)?
t=1

Veja Mills (1999), Pagan e Schwert (1990) e Bollerslev et al. (1994).

Os estimadores dos parametros do modelo (5.22)-(5.23) sdo obtidos pelo
método de maxima verossimilhanca condicional. Supondo normalidade dos &4,
temos que a log-verossimilhanca, condicional as primeiras m observacoes, é
dada por

K =

> 3, (5.27)

T
Urmaty -y rr|og By, o T oc—— Z In(hy) — Z —t (5.28)
ot hy

t m+1
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Bollerslev (1986) utiliza em (5.28), h; = 6%t = 1,...,n, com 62 =
T
> ri/T.
As estimativas dos parametros sao obtidas por meio de métodos numéricos
de maximizagao.
Previsoes da volatilidade, usando um modelo GARCH, podem ser calcu-

ladas de forma similar aquelas de modelo ARMA. As previsoes, com origem t,
considerando um modelo GARCH(1, 1) da forma (5.26), sao dadas por

~

hi(1) = ag + ayry + Bihy,

e para £ > 1,

h(0) = g+ aii2(0—1) + Bih(f — 1),
= g+ athy(0 —1)& (0 — 1) + Bihy(€ — 1),

pois r; = v/hye;. Substituindo €7(¢ — 1) por E(e},, ;) = 1, temos que

h(0) = o+ (an + B)h(L = 1), £>1. (5.29)

Em muitas situagoes préticas podemos obter, por exemplo no GARCH(1,1),
a1+ 51 préoximo de um. Se a soma desses parametros for um, teremos o modelo

IGARCH (“integrated GARCH”). Nesse caso, teremos

Ty = \/h_tgm

he = oo+ Bihy—1 + (1 — 51)7}2_1>

com 0 < f; < 1. Mas nesse caso, a variancia incondicional de r; nao estara
definida.

Exemplo 5.2. Vamos ajustar um modelo GARCH a série de retornos diarios
do Ibovespa (veja o exemplo 1.1). A Figura 5.4 reapresenta a f.a.c. e f.a.c.p.
da série, que indicam que um modelo apropriado é um autorregressivo, pois al-
gumas autocorrelagoes parciais sao significativas. Analisando a f.a.c. e f.a.c.p.
dos quadrados dos retornos, Figura 5.5, vemos uma forte dependéncia, sem
um padrao bem definido.

(a) Iremos usar, entdo, um modelo AR(10)-GARCH(1,1), com erros gaus-
sianos. Eliminando os coeficientes nao significativos, o modelo ajustado foi
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Series :

ribv

ACF
00 02 04 06 08 10

Patial ACF
004 002 00 002 004

Figura 5.4: F.a.c. e f.a.c.p. dos retornos do Ibovespa

Series : rpetron"2

ACF
02 04 06 08 10

00

o 1

o 2 w0

Series : rpetron"2

Partal ACF
00 01 02 03 04

Figura 5.5: F.a.c. e f.a.c.p. dos quadrados dos retornos do Ibovespa

e = 07 051rt—10 + G,

ay = \/E&e,

(5.30)

he = 0,000014 +0,117a> | + 0,857h,_1.

O ajustamento do modelo é apresentado no Quadro 5.3. Os valores da
estatistica de Ljung-Box para os residuos padronizados, a;, sao dados por
Q(10)=13,103 (P=0,16) e Q(20)=19,834 (P=0,41), enquanto que, para os
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quadrados dos residuos padronizados, temos Q(10)=13,34 (P=0,15) e Q(20)=
22451 (P=0,26). Logo, podemos concluir que o modelo (5.30) é adequado
para modelar a série.

A aplicacao do teste ML, com p = 12, para confirmar a auséncia de hete-
roscedasticidade condicional nos residuos do modelo (5.30) forneceu F' = 1, 167
(P = 0,30). Apresentamos, na Figura 5.6, a estimativa do desvio padrao
condicional (v/h;) dos retornos.

(b) Consideremos, agora, o caso &; ~ t,. No Quadro 5.4 temos o ajuste do
modelo usando o softwre S+FinMetrics, resultando

ry = O, 0557}710 + Ay,

ar = v/ htf‘:t, (531)
he = 0,000010 + 0,097a2 , + 0,883h;_;.

Quadro 5.3: Ajuste de um modelo AR(10)-GARCH(1,1) aos retornos

do Ibovespa, com erros gaussianos.

Coefficient ~ Value  Std. Error z-Statistic P-value.
AR(10)  0.050503 0.015146  3.334394  0.0009
Variance Equation
C 1.40E-05 1.94E-06 7.227228 0.0000
RESID(-1)? 0.117340 0.006915 16.96882 0.0000
GARCH(-1) 0.856673 0.009128 93.84808 0.0000
R-squared 0.002675 Mean dependent var  0.000709
Adjusted R-squared 0.001928  S.D. dependent var  0.023967
S.E. of regression  0.023944  Akaike info criterion -4.960518
Sum squared resid = 2.295532 Schwarz criterion -4.954235
Log likelihood 9944.879 Hannan-Quinn criter. -4.958291
Durbin-Watson stat 1.949702
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GARCH Vvolatility

Condional SD

o 1000 2000 2000 000

Figura 5.6: Estimativa do desvio padrao condicional para os
retornos do Ibovespa usando o modelo (5.30) com erros gaussianos.

Os valores das estatisticas de Ljung-Box (e p-valores), tanto para os residuos
como para os quadrados dos residuos, indicam que o modelo é adequado para
descrever o comportamento da série. Comparando os valores dos critérios AIC
e BIC, concluimos que o modelo com inovagoes ¢ estd melhor ajustado que
o modelo com inovagoes gaussianas. A estimativa da volatilidade resulta ser
similar a apresentada na Figura 5.6.

Quadro 5.4: Ajuste de um modelo AR(10)-GARCH (1,1) aos retornos
do Ibovespa, erros t.
Coefficient ~ Value  Std. Error z-Statistic P-value.
AR(10)  0.054719 0.015158  3.609852  0.0003
Variance FEquation
C 1.04E-05 2.24E-06 4.653245 0.0000
RESID(-1)%  0.096692 0.010422 9.277384 0.0000
GARCH(-1) 0.883069 0.012169 72.56551 0.0000
R-squared 0.002740 Mean dependent var 0.000709
Adjusted R-squared 0.001743  S.D. dependent var 0.023967
S.E. of regression  0.023946  Akaike info criterion -4.990006
Sum squared resid  2.295383 Schwarz criterion -4.982152
Log likelihood 10004.97 Hannan-Quinn criter.  -4.987223
Durbin-Watson stat 1.949938

5.4 Extensoes do Modelo GARCH

Ha uma literatura muito grande sobre extensoes dos modelos ARCH-
GARCH. Nesta secao vamos nos concentrar apenas em alguns. No que segue
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faremos a exposicao para extensoes do modelo GARCH(1,1).

5.4.1 Modelos EGARCH

Vimos que os modelos ARCH e GARCH tratam simetricamente os retornos,
pois a volatilidade é uma funcao quadratica dos mesmos. Mas também é sabido
que a volatilidade reage de forma assimétrica aos retornos, tendendo a ser maior
para retornos negativos.

Tendo em vista o exposto, Nelson (1991) introduziu os modelos EGARCH
(ezponential GARCH).

Defini¢ao 5.3. Um modelo EGARCH(1,1) é dado por

Ty = \/h_tfu (5-32)

ln(ht) = Qo+ alg<€t_1) + 61 1Il(ht_1), (533)

em que &; sao v.a. iid. com média zero e g(-) é a curva de impacto de
informacgao, dada por

9(er) = Ozt + {ler] = E(led))}- (5.34)

Aqui, 0 e v sao parametros reais, e |e;| — E(|e;|) é uma sequéncia de v.a.
i.i.d. com média zero.
Note que E{g(e:)} = 0 e podemos escrever

_ JO+)e—vE(le]), seer >0
9(e:) = { (0 = er — vEla]). se e < 0. (5.:35)

Para que retornos negativos tenham maior impacto na volatilidade, espe-
ramos v < 0. Para uma normal padrao, nao é dificil ver que E(|&;]) = /2/.

Esta assimetria permite que a volatilidade responda mais rapidamente a
retornos negativos do que a positivos, fato este conhecido como “efeito ala-
vancagem” .

No caso geral, a equagao (5.33) para um EGARCH (m,n) fica

140 B+...+b,B"
In(hy) = ag +
() 0 1-ayB—...—a, B™
onde os operadores em B tém raizes fora do circulo unitério. Note que em (5.33)
e no modelo geral usamos o logaritmo de h;, o que implica que os coeficientes
do modelo nao necessitam ser nao negativos.

g(gt—l)a
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O modelo mais simples ¢ o EGARCH(1,0), que pode ser escrito

LICRI
t—1)-
1-— OélB
Se usarmos o EViews para estimar modelos, esse software considera o mo-

delo EGARCH na forma:

hl(ht> =g+

-1 Ti—1

In(h;) =w+ Bln(hi—q1) + «
by

(5.36)

+7
t—1

O S+FinMetrics usa uma especificagao similar. Quando v # 0 o efeito
assimétrico deve ser incorporado ao modelo GARCH. Observe também que
podemos escrever ¢; no lugar de r;/+/h; nas féormulas acima.

Exemplo 5.3. A série de retornos diarios da Petrobras ja foi analisada no
exemplo 5.1, no qual ajustamos um modelo AR(15)-ARCH(9). Um modelo
AR(15)-GARCH(1,1) com erros gaussianos também pode ser ajustado, resul-
tando

e = 07 086T‘t_1 - 0, O42Tt_3 + O, O48’I"t_10 + O, O42’I"t_15 + ay,

a = Vhe, e ~N(0,1) (5.37)
hy = 0,000015 4+ 0,082a? , + 0,890h;_;.

Esses dois modelos tratam simetricamente os retornos. Vamos agora ajus-
tar um modelo EGARCH(1,1), verificando se um efeito assimétrico deve ser
incorporado ao modelo anterior. Usando o EViews, obtemos

ry = O, 097Tt_1 — O, 0337}_3 + 0, 0577}_10 + 0, 0507}_15 + Ay,

a, = Vhe, g ~N(0,1) (5.38)
Inh, = —0,375+0,967Inhey + 0,163]e,_1| — 0,079%,_1,

A andlise dos resultados revela que v # 0 e que o efeito assimétrico deve
ser incorporado ao modelo. O teste de Ljung-Box aplicado aos residuos e
aos quadrados dos residuos indicam que os residuos nao sao correlacionados
e nao apresentam heteroscedasticidade condicional. Essa tltima afirmacao
pode também ser comprovada pela aplicagao do teste ML aos quadrados dos
residuos.

A estimativa do desvio padrao condicional encontra-se na Figura 5.7.
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Para comparar os trés modelos, (5.20), (5.37) e (5.38), ajustados aos re-
tornos da Petrobras, apresentamos na Tabela 5.1, os valores de alguns critérios
de ajustamentos, a saber, AIC, BIC e log-verossimilhanga. Por esses resulta-
dos, podemos dizer que o modelo AR(15)-EGARCH(1,1) ajusta melhor a série,
pois apresenta o max (log-verossimilhancga), min(AIC) e min(BIC).

Tabela 5.1: Valores minimos de AIC, BIC e maximos da log-verossimilhanca
para os modelo ajustados aos retornos da Petrobras.

Modelo AR(15)+ AR(15)+ AR(15)+
ARCH(9) | GARCH(1,1) | EGARCH(1,1)
log-verossim. | 7078,097 7082,285 7110,447
AIC -4,7362 -4,7437 -4,7619
BIC -4,7081 -4,7297 -4,7458

lllllllllllllll
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o s00 1000 1500 2000 2500 3000

Figura 5.7: Estimativa do desvio padrao condicional para os
retornos da Petrobras usando o modelo (5.38)

5.4.2 Modelos TGARCH

O modelo TGARCH (“threshold GARCH”) é um caso particular do modelo
ARCH nao linear, e a volatilidade agora segue a forma funcional

h;/ = -+ Oélg(’Y) (51‘,71) + ﬁlhz—b

em que

9 (er) = 0 sopled” + (1 — 0) (e, <op|ee]
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Para v = 1 temos o modelo de Zakoian (1994) e para v = 2 o modelo GJR
(de Glosten, Jagannathan and Runkle, 1993).
O EViews e o S+FinMetrics usam a formulacao

hy =w + arf_l + ’W”tg_ldt—l + Bhy_1,

com

d = 1, ser; <0 (“bad news”)
710, ser; >0 (“good news”).

Se v # 0, ha um impacto de informagao assimétrica. Esperamos que v > 0
para que “bad news” tenha um impacto maior.

Exemplo 5.4. Considere a série de retornos diarios da Vale, no periodo
de 31/08/1998 a 29/09/2010. Nao é dificil verificar que um modelo AR(3)-
GARCH(1,1) é adequado para descrevé-la. Verificaremos se existe impacto
de informacao assimétrica, ajustando um modelo AR(3)-TGARCH(1,1) com
erros gaussianos aos retornos. O modelo ajustado é

re = —0,0517}73_"0,15,
a = Vher, e ~N(0,1) (5.39)

he = 0,00013 +0,044a> | +0,063a> ,d;_1 + 0,910h;_1,

com d; dado acima.

Analisando os resultados, notamos que todos os parametros sao significa-
tivos, incluindo o parametro v, indicando presenca de informagao assimétrica.
Os testes Ljung-Box e ML indicam que as suposi¢oes do modelo estao veri-
ficadas. Uma comparacao dos critérios AIC e BIC mostra que o modelo as-
simétrico ajusta-se melhor que o simétrico. Uma figura similar a Figura 5.7 é
obtida para o desvio padrao condicional, v/h;.

5.5 Modelos de Volatilidade Estocastica

Os modelos da familia ARCH supoem que a variancia condicional depende
de retornos passados. O modelo de volatilidade estocastica (MVE), primeiro
proposto por Taylor (1980, 1982, 2008) nao faz essa suposi¢ao. Esse modelo
tem como premissa o fato de que a volatilidade presente depende de seus valores
passados, mas é independente dos retornos passados.



5.5. MODELOS DE VOLATILIDADE ESTOCASTICA 153

Mudando um pouco a notagao, denotemos agora a variancia condicional
Y
por o?, ou seja, 07 = E(r?|F_1).

Definicao 5.4. Dizemos que a série r; segue um modelo de volatilidade es-
tocastica se

Ty = Oy, (5.40)
o, = e/ (5.41)

em que €; é uma sequéncia estacionaria, com média zero e h; é uma sequéncia
estaciondria, com densidade de probabilidade f(h).

A formulagdo mais simples do modelo, dada por Taylor (1982), supoe que
o logaritmo da volatilidade, h; = log o2, seja dado por

ht = + Oélht_l =+ s (542)

na qual 7, é uma sequéncia estacionaria gaussiana, de média zero e variancia
0,27, independente de g;. Segue-se que devemos ter || < 1.

Outras formulacoes do MVE foram apresentadas na literatura, dentre as
quais destacamos as seguintes.

(1) Forma canoénica de Kim et al. (1998).
Aqui, o MVE ¢ escrito na forma

re = Bele, (5.43)
hipi = p+ai(he — p) + oy, (5.44)

com

o2
hy ~ N (M; 1——77a2> )
1

sendo g4, 1; ~ N(0,1), e se B =1, entao p = 0.
(2) Formulacao de Jaquier et al. (1994), na qual

ry = \/thta (545)

In(hy) = oo+ oqln(hiy) + oy (5.46)
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Sabemos que se g; ~ N(0,1), entdo In(e?) tem uma distribuigao chamada
log-qui-quadrado, de tal sorte que

E(ln(e})) ~ -1,27
Var(In(¢})) = =2/2.

De (5.40) e (5.42) obtemos

In(r?) = In(o}) + In(e}), (5.47)
he = In(o?) = ag+ arhi1 + 1. (5.48)

Chamando & = In(e?) — E(In(e?)) =~ In(e?) + 1,27, temos que E(&) =
0, Var(&) =n2/2 e

In(r) = —1,27T+h+&, &~ iid. (0,7%/2), (5.49)
he = ag+athyy+m, 0~ iid N(0,07). (5.50)
Aqui, supomos &; e 7; independentes.

Propriedades

Vamos calcular agora alguns parametros associados ao MVE, considerando-
se a forma (5.42):

(i) E(ry) = E(oe) = E(0¢)E(e:) = 0, dado que oy e &; sdo independentes.

(i) Var(re) = E(r}) = E(oje}) = E(07)E(e}) = E(a}).
Dado que supusemos 7; ~ N'(0,07), e h; estaciondrio, com py = E(hy) =
ao/(1 — an), oj=Var(h;) = 07 /(1 — o), entao obtemos

2
htw\/( @ _n ) (5.51)

1—0[1’].—0@

Como h; é normal, o2 é log-normal, logo temos

E(1}) = B(o?) = e i,

Nao é dificil mostrar que

E(rt) = 3e2n+207,
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da qual obtemos a curtose

3 2up+202
K= ;ﬂh—wih = 3¢% > 3, (5.52)

como deveriamos esperar, ou seja, caudas longas sob o MVE.
(ili) A fungao de autocovariancia da série r; ¢ dada por

Ye(u) = E(rireen) = E(01014u8i€14u) = 0,

pois €; e 1; sao independentes. Logo r; é serialmente nao correlacionada, mas
nao independente, pois existe correlagao em In(r?). Denotando-se Y; = In(r?),
entao a autocovariancia de Y; é dada por

w(u) = E[(Y: — E(Y2))(Yirw — E(Yera))]-

Como o primeiro termo entre parénteses igual a hy — E(hy) + & e hy é
independente de &, obtemos que

Y(u) = El(hy — E(he) + &) (hipu — E(hegn) + g
= E[(hi — E(hy))(htyu — E(hira)) + E(&Sira)],

e chamando as autocovariancias do segundo membro de v,(+) e v¢(+), respecti-
vamente, teremos

Yy (u) = yn(u) + e (u),

para todo wu.
Como estamos supondo (5.42), ou seja, um AR(1), temos que
o2
u n
u) =a;—=5, u >0,
enquanto que v¢(u) = 0, para v > 0. Logo, vy (u) = y,(u), para todo u # 0, e
podemos escrever a funcao de autocorrelacao de Y; como

w(u) ajor/(1—ai)

w(0)  7m(0) +7(0) 7

pY(u) - u > 07

do que obtemos

U
aq

= >0 5.53
e 0 (5:3)

py (u)
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que tende a zero exponencialmente a partir do lag 2, o que indica que Y; =
In(r?) pode ser modelada por um modelo ARMA(1,1).

Na pratica, obtemos valores de «; proximos de um, o que implica o apareci-
mento de altas correlagoes para volatilidades e consequentes grupos de volatili-
dades na série.

Um MVE geral serd obtido admitindo-se um modelo AR(p) para h;:

Ty = O, (554)
(1 — OélB — ... Oépo)ht = g+ N, (555)

com as suposigoes anteriores sobre as inovacoes, e agora supondo-se que as
raizes do polinomio 1 — a1 B — ... — o, B? estejam fora do circulo unitario.

MVE foram estendidos para incluir o fato de que a volatilidade tem memoria
longa, no sentido que a funciao de autocorrelagao de In(r?) decai lentamente,
embora, como vimos, os 7, nao tenham correlagao serial.

Estimacao

Os MVE sao dificeis de estimar. Podemos usar a abordagem de Durbin e
Koopman (1997a, 1997b, 2000), que consiste em usar o procedimento de quase
verossimilhanga, por meio do Filtro de Kalman. Aqui, o modelo (5.40)-(5.41)
é reescrito na forma

T oeel/?, (5.56)
he = arhi—1 + ny, (5.57)

em que 0 = exp{ap/2}. Uma forma equivalente é dada por

n(rf) = k+h+u, (5.58)
ht = Oélht_l—i—T]t, (559)

em que u; = In(e?) — E(In(e?)) e k = In(0?) + E(In(g})).
As equagoes (5.58)-(5.59) estao na formulagdo denominada de espago de
estados: (5.58) é a equagao de observagao e (5.59) é a equacdo de estado.

Observacoes:

(i) Quando «; for préximo de 1, o ajustamento de um MVE é similar ao de
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um GARCH(1,1), com oy + f; préximo de 1.

(ii) Quando o = 1, h; é um passeio aleatério e o ajustamento de um MVE é
similar ao de um modelo IGARCH(1,1).

(iii) Quando algumas observagoes forem iguais a zero, o que pode ocorrer na
pratica, ndo podemos fazer a transformagao logaritmica especificada em (5.58).
Uma solugao sugerida por Fuller e analisada por Breidt e Carriquiry (1996) é
fazer a seguinte transformacao baseada numa expansao de Taylor:

In(r?) = In(r? + ¢S?) — eS?/(r2 + ¢S?), t=1,...,T,

em que S? é a variancia amostral da série 7; e ¢ ¢ um nimero pequeno.

O programa STAMP (Koopman et al., 2000) pode ser utilizado na obtengao
de estimadores de quase-verossimilhanga (QMV) dos parametros do modelo,
escrito na forma de espago de estados. KEsse programa incorpora a trans-
formagao acima, com um valor “default” ¢ = 0,02. Uma das vantagens da
utilizacao do procedimento de QMV ¢é que ele pode ser aplicado sem a especi-
ficacao de uma particular distribuicao para &;.

Shephard e Pitt (1997) propuseram o uso de amostragem ponderada (“im-
portance sampling”) para estimar a fungao de verossimilhanga.

Como o MVE é um modelo hierdrquico, Jaquier et al. (1994) propuseram
uma andlise bayesiana para o mesmo. Veja também Shephard e Pitt (1997) e
Kim et al. (1998). Uma resenha do problema de estimagao do MVE é feita
por Motta (2001).

Exemplo 5.5. Vamos analisar a série de retornos diarios do Ibovespa, mas no
periodo 03/01/1995 a 27/12/2000, com T = 1498 observagoes, usando o MVE
e programa STAMP. O Quadro 5.5 apresenta os resultados da estimacgao do
modelo, fornecendo

In(r?) = —8,6220 + h; + uy,

he = 0,9858h_1 + 1, (5.60)
Var(u,) = 2,7418,
Var(n;) = 0,0236.

A andlise da f.a.c. residual, juntamente com o teste de Ljung-Box, sugerem
que os residuos do modelo sao nao correlacionados. Uma andlise residual mais
completa ¢é fornecida pela Figura 5.8. A estimativa da volatilidade (e™) e do
desvio padrao condicional é apresentada na Figura 5.9. Vale a pena observar
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que a; = 0,9858, o que indica uma equivaléncia de ajustamento entre os dois
modelos.

4 Cordogan
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Figura 5.8: Anélise residual do ajustamento do modelo (5.60) a série de
retornos do Ibovespa
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Figura 5.9: MVE para os retornos do Ibovespa (a) estimativa da
volatilidade  (b) estimativa do desvio padrao condicional
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’ Quadro 5.5: Ajustamento de um MVE aos retornos do Ibovespa ‘

Method of estimation is Maximum likelihood
The present sample is: 1 to 1498

SVretornos = Level + AR(1) + Irregular
Log-Likelihood is -817.302 (-2 LogL = 1634.6).
Prediction error variance is 2.96951

Estimated variances of disturbances.
Component SVretornos (g-ratio)

Irr 2.7418 ( 1.0000)

Arl 0.023645 ( 0.0086)

Estimated autoregressive coefficient.

The AR(1) rho coefficient is 0.985828.
Estimated coefficients of final state vector.
Variable, Coefficient, R.m.s.e. ,t-value

Lvl -8.6220 0.27296 -31.587 [ 0.0000]

Arl  0.12543 0.51580

Goodness-of-fit results for Residual SVretornos
Prediction error variance (p.e.v) 2.969511
Prediction error mean deviation (m.d) 2.427108
Ratio p.e.v. / m.d in squares 0.952954
Coefficient of determination R2  0.140840

... based on differences RD2  0.447572
Information criterion of Akaike AIC  1.092403
.. of Schwartz (Bayes) BIC  1.103041

5.6 Toépicos Adicionais

[1] O MVE que aprentamos supoe que os erros das duas equagoes sejam nor-
mais. Trabalhos recentes utilizam outras distribuicoes na equagao de volatili-
dades, como a familia de mistura de normais na escala, com o objetivo de
tratar as caudas pesadas presentes nos retornos financeiros. Casos especiais
dessa familia sao a distribuicao ¢ de Student, a distribuicao Slash e a dis-
tribuigao variance gamma. Além disso, modelos com efeito alavanca (leverage
effect) também podem ser combinados a esses modelos com erros seguindo
uma mistura de normais na escala. Para detalhes veja Cathy et al. (2008),
Abanto-Valle et al. (2010) e Guzman e Morettin (2011).

2] Além dos modelos estudados neste capitulo, hd uma variedade muito grande
de modelos da familia ARCH que foram considerados na literatura. Veja o



160 CAPITULO 5. MODELOS PARA A VOLATILIDADE

Problema 13 para um exemplo importante e Bollerslev (2008).

[3] Neste livro ndao vamos considerar em detalhes modelos multivariados para a
volatilidade, mas no Apéndice 5B apresentamos algumas ideias sobre o assunto.

5.7 Problemas

1. Ajuste modelos ARCH com erros gaussianos para as séries;

(a) log-retornos didrios das agoes da Vale.
(b) log-retornos didrios do indice Ibovespa.

(c) log-retornos mensais do S& P500, de janeiro de 1962 a dezembro de
1999 (arquivo m-sp62.99.dat).

2. Ajuste modelos GARCH com erros gaussianos para as séries:

(a) log-retornos didrios das agoes da Petrobras.

(b) log-retornos didrios do indice Ibovespa.

3. Ajuste um modelo assimétrico (EGARCH ou TGARCH) com erros gaus-
sianos a série de log-retornos mensais das agoes da IBM de janeiro de 1926
a dezembro de 1997(arquivo m-ibm26.97.dat).

4. Ajuste um modelo de volatilidade estocéstica as séries:

(a) log-retornos didrios das agoes da Vale.

(b) log-retornos didrios das agoes da Petrobras.
(c) log-retornos didrios das agoes da CEMIG, de 3/1/95 a 27/12/2000.

5. Obtenha as previsoes de origem 7" e horizonte h, h > 1, para um modelo
GARCH(1,2).

6. Suponha que rq,...,r7 sejam observagoes de uma série de log-retornos,

seguindo um modelo AR(1)-GARCH(1,1),

e = pt¢iri +oayg,
Ay = O&y¢, 8tNN<O,1)

2 2 2
o; = g + Q1A q + 510_1&—1'

Obtenha a fungao de log-verossimilhanca condicional dos dados.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

. Obtenha a expressao (5.27).
. Refaga o problema 1, usando a distribuicao ¢ de Student para os erros.

. Refaga o problema 3, usando a distribuicao ¢ de Student para os erros.

Refaca o problema 2, usando a distribuicao de erro generalizada para os
€rros.

Encontre a log-verossimilhanga para um modelo ARCH(1), supondo &; ~
t,.

Mesmo problema anterior, para um modelo GARCH(1,1).

Modelo PGARCH. O modelo PGARCH (1,1)(de “power”’ GARCH"?),
proposto por Ding et al. (1993) é dado por

hf = ag + o (Jre-1| + 1) + Blhf—l’

onde d é um inteiro positivo e v denota o coeficiente de alavancagem. Se
d=2e~y=0temos o GARCH usual; se d = 2 temos o GARCH com ala-
vancagem. O modelo com d = 1 é robusto a observacoes atipicas.Usando
o S+FinMetrics:

(a) Ajuste um modelo PGARCH (1,1), aos dados da Petrobras.
(b) Ajuste um modelo PGARCH (1,1), com d = 1, aos dados da Vale.

Ajuste um modelo EGARCH(1,0) aos dados de retornos didrios da CEMIG.

Determine E(|¢|) para uma distribui¢do ¢ de Student padronizada, isto

é,e=X/\/v/(v—2),onde X ~ t,.

Prove (5.11).

Mostre que um modelo GARCH(1,1) é equivalente a um modelo ARCH(o0),
com pesos exponencialmente decrescentes.
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Apéndice 5A. Algumas Distribuicoes Especiais

Além da distribui¢ao normal e da distribui¢ao t-Student, podemos usar
outras distribui¢oes para o erro ; de um modelo GARCH genérico. Nelson
(1991) propos a distribuigdo de erro generalizada (“generalized error distri-
bution”, GED). Dizemos que a v.a. X segue uma GED, com média zero e
variancia um, se sua densidade é dada por

vexp[—(3)]z/A]"]
@) = Soewnr )

onde

[

Aqui, v > 0 governa o comportamento das caudas da distribuicao. Se
v = 2 obtemos a distribuicao normal padrao, e se v = 1 obtemos a distribuicao
exponencial dupla,

1
flz) = —=¢ V2l
@)=
Quando v < 2 a distribuicao tem caudas mais pesadas do que a normal e
quando v > 2 tem caudas mais leves do que a normal.
Fernandez e Stell (1998) propuseram o uso da distribuicao ¢ assimétrica,
cuja distribuicao tem densidade

f(zx|e,v) = [g(L(s:)s +m)|V)](—oo0) (T + m/s)]

L+ 1/

oy, e+ m) ) oo (o + m/5)]

onde g(-|v) denota uma t — Student com v graus de liberdade,
(v +1)/2)vVv =2
B Vl(v/2)
s=+/(2+1/12—1)—m2,

sendo ¢ o parametro de assimetria, com ¢ = 1 para a t tradicional.
Laurent e Peters (2002) desenvolveram um pacote na linguagem Ox para
estimar modelos da familia ARCH, com erros normais, t, GED e t assimétricos.

(e =1/v),
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Apéndice 5B. Modelos Heteroscedasticos Condi-
cionais Multivariados

Modelos multivariados podem ser titeis em areas como selecao de carteiras
(portfolios), aprecamento de opgoes, hedging e gestao de riscos.

Suponha que temos um vetor de retornos r;, de orden n x 1, e consideramos
o modelo

ry = My + &4, (Al)

em que py = FE(ry|Fi—1) é o vetor de médias condicionais, dada a informacao
passada e €; ¢ um vetor de inovacoes da série no instante t. Podemos supor
que pg siga um vetor VARMA multivariado, como no Capitulo 9, ou seja,

p Q
He = Z D;ry_; — Z Oigi_i,
i=1 i=1

podendo-se acrescentar a essa equagao um vetor de covaridveis (ou varidveis
exdgenas ou ainda explicativas).

Definamos H; como a matriz de covariancias condicionais, de ordem n x n,
dada a informacao passada F;_1, ou seja,

Ht = COV(I't|ft,1) = COV(St‘JT"t,1>.

Entao um modelo de volatilidade para a série de retornos r; serd dado pela
equacao (A.1) mais a equacao

Er = Htl/QZt, (A2)

na qual £(z;) = 0 e Cov(z;) = I,,.
H& muitas possibilidades de generalizagoes de modelos univariados de volatili-

dade para o caso de n séries. Contudo, para n grande teremos uma quan-
tidade grande de parametros a estimar, pois H; terd n(n + 1)/2 parametros
desconhecidos. Um dos objetivos é buscar modelos que sejam parcimoniosos.

Ha trés abordagens para a construgao de modelos da form GARCH multi-
variados (abreviadamente MGARCH) (Laurent et al., 2006):

(i) generalizagao direta de modelos GARCH univariados; nesta categoria estao
os modelos VEC, BEKK e modelos fatoriais;
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(ii) combinagoes lineares de modelos GARCH univariados; nesta classe estao
os modelos ortogonais generalizados e os modelos fatoriais latentes;

(ili) combinagoes nao-lineares de modelos GARCH univariados; nesta classe os
modelos de correlagoes condicionais (constantes e dinamicos).

Podemos, também, considerar uma extensao para o caso multivariado do

modelo EWMA. Aqui,

Ht = (]_ — )\)rt_lr;_l + /\Ht—l-

Dados A e H;, as matrizes de covariancias estimadas podem ser obtidas
recursivamente.

Neste apéndice vamos apresentar apenas dois modelos para o caso (i)
acima. Como vimos, quando considerarmos modelos MGARCH, o nimero
de parametros cresce rapidamente com n (dimensdo de ry). Para tornar o
modelo tratavel podemos impor estruturas mais simples, como por exemplo,
supor que matrizes coeficientes sejam diagonais.

Modelos VEC

O modelo VEC geral foi proposto por Bollerslev et al. (1988) e supde que
cada elemento de H; seja uma funcao linear de erros quadraticos e produtos de
erros defasados e de valores defasados de elementos de H;. A partir de agora
vamos considerar somente o caso (1,1) para facilidade de notagao.

Definicao A.1. O modelo VEC (1,1) é definido por:

ht = A() + A'r]t—l + Bht_l, (A?))

em que

h, = vech(H,),
n = vech(eeg,).

Aqui, vech(-) denota o operador que transforma a parte triangular inferior
de uma matriz n x n em um vetor n(n+1)/2x 1, A e B sdo matrizes quadradas
de ordem n(n+1)/2 e Ay é um vetor de ordem n(n+1)/2 x 1.

O numero de parametros é n(n+1)(n(n+1)+1)/2. Por exemplo, se n = 3,
temos 78 parametros. Uma simplificacao é o VEC diagonal, onde cada h;;;
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depende somente de sua defasagem e de valores prévios de ¢;.£;;. O ntimero de
parametros reduz-se a n(n+15)/2, de modo que se n = 3 temos 12 parametros.

Definigao A.2. O modelo VEC diagonal (1,1), ou DVEC(1,1), é definido por

Ht = AO + A ® (€t,1€;_1) +Bo® Htfl, <A4)

em que A e B sao matrizes simétricas e ® denota o produto de Hadamard, ou
seja, multiplicagao elemento por elemento.

As extensoes para VEC(p,q) ou DVEC(p,q) sao imediatas.

Exemplo A.1. Vamos escrever o modelo DVEC (1,1) bivariado:
hiiy Anip Ay 5% t—1
’ = ’ + ’ © ’ +
l h21,t h22,t A21,0 A22,0 A21,1 A22,1 €2¢t—1€1,¢t—1 5%,1&—1

B1171 o) hll,t—l
Bo1g Baza horg—1 hagp1 |-
Aqui, temos que as volatilidades sao dadas por

2 .
hiie = Aiio + Aiin€ieq + Binhiig—1, 1=1,2

e a covariancia é dada por
hioy = Aiap + Ar21€10-1824-1 + Bia1hia1.

A matriz H; pode nao ser positiva definida. Ela o serd, para todo t, se
Ay, A | B e Hy forem positivas definidas.

Modelos BEKK
Esta classe de modelos foi introduzida por Engle e Kroner (1995).

Definicao A.3. O modelo BEKK(1,1) é definido por

Ht = A()AO/ + A€t_1€;_1A/ + BHt_lB,, (A5)
na qual Ag é triangular inferior e A, B sao matrizes n X n irrestritas.
Este modelo tem n(5n + 1)/2 parametros. Por exemplo, se n = 3, teremos

24 parametros, comparado com 12 do modelo DVEC(1,1). A extensao para o
modelo BEKK(p,q) é imediata.






CAPITULO 6

Processos com Memoria Longa

6.1 Introducao

O processo ARMA(p, q) é considerado um processo de “meméria curta”,
uma vez que a f.a.c. p; decresce rapidamente para zero. Na realidade, pode-se
demonstrar que, para tal processo,

il <Crd, j=1,2,... (6.1)

onde C'>0e0 <7 <1 A expressao (6.1) garante que a funcao de autocor-
relacao decai para zero exponencialmente.

Um processo de memoria longa é um processo estacionario em que a funcao
de autocorrelagao decresce hiperbolicamente para zero, isto é,

pj~ Cj~% Jj— o0, (6.2)

onde C' > 0e 0 < a < 1. Pode-se usar o coeficiente de Hurst H =1 — a/2, de
modo que 1/2 < H < 1. Quanto maior H, maior a memoria longa do processo.
Pode-se provar que o espectro f(\) do processo, cuja funcao de autocorrelagao
é como em (6.2), tende a CyA*"!, para A — 0, onde Cy > 0 constante. Ou
seja, a funcao densidade espectral de um processo de meméria longa diverge
para +oo na frequéncia zero.

Estudos empiricos, principalmente em Climatologia e Hidrologia (década
de 1950) revelaram a presenca de meméria longa (ML) em dados de séries
temporais e espaciais. Essas séries apresentam persisténcia nas autocorrelagoes
amostrais, isto é, dependéncia significativa entre observacoes separadas por um
longo intervalo de tempo. Essas autocorrelagoes apresentam o comportamento
dado por (6.2). Outra caracteristica desse tipo de série é que sua fungao
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densidade espectral é nao limitada na frequéncia zero, o que equivale a dizer
que sua funcao de autocorrelacao nao é absolutamente soméavel.

Formalmente, temos a

Definicao 6.1. Suponha que X, tenha autocorrelacao p;. Dizemos que X,
possui memoria longa se

Jim o] (6.3)

j=-n

é nao finita.

O fenémeno de ML foi notado por Hurst (1951, 1957), Mandelbrot e Wallis
(1968) e McLeod e Hipel (1978), em conjungdo com problemas na drea de
Hidrologia. Modelos de ML também sao de interesse na andlise de estudos
climaticos, como no estudo da aparente tendéncia crescente em temperaturas
globais devido ao efeito estufa. Veja Seater (1993), por exemplo.

Recentemente (década de 1980), os economistas notaram que hé evidéncias
que processos de ML descrevem de modo satisfatério dados economicos e finan-
ceiros, tais como taxas de juros e de inflacao. Estudos recentes na modelagem
da volatilidade de ativos financeiros mostram que tais processos sao de grande
utilidade. Uma excelente revisao sobre processos de ML em econometria é
feita por Baillie (1996).

Exemplo 6.1. A Figura 6.1 mostra a conhecida série de indices de precos
anuais de trigo de Beveridge (1921), de 1500 a 1869 (7" = 370), e suas auto-
correlagoes amostrais, notando o seu lento decaimento. Os pregos sao médias
sobre vérias localidades na Europa (arquivo a-bev00.69.dat).

Exemplo 6.2. Temos, na Figura 6.2, as autocorrelagoes amostrais das séries
de valores absolutos dos retornos diarios do Ibovespa, Dow Jones, Vale e Petro-
bras. Estes valores absolutos representam a volatilidade da série. O lento de-
caimento das autocorrelagoes mostra claramente a persisténcia da volatilidade.
As figuras mostram, também, as autocorrelacbes de modelos autorregressivos
AR(p) ajustados as séries. Os valores de p paras as séries do Ibovespa, Dow,
Vale e Petrobras sao, respectivamente, 27, 12, 27 e 27. Vemos que as auto-
correlages dos modelos autorregressivos sao boas estimativas para lags baixos.
Notamos, ainda, o niimero excessivo de parametros do modelo autorregressivo
necessarios para capturar a dependéncia nas séries.



6.1. INTRODUCAO 169

200 300
1 1

Beveridge

10
!

1500 1600 1700 1800

ano

Series : Beveridge

ACF
00 02 04 06 08 10

o 5 10 1s 20 25

Figura 6.1: (a) Série de indices de pregos de trigo de Beveridge (b) f.a.c.
amostral.

Uma outra caracteristica de séries com memoria longa é que as autocor-
relagoes da série original indicam nao estacionariedade, ao passo que a série
diferencada pode parecer ser “superdiferencada”. Ou seja, processos de ML
situam-se entre processos 1(0) e I(1).

Procurando respeitar as caracteristicas de uma série de memoria longa,
citadas anteriormente, foram definidos dois modelos importantes, nos quais
a funcao de densidade espectral é proporcional a A™", 1 < r < 2, para A
préximo de zero e o decaimento da fungao de autocorrelagao é do tipo (6.2).
Primeiro foi introduzido o ruido gaussiano fracionario por Mandelbrot e Van
Ness (1968). Mais tarde, Granger e Joyeux (1980) e Hosking (1981) introduzi-
ram o modelo ARIMA fraciondrio (ou ARFIMA), que é uma generalizagao do
modelo ARIMA.

Ha trabalhos recentes incorporando ML a processos GARCH, como nos
processos FIGARCH (fractionally integrated generalized autoregressive condi-
tional heteroskedasticity), introduzidos por Baillie at al. (1996). Também,
processos de ML associados a modelos de volatilidade estocastica foram con-
siderados por Harvey (1998) e Breidt et al. (1993). Veja a segao 9.6.
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Figura 6.2: Autocorrelagoes amostrais da volatilidade (a) Ibovespa (b) Dow
Jones (c) Vale (d) Petrobras, com f.a.c. dos modelos AR ajustadas.

6.2 Estimacao e Testes para Memoéria Longa

Nesta secao apresentaremos dois procedimentos para testar se uma série
temporal apresenta memoria longa e estimar o parametro de longa dependéncia.
Um é baseado na estatistica R/S e outro, no periodograma, que é um estimador
do espectro de um proceso estacionario.

O modelo proposto para a série X; é o processo integrado fraciondrio

(1= B)"(X: — p) = w, (6.4)

onde u; é um processo estaciondrio, com espectro f,(\), e, para qualquer
numero real d > —1, define-se o operador de diferenca fracionéria

(1-B)* = i (Z) (—B)* (6.5)

k=0
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1 1
= 1—dB+5d(d—1)Bz—§d(d—1)(d—2)33+--~,

ou seja,

N A T(d+1)
k) kl(d—k) Tk+D0(d—-k+1)
A relagao existente entre d e H é d = H — 1/2. Se 0 < d < 1/2, entéo

X, é estaciondrio com memdria longa. Se —1/2 < d < 0, dizemos que X; é
antipersistente.

6.2.1 Estatistica R/S

A estatistica R/S foi introduzida por Hurst (1951) com o nome rescaled
range (ou range over standard deviation), com o propésito de testar a existéncia
de memoria longa numa série temporal.

Dadas as observagoes X1, ..., Xr, a estatistica R/S é dada por
1 k k
QT = S_T maxi<g<rt Z(X] — X) — minlngT Z(Xj — X) ; (66)
j=1 j=1

onde X é a média amostral e S ¢é a variancia amostral.

Pode-se demonstrar que se X; sao i.i.d. normais, entdo Qr/ VT converge
fracamente para uma v.a. que estd no dominio de atracao de uma ponte
browniana. Lo (1991) fornece os quantis dessa varidvel limite. Ele nota que a
estatistica definida por (6.6) nao é robusta a dependéncia de curta memoria e
propoe substituir () por

k k
O = Gy | D (X = X) —minigeer 3 (X5 - X) [, (67)
T .
7j=1

Jj=1

onde d7(q) é a raiz quadrada do estimador da variancia de longo prazo de
Newey-West, com largura de faixa ¢, dado por

. 2 <
o7(q) = S+(1 + T > wgir),
j=1

sendo wy; =1—j/(¢+1), ¢ <T e r; sdo as autocorrelacbes amostrais usuais
de X;. Newey and West (1987) sugerem escolher ¢ = [4(7/100)%°).
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Se o processo X; nao tiver ML, a estatistica R/S converge para sua dis-
tribuicdo limite & taxa T/2, mas se ha ML presente, a taxa de convergéncia é
T,

Esses fatos sugerem construir graficos (na escala log-log) de R/S contra o
tamanho amostral. Para uma série com MC os pontos devem estar ao longo
de uma reta com inclina¢do 1/2, ao passo que para uma série com ML, a reta
deve ter inclinacao H > 1/2, para grandes amostras.

Para a construgao desse grafico, considerar os valores de R/S contra k;,
para k; = fk;_1, i = 2,...,s, k; grande inicialmente e f um fator conveniente.

A funcdo rosTest do S+FinMetrics calcula (6.7) com ¢ = [4(7/100)'/%]. Essa
funcao pode ser usada para testar se ha ML na série temporal. A funcao d.ros
estima o valor de H segundo esse procedimento gréfico.

Exemplo 6.3. Considere os retornos diarios do Ibovespa de 1994 a 2010 e a
série de volatilidades, representada pelos valores absolutos dos retornos. Essa
série é mostrada na Figura 6.3. O Quadro 6.1 mostra o resultado da aplicacao
da funcao rosTest. O valor da estatistica Qr é 2,741, significativa com o
nivel 0,01, o que confirma que a série apresenta memoria longa. A Figura 6.4
apresenta o log-log plot de R/S, com a reta ajustada. O valor estimado de d é

d=0,17. O gréfico foi feito com k; =5 e f = 2. A reta pontilhada no grafico
indica MC (H = 1/2).

’ Quadro 6.1: Teste para ML para volatilidade do Ibovespa. ‘

Test for Long Memory: Modified R/S Test
Null Hypothesis: no long-term dependence

Test Statistics:

2.741**

*: significant at 5% level
**: significant at 1% level

Total Observ.: 4018
Bandwidth: 10
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Figura 6.3: Valores absolutos dos retornos do Ibovespa.

Log—Log R/S Plot

Figura 6.4: Plot R/S para valores absolutos dos retornos do Ibovespa.

6.2.2 Procedimento GPH

Esse método para estimacao do parametro de longa memoria foi proposto
por Geweke e Porter-Hudak (1983) e baseia-se na equagao que exibe relagao
entre os espectros de X; e de u; em (6.4). Tal equagao foi reescrita para
que se assemelhasse a uma equacao de regressao linear, onde o coeficiente de
inclinacao envolve o parametro d.

De (6.4) temos que

fo(N) = 11 = e 72 fu(N), (6.8)

em que f,(\) é o espectro de wuy.
Multiplicando ambos os lados de (6.8) por f,(0) e aplicando o logaritmo,
obtemos
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, A
In f,(A) =In f,(0) —dIn |1 — e > +1n (§u205> . (6.9)
Substituindo A por \; = 2mj/T (frequéncia de Fourier) e adicionando

In(Z,();)), a ambos os lados de (6.9), obtemos

InZ,(A;) = Inf,(0)—dn (4sen (%))
e () o (f%%) (6-10)

em que
2
L(\) = (2nT)~ th exp(—i\;t)
t=1
¢é o periodograma dos dados Xy, ..., Xr.
O termo ln(f}l((’\(f))) pode ser desprezado quando se considerar apenas as

frequéncias \; proximas de zero. Assim, podemos reescrever (6.10) como um
modelo de regressao linear

Y}:(L—de+€j, jzl,...,m, (611)
em que
Y, = Inl,(\),

X, = ln(4sen2(5j)),

A
g, = In| 222,
’ (me‘J>
a = Inf,(0)em=cl" 0<a<l,

¢ uma constante. A relagao linear (6.11) sugere a utilizacao de um estimador
de minimos quadrados para d, isto é,

S (X = XY Y)
Z&(Xi - X)2
Geweke e Porter-Hudak (1983) demonstram que

2

~ D s
dMQ — N d, po — .
( GZj:I(Xj _X)2>

dyg = — (6.12)
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Sob Hy : d = 0, isto é, o processo nao tem memoria longa, a estatistica

—1/2
i i (6.13)
ti—o =d poy — .
6 Zj:l(Xj - X)2

tem distribuicao normal padrao.

O estimandor d, calculado por meio de (6.12) é chamado estimador GPH
(de Geweke e Porter-Hudak).

O programa S+FinMetrics usa a funcao gphTest para estimar d e testar H
dada acima, usando como “default”, m =T, com o = 0, 5.

O parametro d pode também ser estimado por méxima verossimilhanca,
juntamente com os parametros de um processo ARFIMA ajustado a uma série
temporal com memoria longa. Veja a secao seguinte.

Exemplo 6.4. Consideremos novamente os valores absolutos dos retornos
didrios do Ibovespa, do exemplo 6.3. O Quadro 6.2 apresenta o resultado da
aplicacao da funcao gphTest. O valor da estatistica é 3,9466, e a hipdtese
nula de que nao hd memoria longa é rejeitada com o nivel 1%. O valor es-
timado de d é d = 0,3557. Além disso, baseado no erro padrao assintético
fornecido, 0,0901, obtemos o intervalo de confianga [0, 1757;0,5357] para d,
com coeficiente de confianca de 95%.

’ Quadro 6.2: Teste para ML para volatilidade do Ibovespa, usando GPH ‘

Test for Long Memory: GPH Test
Null Hypothesis: d =0

Test Statistics:

d 0.3557

stat  3.9466"*

*: significant at 5% level
**: significant at 1% level

Total Observ.: 4018
Number of Freq: 63
[1] 0.0901
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6.3 Modelos ARFIMA

Nesta secao estudaremos uma classe de modelos que sao capazes de descre-
ver, simultaneamente, as dinamicas de memorias curta e longa de processos
estacionarios.

Definigao 6.2. Dizemos que {X;} é um processo autorregressivo fraciondrio
integrado de média mdveis, ou ARFIMA(p,d,q) com d € (-3, %), se {X;} for

T 202
estacionario e satisfizer a equacao
#(B)(1 — B)*X, = 0(B)ay, (6.14)

onde a; ~ RB(0,0%) e ¢(B) e 6(B) sao polinomios em B de graus p e g,
respectivamente.

A razao da escolha dessa familia de processos, para fins de modelagem das
séries com comportamento de memoéria longa, é que o efeito do parametro d em
observacgoes distantes decai hiperbolicamente conforme a distancia aumenta,
enquanto os efeitos dos parametros ¢ e 6 decaem exponencialmente. Entao,
d deve ser escolhido com o objetivo de explicar a estrutura de correlacao de
ordens altas da série, enquanto os parametros ¢ e 6 explicam a estrutura de
correlagao de ordens baixas.

A) Estacionariedade e Invertibilidade

Hosking (1981) demonstra que o processo ARFIMA (p, d, q), dado por (6.14)

(i) estaciondrio se d < % e todas as raizes de ¢(B) = 0 estiverem fora do

2
circulo unitério;

(ii) invertivel se d > —3 e todas as rafzes de #(B) = 0 estiverem fora do
circulo unitério.

B) Fungdes de autocorrelagdo e densidade espectral

Hosking (1981) também mostra que se X, dado por (6.14), for estacionario
e invertivel e se f(A) for a fungao densidade espectral de X;, entao

(i) limy_,0 A??f()\) existe e é finito;

(i) limy_,e k1 ~24py existe e é finito.
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Exemplo 6.5. O caso mais simples é o ruido branco fraciondrio, ou seja, um
ARFIMA(0, d,0), dado por

(1—-B)'X, =a;, a; ~RB(0,0%). (6.15)

Se a; é gaussiano, teremos o ruido gaussiano fraciondrio.

Quando d < %, X, é um processo estacionario e tem representacao na forma
X; = ¢¥(B)a; com os pesos dados por

dl+d)---(k—=1+d) (k+d—1)

Vi = Kl T OR(d-1)

Como I'(d+ k) =d(d+1)---(d+ k —1)/I'(d), podemos escrever

o= T(k + d)
P T (k+1)
e temos
kd_l
@Z)k ~ m = Clk/’d_l,k’ — 00

sendo ¢; uma constante.

Quando d > —% o processo € invertivel e tem representacao na forma

m(B)X; = a; com os pesos dados por

s :_d(l_d)”'(k_l_d): (k—d—1)!

k! Kl(—d— 1)’

ecomo I'(k—d) = (k—d—1)---(1—d)(—d)['(—d), podemos também escrever

(k)
DTk + 1)
e
kfdfl a1
WkNm:CQk ,/{?%007

co constante. A seguir, assumiremos —% <d< %
As funcoes de densidade espectral, autocorrelacao, autocorrelacao parcial
e a variancia sao dadas, respectivamente, por
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—2d

O'Z A
fO) = { i—%(d?sen (3) §< AOS g (6.16)
a Y —> Y
(—d)!(h+d—1)! k—14d
Pn = = —, h=1,2,... (6.17)
(d—1D!(h —d)! 0Zheh k—d
d
Onn = h_d h=1,2,...
_(—2d)!
Yo = ()
Em particular, temos que
d
P1 = 1—a (6.18)
(—d)!h2!

P~ NCE =csh*!, h = o0,

sendo c3 constante e

FN) ~ A2, (6.19)

A Figura 6.5(a) apresenta N = 100 observagoes simuladas de um modelo
ARFIMA(0,d,0) com d = 0,45 e a Figura 6.6 (a) apresenta o gréafico das
autocorrelagoes.

Exemplo 6.6. Consideremos, agora, o processo ARFIMA(1, d,0), dado por
(1-B)(1—¢B)X; = ay,

que é um processo estaciondrio e invertivel se |d| < 3 e [¢] < 1.
Além disso, temos que

(a) os pesos ¢; e m; das representacoes X; = ¢(B)a, e m(B)X; = a; sdo
dados por

(+d—1) ) ~ T
I A Ca [

b=

(1-9¢) .44

(j —d—2)! . )
/ il =0 =+ a)/ih~ Zm i

UG- (—d—
a(a+1)b(b+1)

respectivamente, em que F(a,b;c,z) =1+ a?bz + o et
fungao hipergeométrica e a aproximagcao vale para j — oo;

2+ éa
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(b) a fungao densidade espectral é

3 (2en3))

a2 < A\<T

21 1+¢2—2¢ cos \’ —

fA) =
—2d

d=ap A0

(c) aexpressao para af.a.c. é bastante complicada mas, em particular, temos

que
(1+¢*)F(L,d;1—dig) — 1
¢[2F(1,d;1 —d;¢) — 1]

(—!(1+ 9)* !
(d—DN(1—-¢)F(1,1+d;1—d;¢)

p1 =

pj = J — o0.

Além disso,
(=2d)\F(1,1+d;1 —d; ¢)

PETTT A=

A Figura 6.5(b) apresenta N = 100 observagoes simuladas de um processo
ARFIMA(1,d,0) com ¢ = 0,8 e d = 0,45 e a Figura 6.6 (b) apresenta o grafico
das f.a.c.

Exemplo 6.7. Considere, agora, um processo ARFIMA(0,d, 1), dado por
(1-B)'X, = (1—0B)ay,

que pode ser visto como uma média mével de primeira ordem de um ruido
branco fraciondrio; X; é estacionario e invertivel se [§] < 1 e |d| < L. Além

2
disso, temos que:

(a) os pesos 1); e m; das representagoes autorregressiva e de médias méveis
infinitas sao dadas por

G—d-1) joo

= P, —ji1+d—j,0) ~
¥ =d=T) (L—ji1+d—3.0)

 (j+ad-2) (1+4d) (1-6) .,
”j_(j—1>(d—1)!{1_9_ j %(d—l)!] ’

respectivamente, em que F(-) é a fun¢ao hipergeométrica do Exemplo
6.6 e a aproximacao vale para 7 — oo;
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(b) f(N) = g[l +62 —26 cos | [2sen (3)] By [(1—6)2X7%4] quando A — 0;

2

(c) aexpressao para af.a.c. é bastante complicada mas, em particular, temos

que
(1 +6%d2—-d) —20(1 —d+d?)

M= 0= 2—d){1+62—20d/(1—d)}

(§
—d)! _ .
p] - (C(l— i)‘a.]%i 17 J — 0,
_ (1-6%)

€M que @ = e 5eq/(1-d))

A Figura 6.5 (c) apresenta N = 100 observagoes de um processo ARFIMA
(0,d,1) com d = 0,45 ¢ § = 0,3 e a Figura 6.6 (c) apresenta o respectivo
grafico das f.a.c.

Exemplo 6.8. Finalmente, a Figura 6.5 (d) apresenta N = 100 observagoes
simuladas de um processo ARFIMA(1,d,1) com ¢ = 0,8, # = 0,3 e a Figura
6.6 (d) apresenta o gréficos das autocorrelagoes.

Em todos os exemplos citados do processo ARFIMA(p, d, ¢) podemos notar
o comportamento da funcao de autocorrelagao, que tem decaimento hiperbélico.
Para mais detalhes, veja Hosking (1981) e Granger e Joyeux (1980).

6.4 Estimacao de modelos ARFIMA

Nesta secao vamos apresentar o método de maxima verossimilhanga para
obter estimadores dos parametros do modelo (6.14). Um outro método que
pode ser utilizado ¢é a estimagao semiparamétrica no dominio da frequéncia, por
meio do procedimento GPH visto anteriormente. Para detalhes, veja Morettin
e Toloi (2006).

A fungao de verossimilhanca de X = (Xj,..., Xr) proveniente de um pro-
cesso ARFIMA(p, d, q) pode ser expressa na forma

T
_ _ 1 N
L(n,05) = (2mo) " (ro+ - rroa) P exp | =55 Y (X5 = X)) ria |
a le
) (6.20)
em que n = (d,¢1,...,¢p,61,...,0,), X;, 7 =1,...,T, sdo as previsdes um

passo & frente e r;_1 = (¢2) ' E(X; — Xj)Q'
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‘ o 20 40 . 60 80 100

; o 20 40 . 60 80 100

! o 20 40 ) 60 80 100

’ o 20 40 60 80 100
‘

Figura 6.5: Séries ARFIMA(p, d, q) geradas de acordo com os Exemplos 6.5 a
6.8.

Os estimadores de maxima verossimilhanca dos parametros sao dados por

Oy = T_IS(f?Mv)a (6.21)

onde

”IMV

M .
\
mﬁ
,_.

J:1
e 7,y € o valor de  que minimiza

{(m) =In(S(n))+T* Zln i1

Entretanto, o cdlculo de ¢(n) é bastante lento. Um procedimento alterna-
tivo é considerar uma aproximacao para £(n) dada por

1 Ir(w;)

U(n) ~ l,(n) = IHTZW’ (6.22)
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em que
2
T
Ir(w;) = l X, e Htw;
T\W;) = T t€

t=1

¢é o periodograma dos dados,
d=0.45 phi=0,8, d=0.45
theta=0.3, d=0,45 phi=0,8, d=0,45, theta=0.3

ACF
04 05 06 07 08 09 10
ACF

05 06 07 08 09 10

20 a0 60 80 100 o 20 a0 60 80 100

lags

Figura 6.6: F.a.c. das séries ARFIMA(p, d, q) geradas de acordo com os
Exemplos 6.5 a 6.8.

02 |1 —bre7™i — ... — e 1|2
flusim) = 22 e

— i i . —’i’w]‘ |—2
21 |1 _ ¢1671w]’ .. ¢p€7pzwj’2

1—e
é a fungao densidade espectral do processo X; e Y ; ¢ a soma sobre todas as
frequéncias de Fourier, w; = 275 /T € (—m,7],j =0,1,...,[T/2].
Hannan (1973) e Fox e Taqqu (1986) mostram que:
(i) o estimador 7y que minimiza (6.22) é consistente;
(i) se d >0,
My = N, T7A (), (6.23)

em que A(n) ¢ uma matriz de ordem (p+ ¢+ 1) x (p + ¢+ 1) com
(7, k)-ésimo elemento dado por

L [T 0lnf(A\n)dlnf(An)
A _
(1) 4m /_Tr on; Oni,

d\;
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(iii) a variancia o2 é estimada por

I DV e
My = T 27Tf w]anMV)

O estimador de d obtido dessa maneira é chamado estimador de Whittle ou
estimador de Fox-Taqqu. O programa Splus utiliza a funcao arima.fracdiff para
estimar modelos ARFIMA, incluindo modelos da forma (0, d,0). Contudo, é
necessario especificar os valores de p e ¢ da parte ARIMA. Como vimos, é dificil
especificar esses valores e uma possibilidade é encontrar valores p < pmax €
g < gmax que minimizam o AIC ou BIC.

O programa S+FinMetrics utiliza a funcao FARIMA, baseada numa extensao
de modelos ARFIMA proposta por Beran (1995), que supoe d > —1/2. Veja
Zivot e Wang (2006) para detalhes. A funcao d.whittle também pode ser usada
para o caso ARFIMA (0,d,0).

Exemplo 6.9. Consideremos a série de valores absolutos dos retornos diarios
da Petrobras, de 18/08/1998 a 29/09/2010. Usando a fungao FARIMA do
S+FinMetrics, vamos ajustar um modelo ARFIMA (p,d,q). Para determinar
as ordens p e ¢, consideremos p = 0,1,2 e ¢ = 0, 1, 2 e escolhemos 0 modelo que
minimiza o BIC. O modelo escolhido é um ARIMA (2,d,1), com d = 0,157,
indicando a presenca de ML. O diagndstico do modelo pode ser feito com o
comando plot(petro.fit), que produz diversos graficos que ajudam a verificar se
o modelo é adequado. O Quadro 6.3 mostra um resumo da saida do programa.
Segue-se que o modelo ajustado é

(1—0,883B —0,093B%)(1 — B)"*"X, = (1 — 0,948)a,
Os comandos apropriados sao, indicando os retornos por rpetro:

>petro.fit=FARIMA(abs(rpetro), p.range=c(0,2), q.range=c(0,2),mmax=0),

>summary(petro.fit).

6.5 Previsao de modelos ARFIMA

Considere o processo ARFIMA(p, d, q) estacionério e invertivel,

#(B)(1 — B)!X, =0y +0(B)a;, —0,5<d<0,5. (6.24)



184 CAPITULO 6. PROCESSOS COM MEMORIA LONGA

Podemos reescrever o processo na forma de choques aleatérios,

X = p+ Y e, (6.25)
§=0
e na forma invertida
> mZi =0+ a, (6.26)
j=0
onde
> ;B =0(B)¢"(B)(1—B)™
§=0
e

> B = o(B)0(B)(1- B)".

’ Quadro 6.3: Estimagao do modelo ARFIMA(2,d,1). ‘

Value Std. Error t value P-value
d 0.1570 0.0329 4.7785 0.0000
AR(1) 0.8826 0.0380 23.2407  0.0000
AR(2) 0.0926 0.0333 2.7834 0.0054
MA(1) 0.9479 0.0063 149.9936  0.0000

log-likelihood BIC

7932.911 -15833.803
BIC of all models  estimated:

q=0 q=1 q=2
-15730.30 -15800.36 -15799.91
-15793.87 -15829.81 -15806.90
-15812.14 -15833.80 -15833.29

@’Tﬁ'tﬁ
o = O

Assim, podemos fazer previsdes de valores futuros do processo X;, uti-
lizando as equagoes (6.25) ou (6.26). A variancia do erro de previsao, também
pode ser calculada de modo usual.

Uma outra forma é usar a da equacao de diferencas

©(B)X: = 0y + 0(B)ay, (6.27)
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em que ¢(B) = 9(B)(1 — BY = 6(B)YD(B) e D(B) = 1 — d\ B — dyB* — - -+ &
um polinémio em B, com coeficientes dados por

—T(j —d) k—1—d
dj = — = - j=0,1,2,... 6.28)
PTG+ DI(=d) 0<Hk§j K (

e I'(+) é a funcao gama, dada por

J et dt, @ > 0,
I'(z) = ¢ oo, x =0,
' T(1+2x), z<O.

Utilizando (6.28) e as expressoes (6.25) e (6.26), podemos fazer previsoes
para a série de memoria longa X;.

Note que D(B) é um polinémio de ordem infinita. Na pratica, quando
temos uma série com 7' observagoes, utilizamos somente os L primeiros termos
desse polinomio, L < T

Para mais detalhes, ver Brockwell e Davis (1991). O programa S+FinMetrics
usa a funcao predict para obter previsoes de um modelo ARFIMA.

Exemplo 6.10. Para o exemplo 6.9, onde petro.fit indica o0 nome do modelo
ARFIMA ajustado, usamos os comandos:

> petro.pred=predict(petro.fit,n.predict=100, ar.approx=100)
> class(petro.pred)

> summary(petro.pred)

> plot(petro.pred,abs(rpetro),n.old=300)

Aqui, n.predict indica o niimero de passos a frente, ar.approx indica a ordem
do modelo AR usado e n.old é o niimero de observacoes da série original usadas
no grafico. Os primeiros 36 valores previstos, constantes do objeto petro.pred,
estao mostrados no Quadro 6.4.

6.6 Processos de Volatilidade com ML

Vimos que os modelos da familia GARCH modelam a dinamica de retornos
juntamente com sua volatilidade, considerada uma varidvel latente (nao obser-
vada).

Por outro lado, os modelos ARFIMA podem ser usados para modelar o
comportamento de ML da volatilidade, supondo-se que essa seja uma variavel
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observada. Uma ideia é considerar |X;| ou X?, se X; indicar os log-retornos.
Veja Taylor (1986), Ding et al. (1993) e Dacorogna et al. (1993), para estudos
de | X;| (agoes), | X;|P (acdes) e X? (taxas de cambio), respectivamente. Ou
podemos usar a chamada volatilidade de Garman-Klass, baseada nos precos
de abertura, maximo, minimo e de fechamento de determinado ativo (agao).
Veja o Apéndice 6.

’ Quadro 6.4: Valores previstos para o modelo ARFIMA ‘

-0.0019 | -0.0021 | -0.0035 | -0.0042 | -0.0046 | -0.0049 | -0.0051 | -0.0051 | -0.0051
-0.0050 | -0.0050 | -0.0049 | -0.0047 | -0.0045 | -0.0044 | -0.0042 | -0.0039 | -0.0037
-0.0035 | -0.0033 | -0.0030 | -0.0028 | -0.0025 | -0.0023 | -0.0020 | -0.0018 | -0.0015
-0.0013 | -0.0010 | -0.0008 | -0.0006 | -0.0003 | -0.0001 | 0.0002 0.0005 0.0007

Um modelo GARCH (r,s) pode ser escrito como um modelo ARMA (q;,s),
com ¢ = max(r, s), na forma (veja (5.25))
¢(B)X? = ag + B(b)w, (6.29)

onde v, = X? —0?, sao as inovagoes seguindo um processo diferenga martingale
e

$(B)=1—¢,B—...— ¢,BY,

B(B)=1—BB—...— BB,

com ¢, =a; + B, it =1,...,q.

Baillie et al. (1996) consideraram um processo de ML na variancia condi-
cional, denominado “Garch integrado fracionario”’, ou FIGARCH, que implica
em decaimento hiperbdlico nas inovagoes quadraticas e pesos persistentes.

O modelo FIGARCH (q,d,s) é definido por

¢(B)(1 — B)!X} = ag + B(B)w, (6.30)

onde ¢(B) e p(B) sao como definidos acima e com raizes fora do circulo
unitario. Se d = 0 obtemos um modelo GARCH e se d = 1 obtemos um
modelo IGARCH. Note que

B(B)of = ag + [B(B) — #(B)](1 — B)"| X}

No Capitulo 5 estudamos alguns modelos assimétricos, em particular, o
modelo EGARCH. Notando que este pode ser escrito como um modelo ARMA
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em termos da Ino? (e, portanto, garante que o2 > 0), Bollerslev e Mikkelesen

(1996) propuseram o modelo EGARCH integrado fracionéario, FIEGARCH.
Um modelo FIEGARCH(q,d,s) é definido por

$(B)(1 - B)'Ino} = ao+ > _(Biler;| +ve1-5), (6.31)
j=1
onde ¢(B) ¢é defindo como em (6.29) e &; sdao os residuos padronizados, ou
seja, ¢ = Xy/op. Em (6.31), os parametros vy; dao o efeito de alavancagem
(leverage). O processo é estaciondrio se 0 < d < 1.
O programa S+FinMetrics usa a fungao fgarch para estimar modelos FI-
GARCH e FIEGARCH, mantendo todas as demais facilidades dos modelos
GARCH.

Exemplo 6.11. Vamos considerar os retornos diarios (pregos de fechamento)
do DJIA, do exemplo 1.2, mas agora multiplicados por 100. Ajustamos modelos
FIGARCH(1,d,1) e FIEGARCH(1,d,1), com resultados nos quadros 6.5 e 6.6,
respectivamente. Como os retornos sao nao correlacionados, nao ha neces-
sidade de ajustar previamente um modelo ARMA. Na Tabela 6.1, temos a
comparacao entre os modelos, mostrando que o modelo FIEGARCH tem os
menores AIC e BIC. O valor estimado de d é d = 0,585, para o modelo FIE-
GARCH, o que indica que o modelo é estacionario.

O diagnéstico e previsao desses modelos podem ser feitos de modo similar
aos modelos ARFIMA ¢ GARCH. Veja Zivot ¢ Wang (2006) para detalhes.

Tabela 6.1: Comparacao entre os modelos FIGARCH e
FIEGARCH ajustados aos retornos do DJIA.

FIGARCH (1,1) | FIEGARCH (1,1)
AIC 5853 2769
BIC 5881 5803
log-verossim. -2921 -2879

6.7 Problemas

1. Mostre que um processo ARFIMA (0,d,0) com —0,5 < d < 0,5 tem
representagao nas formas X; = ¢(B)a; e m(B)X; = a;, com pesos dados
por
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(k+d—1)!

= =y ©

(k—d—1)
K(—d— 1)

T —

respectivamente.

Considere um processo ARFIMA (0, d,0), com d = 0,4. Represente grafi-
camente os pesos ¥ e m,, k=1,2.3,..., encontrados usando o problema
anterior.

Considere a série de valores absolutos dos retornos didrios da Vale (ar-
quivo d-vale98.10.dat).

(a) Verifique se existe necessidade de uma transformacao na série a fim
de estabilizar sua variancia.

(b) Verifique a necessidade de tomar diferencas com o objetivo de tornar
a série estacionaria.

(¢) Apds as transformagoes adequadas, idenfique um modelo ARFIMA
(0,d,0) estimando d através do método de regressao.

Considere um processo ARFIMA(0, d, 0) estaciondrio e invertivel. Mostre
que a fungao densidade espectral é dada por (6.16).

Sugestao: Utilize as propriedades de filtragem linear.

Deduza a expressao da funcao densidade espectral de um processo
ARFIMA(0,d, 1) estaciondrio e invertivel.

’ Quadro 6.5: Modelo FIGARCH(1,1) ajustado aos retornos do DJIA. ‘

Value Std. Error t value P-value
C 0.07564  2.202e-002  3.435e+000 3.029e-004
A 0.01926  3.520e-003  5.471e+000 2.515e-008
GARCH(1) 0.87490 1.148e-002 7.623e+001 0.000e+000
ARCH(1) -0.05828  2.421e-002  -2.407e+000 8.082e-003
fraction 1.00000 2.906e-009  3.442e4-008  0.000e+000

AIC(5) = 5852.895

BIC(5) = 5880.877

Ljung-Box
Statistic
21.57

test for
P-value
0.04261

standard. residuals:

Chi%-d.f.
12

Ljung-Box test

Statistic
11.73

for squared

P-value
0.4675

stand. residuals:

Chi2-d.f.

12

Lagranger
P-value
0.4847

TR2
11.52

Multiplier
F-stat
1.054

Test
P-value
0.5084
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6. Mostre que a funcao densidade espectral de um processo ARFIMA(1, d, 0)
estacionario de invertivel é dada por

[2sen(0, 5))] %

f) = 1+ @2 —2cos A
e que
/\—Qd
fA) = - A — 0.

7. Simule N = 1000 observages {X;} de um processo ARFIMA(1,d,0),
com ¢ =0,6ed=0,45.
(a) Faca um gréfico dos dados simulados e comente.
(b) Calcule as f.a.c. e f.a.c.p. amostrais e comente.

(c) Estime os parametros do modelo, testando a significancia de cada
um deles.

(d) Ajuste um modelo ARMA aY; = (1 — B)X,.

(e) Compare o ajustamento dos modelos ARFIMA (item (c)) e ARMA
(item (d)).

| Quadro 6.6: Modelo FIEGARCH(1,1) ajustado aos retornos do DJIA. |

Value Std. Error t value P-value
C 0.06021 0.02043 2.948 1.618e-003
A -0.14163 0.02190 -6.466 6.321e-011
GARCH(1)  0.39300 0.11183 3.514 2.255e-004
ARCH(1) 0.18322 0.02767 6.623 2.265e-011
LEV(1) -0.15623 0.01841 -8.487  0.000e+000
fraction 0.58496 0.04236 13.808  0.000e+000
AIC(6) = 5769.173  BIC(6) = 5802.752
Ljung-Box test for stand. residuals:
Statistic P-value Chi2-d.f.
26.43 0.009338 12
Ljung-Box  test for squared stand. residuals:
Statistic P-value Chi2-d.f.
17.61 0.1279 12
Lagrange  Multiplier Test
TR?  P-value F-stat P-value
18 0.1157 1.651 0.1745
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8. Considere a série r; de retornos didrios (fechamento) do DJIA (arquivo
d-dow95.02.dat). Considere a série de retornos ao quadrado, v; = 72,
como representando a série de volatilidades.

(a) Calcule as fungoes de autocorrelagao e autocorrelagao parcial amos-
trais da série v, e comente.

(b) Identifique um modelo de meméria longa para a série vy, utilizando
o método de regressao.

9. Utilize o modelo ajustado no Problema 8 para fazer previsoes, a partir
da ultima observagao, considerando h = 1,2,...,12.

10. Estime um modelo de memoéria longa ajustado a série de valores absolutos
dos retornos diarios da Cemig (arquivo d-cemig95.00.dat). Verifique se o
modelo é adequado e, caso necessario, faca as modificagoes apropriadas
para torna-lo adequado. Utilize o modelo final para fazer previsoes até 12
passos a frente. Faca um gréafico da série original e das previsoes obtidas.

11. Mostre que o modelo FIGARCH dado em (6.30) pode ser escrito na
forma

ol = ap(1 —0(1)F + M(B) X2,
onde A(B) =1 —[1 — 6(B)]'¢(B)(1 — B)*.

12. Ajuste modelos FIGARCH e FIEGARCH aos retornos do Ibovespa (ar-
quivo d-ibv94.10.dat) e da Vale (arquivo d-vale98.10.dat). Se necessario,
tome retornos em porcentagem.

Apéndice 6. Volatilidade de (Garman-Klass

Como vimos no Capitulo 5, a volatilidade é uma variavel nao observada,
e uma maneira de estimé-la é ajustar algum modelo de volatilidade, como
ARCH, MVE etc. Se tivermos dados de alta frequéncia (intradiarios) é possivel
estimar a volatilidade didria por meio da chamada volatilidade realizada. Veja
o Capitulo 8 para detalhes. Por exemplo, se tivermos os precos de uma agao,
negociada na Bolsa, a cada 5 minutos no dia ¢, e se a Bolsa opera 6 horas

nesse dia, teremos 72 observagoes, P, 1, ..., P 72. Considerando os log-retornos,
— 2 22
teremos ;0,74 1, - - - , 1,72, que podem ser usados para obter vy = 7+ :", 7,
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onde 7, ¢ o retorno overnight, obtido da tltima cotagao do dia ¢ —1 e primeira
do dia .

Como muitos ativos nao tém suficiente liquidez, nao é possivel obter da-
dos intradiarios regularmente, mas usualmente temos disponiveis os precos
de abertura (A), fechamento (F), méximo (M) e minimo (m). A volatilidade
diaria pode, entao, ser estimada segundo férmula proposta por Garman e Klass
(1980), dada por

onde:
Ay: log do preco de abertura do dia t;
Fy: log do preco de fechamento do dia ¢;

a: constante, com valor 0,12, que minimiza a variancia

0 are = 0,511(uy — dy)* — 0,019[F, (uy — dy) — 2uedy] — 0,383¢7,

onde: uy = My — Ay, dy =my— Ay, ¢ = F,— A, M; é o logaritmo do preco
maximo e m; o logaritmo do pre¢o minimo.

Em (A.1), f é a fracdo do dia em que o mercado estd fechado; o SPlus
utiliza f = 0.192. O programa S+FinMetrics implementa o estimador (A.1)
por meio da fungao TA.garmanKlass.

Exemplo 6.11. Consideremos a série de indices diarios do DJIA, do exemplo
1.2, com T'= 1992. Na Figura A.1, temos a série de log-volatilidades de GK e a
respectiva f.a.c., mostrando o seu carater de ML. Inicialmente, vamos estimar
o valor de d, usando um modelo ARFIMA (0,d,0) para a log-volatilidade de
GK. Usando a funcao FARIMA do S+FinMetrics, obtemos d = 0,4365. A
seguir, usando o BIC como critério de escolha do modelo, ajustamos um modelo
ARFIMA (p,d,q) e obtemos d = 0,4868, com p = 0,¢ = 1, ou seja, um modelo
ARFIMA (0,d,1), sendo 6 = 0,1293. O quadro A.1 mostra esse ajuste.
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Figura A.1: Volatilidade de GK e f.a.c.

’ Quadro A.1: Ajuste do modelo ARFIMA (0,d,1). ‘

Value Std. Error t value P-value
d 0.4868 0.0257 18.9395  0.0000
MA(1) 0.1293 0.0325 3.9746  0.0001
log-likelihood BIC
511.2452 -1007.2997
BIC of all models estimated:
q=0 q=1 q=2
p=0 -996.1286  -1007.2997 -1002.1456
p=1 -1003.1272 -1006.0611 -1002.4372
p=2

-985.8263  -1000.5414  -994.1989




CAPITULO 7

Valor em Risco

7.1 Introducao

Neste capitulo estaremos interessados em calcular uma medida de um tipo
particular de risco, o chamado risco de mercado. Tal medida é o VaR (valor
em risco). O célculo do VaR envolve o célculo da volatilidade de um ativo
financeiro ou de uma carteira de instrumentos financeiros. Nos Capitulos 1 e
5 discutimos varios aspectos relacionados com a volatilidade.

Trataremos, agora, somente de volatilidade estatistica. Usaremos os mo-
delos estudados no Capitulo 5, bem como discutiremos outros trés enfoques
para o célculo do VaR: o ja mencionado RiskMetrics, o baseado em quantis
empiricos e o baseado na teoria dos valores extremos.

A abordagem baseada em modelos tipo ARCH é denominada, as vezes, de
abordagem econométrica. A dificuldade com ela é que se torna dificil calcular o
VaR de uma carteira com muitos ativos, pois seria necessario ajustar um mode-
lo heteroscedastico condicional multivariado, que é uma tarefa complicada ou,
muitas vezes, impossivel. Por isso, o enfoque baseado no RiskMetrics, que
supoe que se tenha um modelo de passeio casual com inovagoes normais, e
modela a volatilidade e correlacoes por meio de modelos EWMA, é mais di-
fundido e mais simples de implementar na pratica.

As empresas em geral estao expostas a trés classes de risco: operacional,
estratégico e financeiro. Os riscos financeiros estao ligados as variacoes de
varidveis financeiras (como juros e taxas de cambio) que podem implicar em
perdas financeiras.

Os riscos financeiros ainda podem ser de vérios tipos, como operacional,
de crédito, de liquidez, legal e de mercado. Estaremos interessados somente
nos riscos financeiros de mercado, que estao relacionados as perdas potenciais
associadas ao comportamento do mercado.

193
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Portanto, o VaR serd uma medida de risco financeiro de mercado e que da
uma medida do grau de incerteza sobre retornos liquidos futuros.

No caso de risco de crédito, ha algumas metodologias, como o CreditRisk+,
desenvolvido pelo Crédit Suisse First Bank e o CreditMetrics, proposto pelo
banco J.P. Morgan. Os interessados podem consultar os documentos prepara-
dos por essas instituicoes. Uma referéncia interessante e que compara as duas
metodologias é Gordy (2000).

7.2 Valor em Risco

Informalmente, o VaR é uma medida da variacao potencial maxima do valor
de um ativo (ou carteira de ativos), sobre um periodo pré-fixado, com dada
probabilidade. Ou seja, quanto se pode perder, com probabilidade p, sobre um
horizonte h fixado.

Do ponto de vista de uma empresa, o VaR é uma medida de perda associada
a um evento extremo, sob condi¢oes normais de mercado.

Exemplo 7.1. Suponha que exista uma chance de 95% de que a taxa de
cambio Real/USD nao caia em um dia. Suponha, ainda, que uma empresa
tenha 100 milhoes de reais aplicados num fundo cambial. Calculemos a perda
potencial sobre esse valor aplicado.

Uma série temporal do desvio padrao (volatilidade) o; dos retornos r; da
taxa de cambio Real/USD pode dar uma indicagdo da variagao da taxa. Ad-
mita o modelo (2.75) para os retornos r;, ou seja, estamos admitindo normal-
idade. Suponha que uma estimativa do desvio padrao hoje seja o; = 0,46%
(veremos na segao 6.3 como obter essa estimativa). Entdo o VaR é calculado
como

VaR = (1,65)(o;) = (1,65)(0,46) = 0, 759%.

Portanto, nao se espera que a taxa de cambio caia mais do que 0, 759%,
com 95% de probabilidade. O valor 1,65 é o (0,95)-quantil da N'(0,1). Em
reais, o VaR é o valor de mercado da posicao multiplicado pelo valor obtido
acima, ou seja,

Risco = 100 milhoes x 0,759% = 759.000, 00 reais.

A conclusao é que em 95% das vezes, nao se perderd mais do que R$
759.000,00 em um dia.

Passemos a definir formalmente o VaR. Para tanto definamos os dois tipos
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de posigoes financeiras em uso.

Uma posigao financeira comprada (ou long) significa possuir determinado
ativo (ou carteira de ativos). Uma posicao financeira vendida (ou short) envolve
vender um ativo que nao se possui. Essa operacao é realizada alugando-se o
ativo. Em data futura, o vendedor é obrigado a comprar exatamente o mesmo
nimero de cotas ou agoes alugadas (e nao o valor em moeda), para pagar o
débito. Como o pagamento é em cotas ou agoes, o vendedor ganha com a
queda do preco do ativo.

Suponha que no instante ¢ estejamos interessados em calcular o risco de
uma posicao financeira para o horizonte h > 0. Seja

AP(h) = P(t + h) — P(t)

a variagao do valor do ativo entre os dois instantes. A quantidade AP(h)
representa o lucro ou a perda (L & P) da posigao sobre o horizonte h. Do
ponto de vista pratico, é o L & P obtido marcando-se a posi¢ao a mercado hoje
e deixando-a sem mudancas até uma nova marcacao h dias depois, digamos.
Chamemos de Fj(-) a funcdo de distribuicdo acumulada (f.d.a.) de AP(h).

Definicao 7.1. Definimos o VaR de uma posicao comprada sobre o horizonte
h, com probabilidade p, 0 < p < 1, por meio de

p = P(AP(R) < VaR) = F,(VaR). (7.1)

Observemos que o VaR depende de p e de h, ou seja, deveriamos escrever
VaR, . Além disso, o valor em risco aumenta com p diminuindo ou com h
aumentando.

Algumas obervacoes sao necessarias aqui:

(i) O VaR em (7.1) é dado em unidades monetarias (u.m.), por exemplo, reais.
Lembremos que os retornos simples, R;, sao dados em porcentagem e que os
log-retornos r; sao aproximadamente iguais a R;, logo podemos supor que os
r; medem, aproximadamente, variacoes porcentuais. Assim sendo, usaremos
log-retornos no que segue.

(ii) A defini¢do 7.1 mostra que o VaR é o p-quantil da distribuicao F,(-). Na
pratica, teremos que estimar esse quantil, usando por exemplo a distribuicao
empirica dos retornos.

(iii) O VaR calculado em (7.1) tem valor negativo, pois quem tem uma posigao
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comprada sofre uma perda se AP(h) < 0.

(iv) A quantia em u.m. no célculo do VaR é obtida como no exemplo 7.1,
ou seja, multiplicando o valor da posicao financeira pelo VaR do log-retorno.
A posicao financeira em u.m. é usualmente o valor do ativo marcado pelo
mercado (mark-to-market).

No caso de uma posicao vendida, ha perda se AP(h) > 0, ou seja, o prego
do ativo aumenta. Neste caso o VaR ¢é definido por

p = P(AP(h) > VaR) = 1 — F,(VaR), (7:2)

que tipicamente é positivo para p pequeno. O sinal positivo aqui indica perda.

As definigoes (7.1) e (7.2) implicam que o VaR ¢ calculado usando a cauda
esquerda da distribui¢ao Fj(+), para uma posigdo comprada e usando a cauda
direita, para uma posi¢cao vendida. Também, a definicao (7.1) aplica-se a
uma posigao vendida se usarmos a distribui¢ao de —AP(h). Portanto, basta
considerar o célculo do VaR para uma dessas posicoes.

7.3 VaR Usando a Distribuicao Normal

Nesta segao discutiremos a abordagem do RiskMetrics (veja Longerstaey e
More, 1995). Aqui, a suposicao é que a distribuigdo condicional dos retornos,
dada a informagao passada, ¢ normal com média zero e variancia o2, ou seja,

| For ~ N(0,07).

Além disso, para estimar a volatilidade o7 é usado o modelo EWMA (“ex-
ponentially weighted moving average”)

ol=Xot  +(1=XNr2,, 0<A<l. (7.3)

O valor do parametro de suavizagao A pode ser escolhido minimizando-
se o erro quadratico médio (EQM) de ajuste ou de previsao. A metodologia
RiskMetrics sugere usar A = 0,94. Manteiga (2002) encontra, para séries
brasileiras, valores que variam entre 0,83 e 0,91. Para a série de retornos
didrios da Petrobras, no periodo 1998-2010, obtivemos A = 0,83. Contudo,
por simplicidade, vamos usar o valor 0,90 em todas as nossas aplicagoes.

No caso de uma carteira com m ativos, poderemos proceder como segue.
Seja \; o valor 6timo (segundo o critério de menor EQM) para o i-ésimo ativo,
e seja 7; o correspondente valor do EQM. Se m = 3" | 7;, os pesos dos ativos
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sdo obtidos por meio de w; = 6;'/3° 60", onde #; = 7;/7. O valor étimo de
é dado, entdo, por A = Yo Wik;.

Uma maneira equivalente de formular o modelo é usar a abordagem de
modelos GARCH, notando-se que (7.3) pode ser pensado como um modelo
IGARCH(1,1).

Vimos no Capitulo 1 que o log-retorno de k periodos, r;[k], do instante t+ 1
ao instante t + k, é dado por

Te[k] = Tip1 + g2 + oo T,

de modo que podemos escrever que

re[k]|Fe ~ N(0, 07 [K]),

onde o?[k], a volatilidade desse retorno, pode ser calculada usando resultados
da modelagem GARCH. De fato, como podemos escrever

logh —log Py = 1= ay,
Ay = O&p ~ IGARCH(l, 1),
€~ N(()? 1)7

segue-se que

o7 [k] = Var(r,[k]| ;) = Var(D> _rey| F) =

i=1

k
= Zvar(at+i’f;§)7

i=1
dado que os a; sao nao correlacionados. Como a;_1 = r;_1 = 04_164_1, obtemos

de (7.3)

Ut2 = )“7?71 + (1 - /\)0?715571,

ou ainda,

Ut2 = Ut2—1 +(1=A) ?—1(5?—1 —1).

Dessa relagao obtemos

0t = O T (L= N0ty (et — 1), i =2, k.
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Como E(e},; ; — 1|F) =0, i > 2, obtemos

E(Ufﬂy}—t) = E(Ut2+ifl|ft)7 i=2,... k. (7-4)

Para previsao a um passo da volatilidade, de (7.3) obtemos

opy = Aoy + (1= M),
ou seja, 62(1) = Aa? + (1 — \)r?, e (7.4) mostra que

Var(re | Fe) = opq, i=2,...,k,

ou seja,

ol[k] = ka2 (1). (7.5)

Isto é, podemos escrever que

rolk][Fe ~ N(0,k67(1)).

Portanto, sob o modelo adotado (7.3), a variancia condicional dos log-
retornos de k periodos é proporcional ao horizonte k e o desvio padrao condi-
cional de 7,[k] é dado por Vkoy,1, expressao esa usualmente chamada “regra
da raiz quadrada do tempo”. Note que 04,1 = 1/52(1).

Por exemplo, se fixarmos em (7.1) a probabilidade p = 5%, entao o Risk-

Metrics usa —1, 650, como VaR, que é o 0, 05-quantil da normal com média

zero e variancia o?. Normalmente o sinal negativo, que significa perda, é ig-

norado e

VaR= (Valor da posi¢ao) x (1,65) X (o411)-

Essa expressao corresponde ao VaR de um periodo (um dia, por exemplo).
O VaR de k periodos é dado por

VaR[k] = (Valor da posicao) x (1,65) x Vk X 041,

ou seja,
VaR|[k] = VkVaR. (7.6)
Exemplo 7.1. (continuac¢ao) Vimos que

VaR= (100 milhdes) x (1,65) x (0,46%) = 759.000, 00,
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ao passo que o VaR de 30 dias é dado por

VaR[30] = (100 milhdes) x (1,65) x v/30 x (0,46%) = 4.157.214, 00.

Exemplo 7.2. Suponha que uma empresa tenha uma posicao comprada de
10 milhoes de reais em agoes da Petrobras e queremos calcular o VaR de 1 e
15 dias. Consideremos os log-retornos diarios da Petrobras, com 7' = 2990
observagoes, de 01/09/1998 a 29/09/2010, mostrados na Figura 7.1. Temos,
entao,

o7 =0,9007_; 4+ 0,10r7_,.

Dos dados obtemos 7999 = 0,029522 e, do modelo ajustado, obtemos
035990 = 0,000545. Logo, a estimativa da volatilidade 1 passo a frente é dada

por /G3990(1) = /0,000578 = 0,024404. Se p = 0,05, o quantil da dis-
tribuigao é (—1,65)(0,024404) = —0,040267. O sinal negativo indica perda e
o VaR de um dia sera

VaR = 10.000.000, 00 x 0, 040267 = 402.670, 00,

ao passo que o VaR de 15 dias sera

VaR[15] = v/15 x 402.670,00 = 1.559.534, 00.

O VaR de uma posic¢ao vendida no mesmo valor seria idéntico, a diferenca
é que o quantil a ser usado seria positivo, que nesse caso também indica perda.

Os célculos podem ser feitos por meio de algum programa que estime A\,
como por exemplo o EViews ou o S+FinMetrics. Usando este ultimo, obtemos
o grafico de o; da Figura 7.2. Compare com a Figura 5.2.
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-01 00 0.1 02 03 04

Figura 7.1: Retornos diarios da Petrobras e Vale

Observagoes. (i) Se a média da série nao for zero, o modelo fica

Ty =W+ ay, G = 04E,

o7 ~ IGARCH(1,1), & ~ N(0,1).

Neste caso o p-quantil é dado por p + z,0441, onde z, é o p-quantil da
normal padrao; se p = 0,05, entao z, = —1, 65.

Para k periodos, o p-quantil é ku + zp\/EatH; se p = 0,05, este ficara
kp —1,65Vko, 1 = VEWEp — 1,650,41), que nao é igual a v/kVaR.

(ii) Suponha que se tenha agora uma carteira com m posigdes financeiras e

sejam T4, ..., Ty 08 respectivos retornos. Sejam
Yig,t
Pij = Corr(ﬁ‘tﬂ“jt) =,
Tii,t0jjt
para ¢ < j =1,...,m, as correlagoes entre os retornos. Entao as covariancias

Vi a0 estimadas usando, no lugar de (7.3), o modelo

Yijt = Nije—1 + (L= N)ri—1rji—1. (7.7)

Dessa maneira, é facil ver que o VaR da carteira é dado por



7.3. VAR USANDO A DISTRIBUICAO NORMAL 201

VaR = | VaR?+2) p;VaRVaR;, (7.8)

i=1 i<j

onde VaR; é o valor em risco para o retorno ;. O S+FinMetrics calcula as
correlagoes por meio da funcao EWMA.

Exemplo 7.3. Considere uma carteira com dois ativos, sendo uma posicao
de 10 milhoes de reais em acoes da Petrobras e outra de 5 milhoes de reais
em acoes da Vale, ambos com T = 2990 observacoes. Os retornos diarios
da Vale estao mostrados na Figura 7.1. Vamos calcular o VaR de um dia da
carteira, usando (7.8). No exemplo anterior, vimos que VaR; = —0,040267.
Para calcular o VaR para a segunda posicao, ainda supondo que A = 0,90,
obtemos 634q,(1) = 0,000215 e o VaRy = —1,65,/0,000215 = —0, 024206. Em
reais, este VaR é de 5.000.000,00 x 0,024206 = 121.030,00. O desvio padrao
condicional dos retornos da Vale estao na Figura 7.2. Compare com a Figura
5.9.

A seguir, usaremos (7.7) para estimar a covariancia prevista no instante
t = 2990. Usando A = 0,90 para a carteira, temos que

Y12,2000(1) = 0, 90712,2990 + 0, 1071 29907°2,2990

sendo que 71,2990 = 0, 02952, T'2,2990 = 0.004348 e V12,2990 = 0, 0001041. Obte-
mos, entao, y12,2990(1) = 0,000107. Segue-se que a correlacdo pi2 entre os dois
ativos é estimada por

p12.2000(1) = (0,000107)/(0, 024404 x 0,014670) = 0, 297545,

Logo, o VaR de um dia da carteira ¢

VaR = +/(=0,040267)% + (—0,024206)2 + 2(0, 207545)(—0, 040267)(—0, 024206)
= 0, 052796.

O VaR da carteira em reais ¢ 15.000.000, 00 x 0, 052796 = 791.940, 00.

Na Figura 7.3, temos ilustradas as correlagoes entre os retornos, ao longo do
tempo. Nesse exemplo usamos o programa S+FinMetrics para fazer os calculos
e figuras.



202 CAPITULO 7. VALOR EM RISCO
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002 004 006 008 010 012

Figura 7.2: Desvios padroes condicionais dos retornos da Petrobras e Vale.

7.4 VaR Usando Modelos ARMA e GARCH

Lembremos que uma série de retornos é, em geral, nao correlacionada,
mas dependente. Se esse for o caso, a volatilidade é modelada por um dos
modelos heteroscedéasticos considerados no Capitulo 5. Mas vimos também
que algumas séries de retornos ainda exibem a presenca de autocorrelagao,
havendo a necessidade de eliminé-la por meio do ajuste inicial de um modelo
linear, por exemplo da familia ARMA.

A estratégia é, portanto, modelar a média da série de retornos r; por meio de
um modelo ARMA e depois modelar os residuos a; desse modelo por um mem-
bro da familia ARCH. Por exemplo, se escolhermos um modelo GARCH(mn)
para usar, teremos o modelo ARMA (p,q)-GARCH(m,n):

p q

e = ¢o+ Z GiTe—i +ap — Z Oia;—;, (7.9)
i=1 j=1

Ay = O&y, (710)

of = a+ Y il + > Bt (7.11)
i=1 j=1
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Correlacoes entre retornos Petro e Vale

Figura 7.3: Correlagoes entre retornos da Petrobras e Vale.

Como estudamos no Capitulo 5 podemos escolher para €, uma distribuicao
normal, ¢ ou distribuicao de erro generalizada.
Se escolhermos &, ~ N(0, 1), resulta que

TtJrl‘JT_‘t ~ N(ﬁf(l%&?(l))a

onde 74(1) e 67(1) sdo as previsdes a um passo da média e variancia usando
(7.9) e (7.11), respectivamente.
Supondo-se, por exemplo, p = 0,05,

VaR = #(1) — 1,656,(1). (7.12)

Escolhendo-se e, ~ t,, o p-quantil é dado por 7¢(1) —t,(p)d:(1), onde ¢, (p)
é o p-quantil da distribuicao ¢, padronizada.
Chamando de Q(p) o p-quantil de t,, entao temos

p—ﬂusmm—P< b Qb )—

Vr/(v=2) " /v -2)

= P(t, < Q) v>2

ou seja, Q(p) é p-quantil da distribuigao ¢, padronizada. Logo,

t,(p)ou(1)

VaR = 7,(1) — T

(7.13)
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Exemplo 7.4. Consideremos a mesma situacao do exemplo 7.2 e calculemos
o VaR, com p = 0,05. Um modelo adequado para a série é um AR(15) —
GARCH(1,1) gaussiano, dado por (5.37). No entanto, vamos usar um modelo
mais simples, AR(1)-GARCH(1,1), que também passa por todos os testes de
diagnostico:

re = 0,00146 + 0,080207;—; + a,
ag = O0&y, & ~~ N(O, 1)7
o2 = 0,000016 + 0,00772a2 | + 0, 8762402 ,.

Dos dados sabemos que 79997 = 0, 007519 e rag9s = 0, 029522, de modo que
a previsao da série um passo a frente é dada por

Tag9s(1) = 0,00146 + 0, 0802072995 = 0, 003828

A previsao da volatilidade um passo a frente é

G3005(1) = 0,000016 + 0,09772a3995 + 0, 8762405995

Agora, 92998 = T'2998 — 0, 00146 — 0, 0802T2997 = 0, 027459 e 03998 = 0, 000533
(obtida do modelo GARCH ajustado), de modo que

62465(1) = 0,000016+(0, 09772) (0, 027459)2+(0, 87624) (0, 000533) = 0, 000557.

O 0, 05—quantil sera, entao,

Togos(1) — 1,6509908(1) = 0,003828 — 1,65(0,023601) = —0,035114.
Finalmente, o valor em risco de um dia é dado por

VaR = 10.000.000, 00 x 0, 035114 = 351.140, 00.

Para se obter o VaR de k periodos, temos que obter r;[k] como antes.
Estando na origem 7',

TTUi’] =T7T+1 +...—|—TT+]€,
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e usando (7.9) e (7.11) podemos obter a média e variancia condicionais de rr[k]
dada a informagao Fr até o instante T'. Entao, a seguinte proposi¢ao pode ser
provada (veja Tsay, 2005 e Problema 4).

Proposicao 7.1. (a) A previsao da média do retorno r, no periodo k é dada
por

rrlk] =70 (1) + ...+ 7r(k), (7.14)
onde 7r(h) é a previsao de origem T" e horizonte h usando (7.9).
(b) O erro de previsao é dado por

k-1

er[k] = arer + (1 + ¥1)aripo1 + ...+ (O ¥i)ari, (7.15)
=0

onde os 1); sao os pesos da representagao do processo como uma média mével
infinita.

(c) A previsao da volatilidade do retorno no periodo k é dada por

k—1

Var(er[k]|Fr) = 67.(k) + (1+¢1)° 67 (k = 1) + ...+ (Q_vi)*67(1), (7.16)

i=0
onde 6% (h) é a previsao h passos a frente da volatilidade usando (7.11).
Exemplo 7.4. (continuagao). Calculemos o VaR de 5 dias para o exemplo
anterior. Para um modelo AR(1)
Tt = ¢o + G111 +

sabemos que ¢; = gzﬁ{, j > 1. A previsao de origem 7' e horizonte h é dada por

rr(h) = ¢o + P17 (h — 1),

sendo que para h = 1, 77(0) = rp. Trabalhando com os valores do exemplo
7.4 é facil ver que obtemos Ta993[5] = 0,0015874. Lembremos que as previsoes
7+(¢) convergem para F(r;) = 0,00159, quando ¢ — oc.

Por outro lado, para o modelo GARCH(1,1) temos que

62(h) = ap + (o + B1)o2(h — 1), h > 2,
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sendo que para h = 1 a previsao é ag + aja% + B10%. Usando os valores
obtidos no exemplo 7.4, podemos calcular as previsoes da volatilidade para
h =1,2,...,5. Finalmente, usando (7.16) obtemos a previsao da volatilidade
do retorno de 5 dias, ou seja,

o7[5] = 67(5) + (1 +1)°07(4) + ...+ (L+ 21 + ...+ ) *67(1),

cujo valor resulta 02[5] = 0,0034122. O valor em risco de 5 dias é, entao, com
p = 0,05,
VaR[5] = 0,0015874 — 1,654/0, 0034122 = —0, 0947958.
Em u.m., obtemos o valor R$947.958, 00.

7.5 VaR Usando Quantis Empiricos

Uma maneira de estimarmos de forma nao paramétrica o VaR é por meio
dos quantis empiricos dos dados observados, conforme definidos em (1.21).
Rememorando, chamando de rq, ..., ry os retornos observados, o estimador do
p-quantil é dado por

T'(3)s sep=p;=(i—0,5)/T, i=1,....T
1= f)r. s A ,
4 = ( fz)T(Z) + firr), se pi < p < piy1 (7.17)
(1), SeO<p<p1
(1), se pr <p <1,

onde fi = (p —pi)/(pis1 — pi)-

Uma suposicao aqui adotada é que a distribuicao dos retornos continue
valida para o periodo de previsao, o que pode nao ser razoavel.

Supondo-se os 7y i.i.d., com densidade f e f(Q(p)) # 0, pode-se demons-
trar que 7(;) é aproximadamente normal, com média Q(p) e variancia p(1 —
p)/T[f(Q(p))]? se j = Tp. Ou seja, pela definigao dada acima, os quantis
empiricos sao aproximadamente normais, parap =p;, 0 < p <prepr <p <1,
e misturas de normais, para p; < p < pii1-

Exemplo 7.5. Considere os mesmos dados do exemplo 7.2 e calculemos o VaR
de um dia usando os quantis empiricos. Por (7.17) temos p150 = 0,049867,
Pi151 = 0, 050200 e f15(] = 0, 40 de onde
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q(0,05) = (0,60)r(150) + (0,40)r@151) = —0,040005.

Segue-se que o valor em risco de um dia da posigao é VaR= 400.050,00
reais.

7.6 VaR Usando a Teoria de Valores Extremos

Obtidas as estatisticas de ordem r(y) < -+ < 71y, vamos nos fixar em
ray = min{ry,...,rr} e repy = max{ry,...,rr}. O minimo é relevante para
o calculo do VaR para posicoes financeiras compradas e o maximo é relevante
para posicoes vendidas. Basta considerar um dos casos, devido ao fato que
r(y = —max{sy,...,sr}, onde s, = —ry, t=1,...,T.

A teoria de valores extremos (TVE) classica estuda o comportamento de
maximos, minimos e outras estatisticas de ordem, para sequéncias de variaveis
aleatdrias independentes e identicamente distribuidas (i.i.d.). Extensoes para
o caso de séries estacionarias com dependéncia fraca e séries nao estacionarias
foram consideradas na literatura. Veja Coles (2001) para detalhes. Mesmo que
a série seja dependente, considerando-se os maximos de blocos, como veremos
a seguir, a suposicao de que esses maximos sejam independentes parece ser
razoavel na pratica.

Um resumo da TVE, relevante aos nossos propédsitos, é dada no Apéndice
7. Vamos nos concentrar no maximo r(r). A TVE procura obter a distribuigao
limite (aproximada) para o méximo normalizado

rp= 10T (7.18)
ar

para sequéncias de constantes {ar > 0} e {br}, que s@o escolhidas de modo a
estabilizar a posi¢ao e escala do maximo, quando 7' — oo. Conforme mostrado
no Apéndice 6, supondo-se os retornos independentes com distribuicao F', se
existirem sequéncias como acima tais que a distribui¢ao de (7.18) converge para
a distribuigdo nao degenerada G(z), entao G pertence a uma de trés familias,
que podem ser conjuntamente colocadas na forma

G(z):exp{— [1+§<Z;“)}_w}7 (7.19)

definida sobre {z : 1 4+ &(z — p)/o > 0}, para —o0 < pu < 00, —o0 < & <
oo, o > 0.
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A familia (7.19) é chamada distribui¢ao generalizada de valores extremos
(GVE), sendo p o parametro de posi¢ao, o o parametro de escala e & o parametro
de forma. Como visto no apéndice, essa familia é determinada pelo parametro
&, de modo que se £ = 0 obtemos a familia tipo I de Gumbel, se & > 0 obtemos
a familia tipo II de Fréchet e se ¢ < 0 a familia tipo III de Weibull.

Para aplicar a TVE a séries de retornos, procedemos como segue:

(a) dividimos a séries observada de retornos ry, . . ., 77 em m blocos de tamanho
n;
(b) obtemos o méximo de cada bloco, 7,;,% = 1,...,m, aos quais a TVE pode

ser aplicada, ou seja, ajustamos uma distribuicao GVE a esses maximos;

(c) estimamos os quantis dessa distribuicao, a partir do qual podemos obter o
VaR de uma posicao vendida. Note-se que

Tni = 112gag)§1{r(i_1)”+j}’ i=1,...,m. (7.20)

Observagoes. (i) O comportamento das caudas de F' é que determina a
distribuicao limite G.

(ii) A familia tradicionalmente usada em gestao de risco é a familia de Fréchet
(&> 0).
(iii) A escolha de ar e by depende de F.

A colegao de méximos (7.20) pode ser usada para estimar os parametros
do modelo GVE. Usualmente os blocos sao escolhidos de modo a corresponder
a um ano de observacgoes, se tivermos por exemplo dados mensais. No caso
de retornos didrios, os valores usados sao n = 21 (um més), n = 63 (um
trimestre) e n = 252 (um ano). Como vimos no apéndice, podemos obter os
EMV, supondo

og = i = (7.21)
a’TL

Estimadores dos quantis da distribuicao dos maximos de grupos sao obtidos
invertendo-se a equacao (7.19). Se 0 < p < 1, o (1 — p)-quantil é dado por

—2[1 — {—log(1l —p)}~¢

Zl—p — //L 5[ { Og( p)} ]7 s€ f 7& 0 (722)
p — o log[—log(1 — p)], se { =0,

com G(z,) = 1 — p. Este quantil é, as vezes, chamado de nivel de retorno,

associado ao periodo de retorno 1/p. A interpretacao é que o valor z;_, é
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excedido pelo maximo do periodo (anual, por exemplo), em qualquer periodo,
com probabilidade p. Observe que deverfamos escrever i, o, e &, em (7.22),
pois para cada escolha de n temos estimativas diferentes para os parametros.
O (1 — p)-quantil estimado é obtido substituindo-se os EMV de p,0 e £ em
(7.22).

Para obter o VaR da série de retornos original r; temos que relacionar
quantis desta série com os quantis da série dos maximos. Temos

p= P(Tn,z' > Zl—p) =1- P(Tn,i < Z1—p) =1- [P(Tt < Zl—p)]ny
do que seque

1—p=[1—P(r: > z-,)|" (7.23)

Para a série original de retornos, 7, fixado p, o (1 — p)-ésimo quantil de r;
¢é z1_, se a probabilidade p for escolhida de (7.23) com p = P(r; > z1_), logo
devemos ter

l—-p=(1-p)"
De (7.22), o VaR de uma posigao vendida serd dado por

_ S e — {1 — [-nlog(1 —p)75 ), se &, #0
VaR = { [, — én log[—nlog(1 — p)], se & =0 (7.24)

Para posi¢oes compradas vale um raciocinio andlogo, trabalhando com r )
e a definicao 6.1. Veja o Apéndice 7 para detalhes.

Resumindo, o procedimento para calcular o VaR no caso de uma posicao
financeira vendida, usando a TVE, é:

(a) Selecione n e obtenha os maximos dos blocos, {r,;}.
(b) Obtenha os EMV de pu,0,&, para o valor fixado de n.

(c) Se o modelo ajustado for adequado, use (7.24) para calcular o VaR.

Exemplo 7.6. Considere a situagao em que um fundo mantém uma posicao
vendida de 10 milhoes de reais em agoes da Vale. Consideremos os T" = 2982
ultimos log-retornos, deprezando-se os primeiros 8 dados, para podermos obter
m = 142 blocos de n = 21 dias, ou seja, estamos usando maximos mensais.
Aos 142 maximos de blocos assim obtidos ajustamos uma distribuicao GVE.
Utilizamos aqui a fungao gev.fit, constante do software desenvolvido por Coles
(2001), que pode ser acessado do site do autor. Os estimadores obtidos sao i =
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0,0368(0,00139), 6 = 0,0145(0,00118) e £=0, 3166(0,0759), onde colocamos
entre parénteses os respectivos desvios padroes. O valor da log-verossimilhanca
resultante ¢ —352.0177, que poderia ser usado para comparar diversos ajustes,
por exemplo, para n = 63. A funcao gev do S+FinMetrics/EVIS também pode
ser utilizada e aplicada neste caso produz os mesmos resultados. Substituindo
esses valores em (7.24), com p = 0,05 obtemos VaR=0,035770. Segue-se que o
VaR de um dia da posi¢ao é de (10milhoes)x0, 035770 = 357.700, 00.

O VaR de k periodos é dado no Problema 5. Uma abordagem diferente,
usando excessos sobre (ou abaixo) de um limiar especificado, é apresentada na
secao a seguir.

7.7 VaR Usando o Método POT

Como sabemos, séries de retornos tém caudas pesadas, e as distribuicoes
estaveis (veja o Capitulo 1) poderiam ser usadas para efeito de modelagem.
O problema, como vimos, é que essas distribui¢oes nao sao caracterizadas por
férmulas simples. Além disso, como as caudas sao pesadas, os momentos dessas
distribuicoes, em geral, nao existem.

Uma classe de distribuicoes que trata do caso de decaimento polinomial das
densidades ¢é a classe das distribuigoes generalizadas de Pareto (DGP). A ideia
é combinar um estimador nao paramétrico para o centro da distribuicao e um
estimador paramétrico para as caudas. Um problema que surge aqui é identi-
ficar onde a cauda (ou caudas) comega(m). Para dados positivos, normalmente
a cauda a direita é que interessa. Para dados que podem ser negativos, zero
ou positivos (como os retornos), as duas caudas sdo de interesse.

Na classe DGP o decaimento é controlado por um parametro &, chamado
parametro de forma ou indice de cauda. Por exemplo, no caso da distribuicao
de Cauchy, ¢ = 1. O comportamento das caudas é comparado com (1 +
fx)_l/f, quando x — —oo ou x — oo. O valor de £ pode ser diferente para
as duas caudas e pode ser estimado por méaxima verossimilhanca, ou usando
o estimador de Hill, mas usualmente obtemos estimadores instaveis. Por essa
razdo, usamos o métdo POT (peaks-over-threshold), baseado na frequéncia de
pontos na amostra que excedem niveis (thresholds) fixados.

Veja o Apéndice 7 para uma exposigao sobre as DGP.

Essencialmente, o método POT consiste nas duas etapas a seguir, tendo-se
uma amostra xq, To, ..., T, de F.

(a) escolha um valor tg,,, no caso de uma cauda, denominado limiar étimo, a
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partir do qual estimamos a cauda de F’; no caso de duas caudas, escolha dois
limiares wnf € Usyp;

(b) construa um estimador para a cauda de F', a direita de u4,,( ou a esquerda
de u;ns € a direita de ug,,), usando (A.8).

Como os parametros em (A.8) nao sao conhecidos eles terao que ser estima-
dos. Vimos que EMV podem ser utilizados. A funcao gpd.tail do S+FinMetrics
pode ser usada para ajustar uma DGP a uma série de excessos acima de um
limiar. Também, a fungao gpd.fit do software desenvolvido por Coles (2001)
pode ser utilizada.

Mas é necessario escolher o limiar u antes da estimacao do modelo. Suponha
que temos os retornos observados 71, ...,rp. Denotemos por ry,..., 7% 0s
retornos que excedem o limiar u e por z; = r; —u, j =1,...,k, 0s excessos
sobre o limiar. Entao, o objetivo é modelar esses excessos por meio de uma
DGP. A escolha de u é equivalente a escolha do tamanho dos blocos, no caso do
uso das distribuicoes GVE. H4, basicamente, trés métodos para a escolha do
limiar: o primeiro, é baseado na média da DGP; o segundo, consiste em usar
varios limiares e buscar a estabilidade dos parametros do modelo; o terceiro,
consiste na andlise de graficos Q) x Q).

No primeiro método, nao é dificil mostrar que P(X — u|X > wu) é uma
funcao linear de u. Esta média pode ser estimada por z = Zle zj, onde z;
sao os excessos definidos acima. Logo, fazendo-se um grafico de Z em funcao
de u < 7(1y, podemos identificar o valor de u tal que, acima dele, esse gréfico
seja aproximadamente linear.

No segundo método, de modo similar, pode-se mostrar que, se uy for um
limiar valido para excessos seguindo uma DGP, estimativas de £ e 0* devem
ser constantes acima de ug, onde ¢* = 0, — &u e 0, = 0y, + E(u — up), se
u > ug. Logo, podemos selecionar ug como o menor valor de u para o qual
estimativas desses parametros sejam aproximadamente constantes, num grafico
dessas estimativas em funcao de u.

No terceiro método podemos construir um grafico quantil-quantil tedrico
para os dados, admitindo alguma distribuicao, e verificando em que pontos se
iniciam curvaturas indicativas de caudas pesadas.

Obtido o limiar u, os parametros da DGP podem ser estimados por MV.
A log-verossimilhanga pode ser escrita, se £ # 0,

k
U0,§) = —klogo — (1+1/¢) 3 log(1 + &zi/0),
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no caso de 1+ £z;/o > 0. Caso contrario, £ = —oo. Expressao similar para o
caso £ = 0. A maximizacao é feita usando métodos numéricos.

O diagnéstico do modelo ajustado é feito pelos meios usuais, por exemplo,
graficos @ x Q.

Para o célculo do VaR, suponha que temos uma posi¢ao vendida, de modo
que estamos interessados na cauda superior. Chamando de z;_, o (1 — p)-
quantil temos que

o\
P(ry > z1,|Z > u) = {1 +¢& <pT)1 ;

e chamando p, = P(r; > u), obtemos

—1/¢
P(ry > z1-,) = py [1 +¢£ (wﬂ ;

o

logo, efetuando os calculos, obtemos que o VaR é dado por
o
Zl—p =Uu + -

: (%f - 1] . (7.25)

Substituindo-se os parametros por suas estimativas, obtemos

(%)é _ 1] , (7.26)

onde a estimativa de p, ¢ dada pela propor¢ao de pontos acima de u, ou seja,
pu = k/T. O VaR para uma posi¢ao comprada é obtido de forma similar. Veja
o Problema 10.

. o
Z1lp=U—+ <

Exemplo 7.7. Considere os dados do exemplo 7.2. Vamos usar as funcoes
apropriadas do software de Coles (2001). Os comandos sdo descritos a seguir.

> mrl.plot(rpetro) : # produz um gréfico das médias de excessos;

> gpd.fitrange(rpetro, 0.008, 0.03, nint=20): # produz graficos de parametros
em funcao de u;

> gpd.fit(rpetro,0.02): # estima os parametros de escala e forma

> gpd.petro= gpd.fit(rpetro,0.02)

> gpd.diag(gpd.petro): # produz graficos de diagndstico

Analisando o grafico quanti-quantil para normalidade e as figuras 7.4 e
7.5, optamos pelo valor de u = 0,02. A fungao gpd.fit produz as estimativas,
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mostradas no Quadro 7.1, que é a salda editada da fungao gpd.fit. Vemos que
o =0,0137,£ =0,214 e p, = 0,178. O nimero de excessos é 534. O logaritmo
da verossimilhanga é (—1641,662) e os desvios padroes dos estimadores sao

mostrados na ultima linha do quadro.

’ Quadro 7.1: Estimativas dos parametros para o exemplo 7.7. ‘

threshold: 0.02
nexc: 534
nllh: -1641.662
mle: 0.01373293 0.21368425
rate: 0.1781187
se: 0.0009381164 0.0536592631

Mean Excess
015 020
| |

010

005
|

Figura 7.4: Médias de excessos em funcao de u.

O calculo do valor em risco é feito usando (7.26), resultando VaR= 0, 04,
valor similar aqueles encontrados pelos outros métodos. Na Figura 7.6 temos
alguns gréaficos de diagnostico, produzidos pela fungao gpd.diag, mostrando que
o ajuste foi satisfatério.
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Figura 7.6: Diagnostico para a DGP ajustada aos dados dos retornos da
Petrobras..

7.8 Topicos Adicionais

[1] H4 muitas vantagens e limita¢oes no uso do VaR (veja Alexander, 2001).
Dentre as primeiras, citamos duas: pode ser usado para compararar os riscos de
mercado de todos os tipos de atividades de uma empresa e pode ser estendido
a outros tipos de risco, como risco de crédito e operacional. Entre as desvanta-
gens: o VaR somente considera riscos de curto prazo em circunstancias normais
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de mercado, os custos para implementar um sistema de calculo do VaR podem
ser altos e as medidas de VaR podem ser imprecisas. De fato, o método mais
utilizado faz a suposicao nao realista de distribuicao normal para os retornos.
Outra desvantagem é que o VaR nao fornece informacao sobre o tamanho das
violacoes, quando elas ocorrem. Seria de interesse examinar as magnitudes dos
excessos. Para uma andlise empirica, veja Berkowitz e O’ Brien (2002). Para
uma proposta de andlise dos excessos, veja Manteiga (2002).

2] Artzner at al. (1997) introduziram certos requisitos que medidas de risco
deveriam cumprir. Uma medida de risco é dita coerente se a cada perda X
associa uma medida de risco p(X) tal que:

As propriedades (i)-(iv) implicam que a func¢ao de risco é convexa. A
propriedade (iv) nos diz que o risco total nao é maior do que a soma dos riscos
de posigoes individuais.

O VaR nao é uma medida coerente de risco, pois nao satisfaz necessaria-
mente a propriedade (iv). Artzner et al. (1999) introduziram o conceito de VaR
condicional, CVaR, que é uma medida coerente de risco: é a perda esperada,
dado que esta exceda o VaR. Formalmente, se X representa a perda para uma
posicao vendida,

CVaR = E(X|X > VaR). (7.27)

O CVaR ¢ também chamado “perda média de excessos”ou ainda expected
shortfall (ES). Segue-se que CVaR>VaR. O célculo do CVaR estd intimamente
ligado a distribuicao de valores extremos. De fato, temos que estimar a dis-
tribuicao dos excessos sobre um limiar, que conduz a distribuigao generalizada
de Pareto. Veja a secao 7.7 e o Apéndice 7 para detalhes.

Para uma posi¢ao vendida,

1 1
CVaR, = 2—?/ VaR,dp,
p

e, para uma posicao comprada,
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1 p
CVaR, = —— [ VaR,dp.
Pol-p 0 v
Um problema importante é aquele de otimizar uma carteira de instrumentos
financeiros com o objetivo de reduzir o risco. Trabalhos recentes tém consid-
erado metodologias que visam otimizar o CVaR, em vez de minimizar o VaR.
Veja Rockafellar e Uryasev (2000, 2002) e Andersson et al. (2001).

[3] Engle e Manganelli (2004) propuseram uma outra abordagem: em vez
de modelar toda a distribuicao, modela-se diretamente o quantil por meio
de uma especificagao autoregressiva condicional, denominada valor em risco
autoregressivo condicional — CAViaR. Um caso particular é

VaR; = fy + f1VaR,_1 + ¢(Ba, Xi—1,VaRi_1),

onde o papel de £(-,-,-) é ligar o nivel atual do valor em risco com nivel an-
terior do retorno. Os parametros do modelo sao estimados usando regressao
quantilica (Koenker e Basset, 1978).

[4] Uma outra maneira de calcular medidas de risco ¢ usando os modelos CARE
(conditional autoregressive expectile), introduzidos por Taylor (2008). Veja
também Kuan et al. (2009).

7.9 Problemas

1. Suponha que um investidor tenha uma posicao vendida de um milhao de
reais em acgoes da Cemig. Considere a série de pregos diarios dessas agoes
(arquivo d-cemig95.00.dat), de 2/1/95 a 27/12/2000, com T = 1499
observacoes e obtenha os respectivos log-retornos. Use p = 0, 05 e calcule
o VaR dessa posicao para horizontes de 1 e 15 dias usando:

(a) o método do RiskMetrics;
(b) um modelo gaussiano ARMA-GARCH,;

(¢) um modelo ARMA-GARCH com erros seguindo uma distribuigao ¢
de Student.

2. Considere os log-retornos didrios da Petrobras (arquivo d-petro98.10.dat)
e suponha uma posicao vendida de cinco milhoes de reais. Calcule o VaR
de 1 e 30 dias usando:
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10.

(a) um modelo gaussiano ARMA-GARCH;
(b) a teoria de valores extremos (GVE).
(¢) o método POT.

. Suponha um fundo de investimentos que possua uma posicao comprada

com 10 milhoés de reais em acoes da IBM. Considere a série de log-
retornos didrios da IBM de 3/7/62 a 31/12/99 (arquivo d-ibm62.99.dat).
Calcule o VaR de 1 e 5 dias, usando:

(a) quantis empiricos;
(b) RiskMetrics;

)
)
(c) teoria de valores extremos (GVE).
(¢) O método POT.

. Prove a Proposicao 7.1.

. Usando a TVE o VaR de k periodos para posicoes vendidas é dado por

VaR[k] = k°VaR,

onde ¢ é o parametro de forma da distribuicao GVE. Veja Danielsson e
De Vries (1997). Obtenha o Var de 20 dias para o exemplo 7.6. Estamos
supondo, aqui, que o valor de £ é positivo, ou seja, a distribuicao ajustada
¢é de Fréchet. No caso de posi¢ao comprada, usando-se minimos, o fator
multiplicativo torna-se k<. Nesse caso, a distribuicao de Fréchet conduz
a & <0.

. Obtenha o VaR para uma posigdo comprada, usando (A.5) abaixo.

. Obtenha o VaR de um dia de uma posigao de compra de 5 milhoes de reais

aplicada em acgoes da Petrobras, usando a teoria dos valores extremos.
Use os retornos do arquivo d-petro98.10.dat.

. Para o exemplo 7.4, considere o modelo AR(15) — GARCH(1,1), mas

agora usando a distribuicao ¢,. Obtenha o VaR de um dia e de 5 dias.

. Prove (7.8).

Obtenha o VaR usando o método DGP para posi¢oes compradas.
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11. Para o exemplo 7.6, use a funcao gev.diag, do software de Coles (2001),
para verificar se o modelo GVE ajustado é satisfatorio.

12. Prove que o CVaR é uma medida coerente de risco.

Apéndice 7. Teoria de Valores Extremos

Teorema Limite Para Maximos

Considere o maximo 7y = max{r,...,rr} de uma série observada de
retornos, supostos independentes com distribuigao F'(+). Entéao,

Plrapy<z)=P(ri <z,...,rp < 2) = HP(n- <z2)=[F()". (A.1)

Como F é desconhecida, (A.1) também o é. Seja z; o menor valor de
z tal que F(z) = 1. Entao FT(2) — 0, T — oo, para todo z < zy, logo
a distribuicao de 71y ¢ degenerada em z,. Esta dificuldade é contornada
considerando-se sequéncias {ar > 0} e {br} tais que
rp= [0 (A.2)
ar
convirja para uma distribuicao nao-degenerada, para T — oo. O seguinte
resultado é, entao, valido.

Teorema. Se existirem sequéncias de constantes {ar > 0} e {br} tais que a
distribui¢ao de r, convirja para uma distribui¢ao G(z), para 7' — oo, com G
nao degenerada, entao G pertence a uma das seguintes familias:

(i) Tipo I de Gumbel:
G(z) = exp{—exp[—(z — b)/a]}, —o0 < z < +00;

(ii) Tipo II de Fréchet:

0, se z<b
Glz) = {exp{—[(z —b)/aY, se x> b

(iii) Tipo III de Weibull:
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1, se z > b,
para a > 0,a > 0 e b real.

Glz) = {exp{—[—((z —b)/a)¥]}, sez<b

Essas trés classes sao chamadas distribuicoes de valores extremos; a € o
parametro de escala, b é o parametro de posicao e « é o parametro de forma.
E conveniente escrever as trés familias numa tinica forma

G(2) = exp{~[L+ &)}, (4.3)

definida em {2z : 1 +&(2 — ) /o > 0}, com —oco0 < pu < 00, 0 >0, —oc0 < € <
00, e chamada familia generalizada de valores extremos (GVE). Aqui, p é o
parametro de posi¢ao, o é o parametro de escala e £ é o parametro de forma.
Temos que £ > 0 para a familia de tipo II (Fréchet), £ < 0 para a familia de
tipo III (Weibull) e o caso & = 0 é obtido como o limite de (A.3) para & — 0,
conduzindo a familia de tipo I de Gumbel, com b= p e a = 0.

Com essa generalizacao, em vez de se ter que escolher uma familia ini-
cialmente, para depois estimar os parametros, a inferéncia se faz diretamente
sobre o parametro £. Na Figura 7.7 temos as densidades das trés familias, com
¢ =0 (Gumbel), £ = 0,5 (Fréchet) e £ = —0,5 (Weibull).

———  Weibull G(0,1,-0.5
Frechet G(0,1,0.5)
777777 Gumbel G(0,1,0)

Figura 7.7: Densidades das familias Fréchet, Weibull e Gumbel

O teorema acima pode ser usado para aproximar a distribuicao de maximos
de sequéncias longas. Na prética, os dados sao divididos em m blocos de
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tamanho n, digamos, gerando um conjunto de maximos 7,1, ...,y m, A0S
quais a distribuicao GVE pode ser ajustada. Em dados de séries temporais
oceanograficas ou meteoroldgicas, por exemplo, os blocos sao tomados como
contendo um ano de observacoes. Veja o texto para o caso de retornos finan-
ceiros.

Em situagoes praticas hé interesse em se determinar quantis da distribuicao
GVE. Invertendo (A.3) obtemos

- {u—%{l—[—log(l—p)]‘g}, se £ #0 (A4)
pt — o log[—log(1 — p)], se { =0,

onde G(z,) = 1 —p, ou seja , 21—, é o (1 — p)-quantil da distribuicao G e é
denominado de nivel de retorno, associado ao periodo de retorno 1/p

Ou seja, 21—, é o valor tal que, com probabilidade p, é excedido pelos
maximos no periodo. Podemos fazer graficos de z,_, contra y, = —log(1 — p)
(ou contra logy,), que ¢ linear se £ =0

A escolha das sequéncias {ar} e {br} é que determina a forma da dis-
tribuicao limite (A.1). Veja Coles (2001) para detalhes e exemplos de escolhas
convenientes.

Um modelo para minimos pode ser obtido facilmente. Suponha que 71y =
min{ry,...,rr} e tomemos s, = —r;,t = 1,...,T. Entéo, se s for o maximo
da sequéncia sy, ..., s, temos que r(;y = —s(1). Logo, para T grande,

P(ray <z) = P(=sqy < 2) = P(sqr) > —2) =1 = P(sp < —2)

= 1 —exp{—[1 +€(~= — p)/o] /)

=1—exp{~[1 —&(z — 1) /o] "/}, (A.5)

sobre {z:1—¢&(z — fi)/o > 0}, com ji = —pu. Esta é a distribuicado GVE para
minimos. Daqui podemos obter o p-quantil z, tal que G(z,) = p.

Inferéncia para GVE

Um primeiro ponto a ressaltar é que a escolha do tamanho dos blocos
é um fator critico na analise; se houver poucas observagoes num bloco, os
estimadores serao viesados e se houver muitas observacoes, as variancias dos
estimadores serao grandes. Como em muitas outras situagoes, deve haver
uma escolha de compromisso entre resolugdo (acurécia, viés) e estabilidade
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(precisao, variancia). Mas como j& salientamos, na préatica muitas vezes ha
uma escolha conveniente, como por exemplo um ano de observacoes.

O parametro de forma & pode ser estimado por métodos nao paramétricos.
Nao trataremos desse caso aqui e o leitor interessado pode consultar Tsay
(2005) para detalhes. Vamos nos limitar aqui aos estimadores de méaxima
verossimilhanga (EMV).

H4 o problema inicial de se verificar se as condigoes de regularidade necessarias
para o uso de propriedades assintéticas dos EMV estao satisfeitas no caso do
modelo GVE. Para nosso uso, basta saber que se £ > —0,5 os EMV sao reg-
ulares e nos demais casos hd problemas. Smith (1985) discute esses casos,
mas parece que o caso £ < —0, 5 raramente ocorre nas aplicagdes (corresponde
a distribuigbes com caudas a direita muito curtas), de modo que nao tere-
mos problemas em usar o método de MV aqui. Os dados disponiveis sao os
maximos de blocos, z1,...,2,, que supomos serem independentes com dis-
tribuigao GVE. A log-verossimilhanga para o caso £ # 0 é dada por

((p,0,¢|z) = —mlogo — (1+1/£) > log[l + (2 — p)/0]

i=1

m

= [+ &z — ) o], (A.6)
i=1
dado que 1 +&(z, —p)/o>0,i=1,...,m.
No caso £ = 0, obtemos

m

log(p, 0lz) = —mlogo — Y (2 —p)/o =Y exp{—(zi—p)/o}. (A7)

i=1 il=

A maximizagao numérica de (A.6) ou (A.7) conduz aos EMV fi,6,€&. De-
vido as propriedades dos EMV esses estimadores terao uma distribuicao assin-
totica normal.

O (1 — p)-quantil pode ser estimado substituindo os EMV dos parametros
em (A.4) e obtemos

com y, = —log(1l — p).
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Pode-se estimar a variancia de 2, usando o método delta. Veja Coles (2001)
para mais informagoes sobre este método e sobre o uso das ferramentas usuais
de diagnéstico do modelo ajustado.

Distribuicoes de Pareto Generalizadas

Suponha que X7, X5, ... sejam variaveis independentes, com a mesma f.d.
F', desconhecida. Um evento é considerado extremo se X; > u, onde u é um
limiar alto. Segue-se que estaremos interessados em

1—F(u+ 2)

P(X >u+z|X >u) = = F(u)

, 2> 0.

Suponha que F seja tal que (A.3) valha. Entao, para u suficientemente
grande, a distribuicao de X — wu, condicional a X > wu, é aproximadamente
dada por

—1/¢

H(z)=1- (1 + %) , (A.8)
definida sobre o conjunto {z: 2z >0, 1 +&2/6 >0}, ed =0+ &(u—p). Os
parametros p, o e £ sao os mesmos que aparecem na distribuicao GVE dada
em (A.3). A classe de distribuigdes dada por (A.8) é denominada classe de
distribuicoes generalizada de Pareto (DGP). Pode-se mostrar que £ é invariante
sob escolhas dos blocos, quando se considera a classe GVE. Veja Coles (2001)
para detalhes e uma prova desse resultado. Notamos o seguinte:

(a) quando £ < 0, H(z) =0, 2<0e H(2) =1, 2z >u—3d/& e H(z) é dada
por (A.8),se 0 < z < wu—d/¢, ou seja, a distribuicao de excessos é limitada
superiormente;

(b) quando £ > 0, H(z) =0, z < 0, e é dada por (A.8) para z > 0, isto ¢, a
distribuicao nao ¢ limitada superiormente.

(c) quando & = 0, a distribui¢ao é também ilimitada, e devemos tomar o limite
em (A.8) para & — 0, obtendo-se que

H(z)=1—-e37 2>0,

que é uma distribuicdo exponencial com parametro 1/6. A partir de agora
vamos denotar ¢ simplesmente por o, que devera ser estimado juntamente
com e €.
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Comentarios Finais

Neste apéndice fornecemos um breve resumo sobre a TVE relevante ao
calculo do VaR, concentrando-nos no caso univariado. H& extensoes para ob-
servagoes com certo grau de dependeéncia, séries nao estacionarias e séries mul-
tivariadas.

Em algumas situagoes hé a possibilidade de se considerar outras estatisticas
de ordem, além do méximo (ou minimo). Por exemplo, podemos ter in-
formacao sobre as r maiores estatisticas de ordem em cada instante de tempo.
Veja Coles (2001), Tsay (2005), Mendes (2004), Embrechts et al. (1997) e
Reiss and Thomas (2001) para informacao sobre esses topicos.






CAPITULO 8

Analise de Dados de Alta
Frequéncia

8.1 Introducao

Dados financeiros de alta frequéncia sao aqueles obtidos em intervalos
muito pequenos de tempo, usualmente em escala intradiaria e irregularmente
espacados no tempo. Algumas vezes, dados didrios sao também considera-
dos de alta frequéncia. Para fixar nossa nomenclatura, consideraremos dados
de alta frequéncia (DAF) como aqueles observados no decorrer de um dia de
transagoes numa bolsa de valores, num mercado de taxas de cambio etc.

No Capitulo 1, citamos duas séries de retornos intradidrios: do Ibovespa
e da Telemar PN, ambas observadas a cada quinze minutos (veja o exem-
plo 1.3). Vimos, também, naquele capitulo, a forma tipica como esses dados
sao apresentados. Os dados brutos dessas duas séries, também chamados da-
dos tick-by-tick, ocorreram em instantes aleatérios de tempo e depois foram
“limpos”e amostrados a cada 15 minutos. Para detalhes sobre o tratamento
prévio de dados intradidrios, veja Dacorogna et al. (2001) e Zivot (2005). Esses
dados foram obtidos da Bolsa de Valores de Sao Paulo (BOVESPA). Outras
bases de dados do mercado acionario sdo a TAQ (Trades and Quotes) da NYSE
(New York Stock Ezchange), AMEX e NASDAQ. Como exemplo de base de
dados de opcoes temos a Berkeley Options Data Base e, como exemplo de base
de dados de taxas de cambio, temos aquela organizada por Olsen Associates.
Normalmente, essas bases de dados nao sao acessiveis gratuitamente.

No mercado brasileiro temos ainda relativamente poucos dados de ativos
negociados em alta frequéncia. Na BOVESPA, um ntmero pequeno de agoes
tém liquidez suficiente para fornecer DAF. Tipicamente, os tempos de nego-

225
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ciacao sao medidos em segundos e podemos ter varias negociagoes no mesmo
instante de tempo. As variagoes de precos de um ativo sao dadas em multiplos
de um tick, que pode ser, por exemplo, um centavo de real ou um centavo de
délar.

DAF sao importantes no estudo da microestrutura dos mercados finan-
ceiros. Nesses mercados, existem grandes movimentos dos pregos dos ativos
em intervalos de tempo menores do que um dia. No entanto, DAF também
apresentam desafios, como a filtragem dos dados, pois estes podem ser regis-
trados com erros e tém que ser corrigidos antes que qualquer analise possa ser
feita.

Para as séries do Ibovespa e Telemar o niimero de observacoes de cada uma
era bastante grande: 37.961 para a primeira e 21.429 para a segunda, respec-
tivamente. Para séries de taxas de cambio esses valores sao muito maiores,
pois os mercados de taxas de cambio funcionam praticamente durante 24 ho-
ras, dadas as diferengas geogréficas entre eles (veja o Apéndice 8). Assim,
tamanhos de séries acima de 100.000 observagoes sao comuns.

DAF sao em geral nao sincronizados. Ativos diferentes tém frequéncias de
negociagoes diferentes. Além disso, para um determinado ativo, a intensidade
das negociagoes varia ao longo do dia, sendo maior na abertura e fechamento
dos pregoes e menor no horério de almoco. Isso faz com que os tempos entre
as negociagoes (ou duragoes, veja a se¢ao 8.3) apresentem um ciclo didrio, na
forma de “U” invertido.

Para retornos diarios de agoes, negociagoes nao sincronizadas podem intro-
duzir (Tsay, 2005):

(a) correlagao nao nula no lag 1 para retornos de uma agao;

(b) correlagbes e correlagoes cruzadas nao nulas no lag 1 para uma carteira de
acoes;

(c) em algumas situagoes, correlagao negativa para retornos de uma agao.

Com referéncia ao item (c), considere o log-retorno r; de uma agao e
suponha que r; ~ 1ii.d.(u,0%). Seja 7 a probabilidade que a agdo nao
seja negociada em qualquer instante ¢. Chamemos 7} o retorno observado
no instante t. Se nao houver negociagao no instante ¢, r; = 0 e se existir,
rf =r+7-1+...+7_g, onde k; ¢ o maior inteiro nao negativo tal que nao
ocorram negociagoes nos periodos t — ki, t —k;+1,...,t— 1. Entao (veja Tsay,
2005, para uma prova), temos que Cov(r, 7} ;) = —mu?, j > 1. Ou seja,
quando p # 0, negociagoes nao sincronizadas provocam correlagdao negativa na
série de retornos.

Essa correlagao negativa pode ser causada pelo chamado bid-ask spread.



8.1. INTRODUCAO 227

Chamemos de py; o bid price (preco de venda para o publico) e p,: o ask
price (pre¢co de compra para o publico), ambos no instante t. A diferenca
St = Dat — Pot € chamada bid-ask spread no instante ¢, e é, em geral, um valor
pequeno (alguns ticks).

O prego de um ativo num mercado “sem friccao” usualmente é definido por
Py = (Pat + Dot)/2. Roll (1984) sugere um modelo para o verdadeiro preco de
mercado de um ativo, em funcao de p;. Em particular, para esse modelo, a
correlagao de lag 1 para os retornos é negativa e fungao do spread s;. Se nao
tivermos interesse nos efeitos relacionados a s;, podemos trabalhar com precos
médios logaritmicos, ou seja, x; = [log(pat-pe.)]/2, de modo que os retornos
de periodo k serdo dados por ry[k] = x; — 4.

Outra caracteristica marcante de DAF é a ocorréncia de multiplas transacoes
no mesmo instante, mesmo com pregos diferentes. Mas a grande maioria das
transagoes nao apresenta mudancas de precos.

Exemplo 8.1. Consideremos os dados de negociacoes das acoes da Tele-
mar no periodo de 8 a 10 de setembro de 2004, perfazendo 6.734 negociagoes.
Foram retiradas as negociagoes que ocorreram fora do horario de funciona-
mento da bolsa, entre 10 horas e 17 horas, resultando 6.588 transagoes (146
negociacoes ocorreram no chamado periodo “after market”, horario em que
a bolsa esta fechada). Varios autores consideram que essas observagoes tém
um padrao diferente das negociacoes que ocorrem durante o periodo normal
de funcionamento da bolsa. Veja Engle (2000) e Zhang et al. (2001). Nesse
caso, aproximadamente 2, 17% das negociacoes referem-se as operacoes feitas
por via eletronica. Veja também Stoll e Whaley (1990).

H& intimeras negociagoes que ocorreram ao mesmo tempo, a saber, 2.026,
representando aproximadamente 30% do total. Dessas, apenas 35% apresen-
taram alteragoes de pregos. Ou seja, transagoes simultaneas parecem nao
trazer grande informacao sobre a microestrutura do mercado relevante para
um tratamento estatistico. Essas negociacoes simultaneas sao, em geral, ex-
cluidas na modelagem estatistica de tempos entre negociagoes.

Na Tabela 8.1, selecionamos 4.096 valores selecionados entre os 4.562 que
nao apresentaram transacoes simultaneas, classificando os movimentos de precos
da acgdo. As alteragoes de precos foram classificadas como aumento (+), esta-
bilidade (0) e diminui¢ao (—). A tabela mostra os movimentos de pregos entre
duas negociagdes consecutivas, ou seja, da (¢ — 1)-ésima para a t-ésima.

Notamos que:



228 CAPITULO 8. ANALISE DE DADOS DE ALTA FREQUENCIA

Tabela 8.1: Movimentacao de pregos em negociacoes consecutivas para a

Telemar.
neg. t + 0 — Total
neg. t —1
+ 168(4,1%) 390(9,5%) 263(6,4%) | 821(20,0%)

(
0 397(9,7%) 1.547(37,8%) 444(10,8%) | 2388(58,3%)
- 255(6,3%)  451(11,0%)  181(4,4%) | 887(21,7%)
Total 820(20,1%) 2.383(58,3%) 888(21,6%) | 4.096(100%)

(a) aumentos ou diminuigoes consecutivas de pregos sdo pequenas, represen-
tando apenas 8,5% das negociacoes;

(b) em 37,8% das negociagoes, o prego permanece estavel, havendo grande
tendéncia de nao haver variagoes de preco;

(c) a porcentagem de negdcios em que os pregos mudaram de sentido, isto é, de
queda para subida e vice-versa, é semelhante, da ordem de 6, 3%, totalizando
aproximadamente 13% das transacoes e indicando um processo de reversao de
precos;

(d) a distribuigdo marginal de pregos é semelhante em duas negociagdes con-
secutivas.

Além dos precos de uma acgado, os tempos entre negociacoes ou duracoes
sao importantes para o estudo da microestrutura dos mercados acionarios.

Chamemos de 7, 7, ..., 7r os instantes de tempo de negociagoes de uma acao,
sendo que 79 ¢ o instante inicial e T é o nimero de negociagoes no periodo
avaliado. Entao, z; =7 — 1,1, t = 1,...,T sao as duragoes. Na Secao 8.3,

trataremos de um modelo importante para as duragoes, o chamado modelo
ACD ( autoregressive condicional duration).

Na Figura 8.1, ilustramos a série dos 4.096 precgos da Telemar considerados
acima, a série de retornos, o histograma dos retornos e a respectiva f.a.c. Nota-
mos uma correlagao negativa no lag 1 da f.a.c., como discutido anteriormente.
Na Figura 8.2, consideramos as duracoes, com o respectivo histograma, f.a.c.
e box-plot. O histograma das duragoes mostra um decaimento exponencial a
partir da origem e a f.a.c. mostra que a série de duragoes tem meméria longa.

Outra varidvel de interesse é o numero de negociagoes em dado periodo,
por exemplo, por dia, ou em cada intervalo de 5 minutos. A Figura 8.3 contém
os graficos do nimero de negociagoes em intervalos de 5 minutos para os dados
da Telemar, no periodo de 4 de agosto a 10 de setembro de 2004 e da f.a.c.
estimada para os lags de 0 a 260. A figura também mostra as duragoes das
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negociacoes, em intervalos de 5 minutos e respectiva f.a.c. Ambas as funcoes
mostram uma periodicidade evidente de 84, correspondente ao nimero de in-
tervalos de 5 minutos em cada dia de negociagao. A Figura 8.4 traz os graficos
do niimero médio de negociagoes e do tempo médio entre as negociacoes em in-
tervalos de 5 minutos, no mesmo periodo. Ao todo sao 84 médias. O primeiro
grafico apresenta um maior niimero de negdcios nos periodos das 10:15 as 12:00
e das 14:40 as 16:55. O segundo grafico apresenta obviamente um padrao in-
Verso.

A Tabela 8.2 apresenta algumas estatisticas das negociagoes da Telemar
nesse periodo, excluidas as simultaneas. O fato de a mediana das duracoes
ser bem menor do que a média e o valor do coeficiente de assimetria ser rel-
ativamente alto (4,51 segundos) indicam assimetria positiva dos dados, com
concentracao nos menores valores. Ha, ainda, um grande ntimero de valores
extremos na cauda direita da distribuicao das duracgoes.

Tabela 8.2: Negociacoes da Telemar no periodo 8-10 de setembro de 2004.

Estatistica Negociagoes (por dia) | Duragoes (em segundos)
Média 2.225 16,25

Desvio padrao 575 26,43

Minimo 1.804 1

Maximo 2.895 322

Mediana 7
Assimetria 4,51

8.2 Volatilidade Realizada

No Capitulo 5, tratamos do problema da modelagem da volatilidade de um
ativo, considerando-a como uma variavel latente (ndo observada). Utilizamos
modelos da familia ARCH e modelos de volatilidade estocéstica. Outras possi-
bilidades para estimar volatilidade sao usar a volatilidade implicita em modelos
de opcoes ou volatilidade historica.

Volatilidade e correlagao sao de importancia fundamental em varias areas
de finangas, como aprecamento de ativos e gestao de riscos. Vimos que volatili-
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Figura 8.1: Séries de precos e retornos da Telemar, histograma e f.a.c. dos
retornos.
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Figura 8.4: Numero médio de negociacoes e duracoes médias da acao da Tele-
mar em intervalos de 5 minutos.
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dade dos ativos de uma carteira e as correlacoes entre os ativos sao necessarios
para o céalculo do VaR, valor em risco.

Todavia, a utilizacao de modelos para volatilidade é, em geral, restrita
a dados diarios ou de menor frequéncia e podem resultar em previsoes nao
satisfatorias. Lembremos que os modelos GARCH, por exemplo, tendem a su-
perestimar volatilidades futuras, incorporando resultados de eventos extremos
que tenham ocorrido no passado. A escolha da distribuicao dos erros nesses
modelos também é um problema importante, a fim de modelar adequadamente
os fatos estilizados presentes nos retornos, como agrupamentos de volatilidades
e caudas pesadas. Os programas disponiveis aos usuarios apresentam poucas
possibilidades (normal, t, GED, veja o Apéndice ao Capitulo 5). Considerando-
se uma série multivariada de retornos, a situagao torna-se ainda mais compli-
cada, pois modelos heteroscedasticos condicionais sao complexos e dificeis de
estimar, sendo seu uso limitado a uma carteira com poucos ativos.

Recentemente, a atencao esta voltada para o uso de DAF intradidrios para
modelar e prever volatilidade e correlacao por meio da chamada wvolatilidade
realizada. A ideia é considerar a soma dos quadrados dos retornos obtidos em
intervalos de alguns minutos durante um dia para estimar a volatilidade desse
dia. Obteremos, entao, uma série de volatildades diarias observadas, que pode
ser modelada com modelos como ARIMA, ARFIMA etc.

Na impossibilidade de se obter dados intradidrios, podemos considerar os
precos de abertura, fechamento, maximo e minimo de uma agao observados
em cada dia, para estimar a volatilidade desse dia, usando-se, por exemplo, a
volatilidade de Garman-Klass, como mostrado no Apéndice 6.

Consideremos, primeiramente, o caso de um 1nico ativo. Denote por P; seu
preco no instante ¢ (um dia de negdcios, por exemplo) e por p; = log P;, sendo
o logaritmo na base e. Entado, com vimos, o log-retorno (que chamaremos
simplesmente retorno) no dia t é dado por r, = p; — ps_1.

Suponha, agora, que tenhamos precos intradiarios desse ativo, observa-
dos em instantes irregularmente espacados, mas depois amostrados a cada
At unidades de tempo, por exemplo a cada 30 segundos ou a cada 15 min-
utos. Suponha, também, que fixemos a dura¢do do pregdao de uma bolsa (a
BOVESPA, por exemplo) em 7 horas, das 10 horas as 17 horas (ou das 11
horas as 18 horas, no caso de hordrio de verdo). Se amostramos os precos a
cada At = 15 minutos, por exemplo, teremos M = 28 precos ou M intervalos
de 15 minutos por dia de negociagoes.

Denotemos por pg, o log-preco do ativo no periodo m(m = 1,2,..., M)
do dia d(d = 1,2,..., D), ou seja, hd D dias, de modo que o nimero total de
observacoes é T'= M x D. O correspondente retorno intradidrio no periodo
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m e dia d sera denotado por

Tdm = Pdm — Pdm—1, m=2,...,M, d=1,...,D, (8.1)

comt=M(d—-1)+m, t =1,...,T. Usaremos as notacoes r; € 74, para
denotar os retornos intradiarios.

Com essa notagao, o retorno didrio 74 ¢ dado por pg p —pa—1,am, Por exemplo
se M = 28, ry = pgog — Dd—1,28-

Além dos retornos definidos acima, ha o chamado retorno overnight, que
incorpora as informagoes relativas ao intervalo entre o fechamento do pregao
do dia anterior e a abertura do pregao do dia atual, sendo definido por

Td1 = Pd1 — Pd—1,M, (8-2)

sendo pg;1 o log-preco do ativo na primeira cotagao do dia d e pg_1 . 0 log-
preco do ativo na ultima cotacao do dia d — 1. Incluindo-se este retorno no
caso de At = 15 minutos, teremos M = 29 observagoes em cada dia.

Exemplo 8.2. Vamos considerar, agora, uma outra base de dados ja men-
cionada no exemplo 1.3, ou seja, dados intradidrios do Ibovespa, obtidos de
1.381 dias uteis, em duas frequéncias de amostragem:

(a) At = 15 minutos, de 02/01/98 a 31/10/02, com 1.189 dias tteis, sendo que
em cada dia ha de 29 a 33 observacoes, totalizando 35.227 dados;
(b) At = 30 segundos, de 01/11/02 a 13/08/03, com 192 dias tteis, sendo que
em cada dia ha 865 a 872 observagoes, totalizando 166.236 dados.

Para a utilizacao desses dados originais, procedeu-se a uma limpeza dos
mesmos. Os detalhes estdao em Berti (2005). Como salientamos antes, a
duracao de cada pregao foi fixada em 7 horas, que corresponde a duracao nor-
mal do pregao de vivavoz, periodo em que ¢ maior o volume de negociacoes.
Um resumo dos ajustes é o seguinte:

(a) foram excluidos os dados anteriores a 06/04/98, por apresentarem periodos
irregulares e dados discrepantes;

(b) foram excluidos os dados de negociacao eletronica;

(c) foi excluida a primeira hora de negociagdo nos casos em que o pregao
vivavoz possuia duracao de 8 horas;

(d) foram excluidos dias com expediente reduzido (feriados, jogos da copa
mundial de futebol etc);

(e) foram feitas corre¢oes em dados com sinais claros de erros de digitagao, por
meio de interpolagoes lineares.
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Sobre o intervalo de amostragem, At, ha varios estudos, dentre os quais
destacamos Andersen e Bollerslev (1998), Giot e Laurent (2004) e Oomen
(2001), que analisaram intervalos variando de 5 a 25 minutos. Sob o ponto de
vista tedrico, para se obter consisténcia das medidas de volatilidade realizada
é necessario que At — 0, o que significaria amostrar continuamente que, por
sua vez, ¢ uma impossibilidade. Segue-se que medidas de volatilidade realizada
conterao erros de mensuracao. Bandi e Russel (2003) propoem um método para
escolher At que minimiza o erro quadratico médio do erro de mensuracao.
Bandi e Russell (2006) estudam a influéncia de efeitos da microestrutura do
mercado (spread bid-ask, efeitos de calendéario etc) no viés de medidas de
volatilidade.

Consideramos, entao, que um intervalo de amostragem de 15 minutos é
razoavel e como a maior parte dos dados esta amostrada nessa frequéncia,
no periodo de 01/11/02 a 13/08/03 (em que a frequéncia é a cada 30 segun-
dos) também foram consideradas amostras a cada 15 minutos, resultando em
cotagoes do IBOVESPA de 06/04/98 a 13/08/03, ou seja, 1.309 dias, com 29
observagoes intradiarias cada um, totalizando 37.961 pontos.

Na Figura 8.5, temos o grafico da série de indices do IBOVESPA a cada
15 minutos, dos log-retornos, histograma dos retornos e f.a.c. Na Figura 8.6,
temos os graficos dos retornos diarios e horérios, com seus histogramas e fa.c.’s,
respectivamente.

Pelas figuras, vemos que hé presenca de correlacao serial nas séries, mais
evidentes para frequéncia mais altas. Ja os quadrados dos retornos exibem
autocorrelagoes maiores. Os valores da estatitica de Ljung-Box mostram esses
dois fatos, o que nos leva a rejeicao da hipotese de ruido branco para retornos.
Note a sasonalidade presente nas autocorrelacoes dos quadrados dos retornos
intradiarios a cada 15 minutos e horarios, na Figura 8.7.

Na Tabela 8.3, apresentamos algumas estatisticas das séries de retornos,
para um numero menor de dias, 838, correspondendo a 24.302 observacoes
da série do Ibovespa. Verifica-se que série de retornos diarios possui um alto
valor da curtose, que aumenta com a frequéncia de amostragem. A assimetria
¢é positiva para retornos de um dia e negativa para frequéncias maiores. Os
valores da estatistica de Jarque-Bera mostra a nao normalidade dos retornos
em todas as frequéncias.

Na Tabela 8.3, apresentamos algumas estatisticas das séries de retornos,
para um numero menor de dias, 838, correspondendo a 24.302 observacoes
da série do Ibovespa. Verifica-se que série de retornos diarios possui um alto
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valor da curtose, que aumenta com a frequéncia de amostragem. A assimetria
é positiva para retornos de um dia e negativa para frequéncias maiores. Os
valores da estatistica de Jarque-Bera mostra a nao normalidade dos retornos
em todas as frequéncias.

Tabela 8.3: Estatisticas para as séries de retornos do IBOVESPA

Estatistica 15 minutos 1 hora 1dia LVOLR log(GK)
Minimo -10,15  -10,69 -17,27 -1,50 -1,89
Primeiro quartil -0,16  -0,40 -1,47 0,49 0,33
Média 0,00 0,0 -0,01 1,11 0,99
Mediana 0,0 0,01  -0,04 0,99 0,93
Terceiro quartil 0,16 0,41 1,41 1,58 1,56
Maéximo 7,93 13,30 28,82 4,93 5,67
Desvio padrao 0,43 0,97 2,84 0,91 1,03
Assimetria -0,73  -0,24 1,16 0,80 0,56
Curtose 4290 17,64 16,33 1,21 1,30
Ljung-Box* 666,6 4855 30,90 2626 1569
Ljung-Box(quadrado®) 1389,0 972.1 106,0

Jarque-Bera* 1864750 75964 9385

* todas as estatisticas tém p-valor < 0,001

Vejamos como construir uma medida da volatilidade realizada. Primeira-
mente, definimos a variancia realizada (V R4) para o ativo no dia d por meio

de

M
VRd:T§,1+ZT§,m7 d= ]‘7""D’ <83)

m=2

Com T'qm € 741 definidos em (10.1) e (10.2), respectivamente.
A wolatilidade realizada (VOLR,) para o ativo no dia d é, entao, definida
por

VOLR, = \/V Ry, (8.4)

enquanto a log-volatilidade realizada no dia d é definida por

LVOLRy =log(VOLRy). (8.5)
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No caso especifico do Ibovespa intradidrio, alguns dias foram excluidos no
processo de filtragem dos dados e, nesse caso, temos que adaptar a equagao
(8.3), que toma a forma

28 2 . . ,
[ DDy o se o dia d — 1 foi excluido,
VR = 2 28 2 £ (86)
To1+ Do oTam, Caso contrario,

parad=1,...,1.308.

Suponha, agora, que temos n ativos, com retornos ry g, . .., "ndm € CON-

. ! ~
sidere o vetor Ty, = ("1.dm,-- - ndm), m=1,...,M, d=1,...,D. Entao,

para cada ativo ¢ teremos a VR dada por (8.3), que chamaremos VR, e
as respectivas volatilidade realizada (VOLR, ) e log-volatilidade realizada
(LVOLR; 4).

Para podermos calcular, por exemplo, o valor em risco de uma carteira com
esses n ativos, serd necessario, eventualmente, calcular as correlacoes entre os
retornos dos ativos. Definamos a matriz de covariancias entre os retornos dos
ativos para o dia d como

M
COVRy = Tamly,, d=1,...,D. (8.7)

m=1

Se OOVRd = (Ci,j,d) = ([COVRd]w)7 entao Cijd = Zf\n/jzl Ti,d;mrj,d;m’i7j =
1,...,n,d = 1,...,D. Esta matriz serd positiva definida se n < M. A cor-
relacao entre os retornos dos ativos 7 e j é dada por

Cijd

\/VRiyd X VRj’d.

pm"d = (88)

Exemplo 8.2 (continuacao) Na Figura 8.8, temos o gréfico da volatilidade
realizada, VOLR;, que estima a volatilidade diaria, obtida a partir dos retornos
de 15 minutos do IBOVESPA, bem como a sua f.a.c. Na mesma figura temos,
também, o grafico da LVOLR, e sua f.a.c. Na Figura 8.9 temos a volatili-
dade de Garman-Klass, obtida a partir de precos de abertura, fechamento,
minimo e méximo de cada dia (conforme Apéndice 6), sua f.a.c, o logaritmo
da volatilidade de GK e sua f.a.c., para efeito de comparacao. Na Tabela
8.3, encontram-se as estatisticas do LVOLR; e log(GK). Nas duas figuras,
verificamos que as f.a.c.’s das volatilidades estimadas (VOLR, LVOLR, GK,
log(GK)) decaem lentamente para zero, indicando que todas essas séries de
volatilidades apresentam memoria longa.



242 CAPITULO 8. ANALISE DE DADOS DE ALTA FREQUENCIA

Series : vr
< o
3 3
o
S
A 0
o
°
o
=
©
g o
= 5
Q <
> <
©0 o
o
~ o~
o
HH‘\HH”H\
- LT T
3
o |
0 200 400 600 800 1200 0 5 10 15 20 25 30
Lag
Series : lvr
) o
3
<
o
o
l32]
©
o
s ° s
| %
o
o
N
© 1 o
A o L] L] L
o
0 200 400 600 800 1200 0 5 10 15 20 25 30
Lag

Figura 8.8: Volatilidade realizada e f.a.c., log(volatilidade realizada) e f.a.c.



8.3. MODELO DE DURACAO CONDICIONAL 243

Analisando a f.a.c. dos quadrados dos retornos da Figura 8.7, notamos uma
sazonalidade de 29 minutos para os dados de 15 minutos e de 7 horas, para
os dados horarios. Esses padroes sazonais sao importantes no procedimento
de modelagem da volatilidade dos retornos intradiarios. Aqui, é comum supor
que estes sejam dados por r; = 0;5:64, ou seja, além da modelagem usual da
volatilidade, introduzimos uma componente sazonal s;.

Questoes importantes sao: (i) a retirada do padrao sazonal melhora a pre-
visao dos modelos de volatilidade? (ii) qual é o melhor método para remover
a componente sazonal? Para uma discussao dessas questoes e dos diversos
procedimentos de ajustamento sazonal veja Martens et al. (2002). Vamos
nos limitar aqui em utilizar o seguinte procedimento, sugerido por Taylor e
Xu (1997). Retomemos os retornos intradidrios r4,, e como estimativa da
componente sazonal no periodo m considere

LD 1/2
sm:<5;r§7m> . om=1,...,M. (8.9)

Segue-se que os retornos livres de componente sazonal sao dados por r} =
r¢/s;. Na Figura 8.10, temos a f.a.c dos quadrados dos retornos de 15 minutos
e 1 hora dos dados do IBOVESPA, apods a retirada da componente sazonal,
onde nao se notam mais os padroes sazonais, os quais sao mostrados na Figura
8.11.

8.3 Modelo de Duracao Condicional

Usando conceitos similares aos dos modelos ARCH e GARCH desenvolvi-
dos para a volatilidade, Engle e Russell (1998) e Bollerslev (1986) introduzi-
ram o modelo autorregressivo de duragao condicional (ACD - autoregressive
conditional duration) para descrever os tempos entre negociagoes de um par-
ticular ativo financeiro. Designemos por z; a i-ésima duracao e chamamemos
n; = E(z;|Fi—1), onde F;_; denota a informagao disponivel até a (i — 1)-ésima
negociagao.

O modelo autorregressivo de duracgao condicional de ordens r e s, denotado
por ACD(r, s), pode ser escrito na forma

Ti = M, (8.10)
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mo= WY T+ Y Yl (8.11)
j=1 J=1

onde g; é uma sequéncia de v.a. i.i.d. nao negativas, com média um. Podemos
considerar para g; distribui¢oes como a exponencial, Weibull e Gama generali-
zada. Como z; é positivo, devemos ter w > 0 e d; > 0, v; > 0.

Como no caso de modelos GARCH, o processo v; = x; —n; € uma sequéncia
de diferencas martingales, com FE(v;|F;_;) = 0, ndo correlacionadas e com
variancia nao constante. O modelo pode, entao, ser escrito na forma

q s
T; =W+ Z((Sj + ’Vj)xifj + Z YiVi—j + Vi, (8.12)
j=1

j=1

onde ¢ = max(r, s), ou seja, na forma de um modelo ARMA (g, s) com inovagoes
nao gaussianas e heteroscedéasticas. Segue-se que

w
E(x;) = : (8.13)
1=>20 (05 +)
com » 7, (d; + ;) < 1.
O modelo mais simples é o ACD(1, 1),
i = Mg (8.14)
ni = w+0Ti-1+ni-1, (8.15)

supondo por exemplo ¢; ~ i.i.d. F(1) (exponencial de média um). Usando os
mesmos argumentos usados para o modelo GARCH(1,1) e supondo x; esta-
cionaria, podemos obter (veja o Problema 3):

L w
N

1 —~%— 20y
1—252—257—72)'

E(z;) = g (8.16)

Var(x;) = um( (8.17)

De (8.17) devemos ter 4> +20v+26% < 1, para que a variancia incondicional
seja constante no tempo.
Usando a forma ARMA(1, 1) teremos

ri=w+ (0 +7y)xii1 + v — i,
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da qual obtemos que a f.a.c de um modelo ACD(1,1) é dada por

I e tin))
P= Ty (8.18)
pi = (O+)pj-1, j=2 (8.19)

Veja o Problema 4.

Ha varias alternativas sugeridas na literatura para o modelo ACD, dentre
as quais destacamos: o modelo de duracao estocastico (Bauwens e Vereda,
2000), a versao logaritmica (Bauwens e Giot, 2000), a versao nao linear(Zhang
et al., 2001), o modelo ACD assimétrico (Bauwens e Giot, 2003) e o modelo
ACD aumentado (Fernandes e Gramming, 2005).

Identificacao

Assim como para um modelo GARCH, a especificacao da ordem de um mo-
delo ACD é uma tarefa complicada e, portanto, sugere-se que ajustem-se mode-
los de ordens nao muito altas e utilize-se algum critério (como AIC, BIC ou
log-verossimilhanga) para a escolha do modelo.

Estimacao

Supondo que os erros ¢; sigam alguma distribuigao, como uma das men-
cionadas acima, podemos usar o método de méaxima verossimilhanga para obter
os estimadores dos parametros do modelo ACD. Chamando de @ o vetor de
parametros e x = (zq,... ,xT)' o vetor de duracoes observadas, obtemos a
funcao de verossimilhanga

L(O;x) = [H f(ximl,e)] f(2:16). (8.20)

A densidade marginal f(z1|@) tem importancia decrescente, quando T
cresce e pode ser omitida (Tsay, 2005), quando da maximizac¢do de (8.20)
para obter os EMV.

Exemplo 8.3. Suponha o modelo ACD(1,1) com erros seguindo uma dis-
tribuicao exponencial com média unitaria. Entao,

f(xi| Fio1,0) = exp {--} —,

e a log-verossimilhanca fica
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T

0(0;x) = Z[—ln(m)—xi/m]

T
= Z[_ In(w + 6z;—1 + ymi-1) — @i/ (w + dxi—1 +y7;-1)],(8.21)
=2

com 0 = (w, d,7)

Diagnéstico

A verificacao da adequacgao do modelo é feita nos moldes usuais, analisando
a f.a.c. dos residuos e dos quadrados dos residuos do modelo ajustado e calcu-
lando as respectivas estatisticas de Box-Pierce-Ljung.

Como a série de duracoes apresenta uma periodicidade, como vimos na
secao 8.1, antes de ajustar o modelo essa sazonalidade tem que ser removida,
usando a mesma metodologia que foi vista para a volatilidade realizada.

Exemplo 8.4. Retomemos as duragoes em intervalos de 5 minutos da Telemar,
no periodo de 4 de agosto a 10 de setembro de 2004. Removemos a sazonalidade
usando um procedimento similar ao da Secao 10.2 e consideramos as 4096
duragoes no periodo de 8 a 10 de setembro de 2004. A essa série livre de
componente sazonal ajustamos um modelo ACD(1,1), com erros exponenciais
de média 1. O programa RATS foi utilizado para o procedimento de estimacao.
Veja Tsay (2005, pag. 246) para um exemplo de tal programa. O modelo
obtido é

Ti = M (8.22)
n = 0, 01+ 0, 071‘,'_1 + O, 9187’/1‘_1, (823)

onde os respectivos desvios padroes das estimativas sao 0,002,0,004 e 0, 005.
Na Figura 8.12, temos a f.a.c. dos residuos e o plot QxQ (quantis empiricos
dos residuos versus quantis da Exp(1)). Vemos que o modelo ajustado nao
consegue captar algumas duragoes extremas, que estao destacadas no plot
@ x Q. Uma possibilidade é considerar modelos ACD com coeficientes variando
no tempo a fim de levar em conta a nao estacionariedade das duracoes e a
sazonalidade presente. Veja Bruscato et al. (2010). Para fazer previsoes com
o modelo ajustado, é necessario recompor a série, por meio do padrao sazonal
previamente estimado, ou seja, §; = Z;Ss.
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8.4 Modelagem da Volatilidade

No Capitulo 5, vimos como modelar a volatilidade, supondo-a latente (néo
observada), usando modelos da familia ARCH. Como a volatilidade realizada
¢é efetivamente observada, podemos tentar modela-la por meio de modelos da
familia ARIMA, por exemplo. Contudo, vimos que a volatilidade realizada
apresenta caracteristicas de processos de memoria longa; logo, modelos da
classe ARFIMA podem ser tteis. Outra possibilidade é considerar modelos
ARCH, GARCH e extensoes para dados intradiarios e usa-los para fornecer
informagao adicional para os dados diarios. Veja Hol e Koopman (2002), por
exemplo. A ideia é ajustar modelos GARCH, digamos, para frequéncias de
uma hora ou 15 minutos e realizar previsoes da volatilidade nessas frequéncias
k passos a frente até cobrir o periodo de um dia (k = 7 para dados horarios e
k = 29 para dados a cada 15 minutos), agregando-se as previsoes para obter
a volatilidade didria. Observemos que antes de ajustar um modelo ARMA-
GARCH aos dados intradiarios originais é necessario retirar a sazonalidade,
conforme visto na segao 8.2.

Exemplo 8.5. Consideremos os dados intradiarios do Ibovespa, com 1309
dias de observacoes. Vamos considerar 838 dias para estimar modelos e 471
dias para previsoes. No caso de dados horérios teremos 24302 dados e no caso
de dados a cada 15 minutos, teremos 5886 dados para estimagao. Para obter
previsoes da volatilidade didria, faremos previsoes k passos a frente, £ = 7 ou
k = 29, respectivamente.

A avaliacao da acuracia preditora dos modelos de volatilidade é geralmente
baseada em funcoes de perda, comparando os valores previstos do quadrado
da volatilidade pelo modelo usado, }AL?, com os quadrados dos retornos, r2. No
entanto, Andersen e Bollerslev (1998) sugerem usar a a volatilidade realizada,
no lugar dos quadrados dos retornos. Se 7" indica o nimero total de dados e
Ty o numero de observacoes usadas para estimar o modelo, algumas medidas
usadas sao:

(a) Erro médio:

EM =

> (hi —VOLRY).

T —"1T,
t=Top+1

(b) Erro quadratico médio:
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T
1 .
EQM = > (hi —VOLR}).
T o TO t=Tp+1
(c) Erro absoluto médio:
1 T
_ 72 2
EAM = —— T > |hf — VOLR]|.

t=To+1

Berti (2005) ajustou varias combinagoes de modelos ARMA-GARCH (por
GARCH aqui entendemos GARCH, EGARCH, PGARCH etc), sendo que os
melhores modelos segundo medidas de perda, incluindo aquela acima, foram:

(i) Para log-retornos a cada 15 minutos: modelo AR(2)-GARCH(1,2), com
distribuicao t para os erros.

(ii) Para log-retornos horarios: modelo AR(5)-GARCH(1,2), com distribuicao
t para os erros.

(iii) Para log-retornos diarios: modelo AR(4)-PGARCH(1,1), com distribuicao
t para os erros e com a variancia realizada V R;_; como covariavel. Veja o
Capitulo 5, Problema 13, para a definicao do modelo “Power GARCH”.

(iv) Para a volatilidade realizada: modelo ARFIMA(0,d,0), com d = 0,438.

Veja Berti (2005) para detalhes e os Problema 8, 9,10 e 11. Duas ob-
servagoes sobre o ajuste desses modelos: (a) os modelos GARCH intradiarios
em geral superestimam as previsoes da volatilidade; (b) os modelos ARFIMA,
em geral, subestimam a volatilidade em periodos de alta volatilidade. Seria
interessante também avaliar a eficdcia dos modelos de volatilidade estocéstica
aplicados a dados intradiarios.

8.5 Comentarios Adicionais

[1] Andersen et al. (2000, 2001, 2003) (designados brevemente por ABDL) e
Barndorff-Nielsen e Shephard (2002, 2004) (designados brevemente por BS)
desenvolveram os aspectos tedricos relativos a variancia e volatilidade reali-
zada. Seja p(t) o log-prego de um ativo, r(d,d — 1) o respectivo retorno didrio
e r(d) = p(d) — p(0) o retorno acumulado até d. A variagdo quadrdtica (VQ)
¢é definida por
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rld) = plim Y lp(s;01) ~ pls,).

onde 0 = 59 < 81 < -+ < 8, = d e o limite é para maxi<j<, |s; — Sj—1| —
0, n — oo. Entao, BS provam que

VR L [rl(d) = [r](d— 1) =VQq4, n — oo.

Ou seja, a variancia realizada diaria converge, em probabilidade, para in-
crementos diarios da VQ. ABDL provam que

Var (r(d,d — 1)|Fa-1) = E[VQa| Fa-1],

ou seja, a variancia condicional dos retornos diarios € igual a esperanca condi-
cional do processo de variacao quadratica didria.

Para a classe de processos de Ito continuos, caracterizados pela equacao
diferencial estocastica

dp(t) = p(t)dt + o (£)dW (1),

onde o(t) é a volatilidade e W (t) é o MBP, resultados mais fortes podem
ser obtidos, em particular, r(d,d — 1)/VOLR,; tem uma distribui¢ao aproxi-
madamente normal. Também é possivel provar que a VOLR e LVOLR tém
distribuicoes assintoticamente normais. Para detalhes, veja os autores acima
mencionados.

[2] Podemos considerar outras classes de modelos para DAF. Miiller et al.
(1997) introduziram os modelos HARCH (heterogencous ARCH). Um modelo
HARCH(n) para retornos é dado por

Tt = Oi&y,
n J 2
2
oy = Cp + Cj Ti—i s
j=1 i=1
com ¢y > 0,¢, > 0,¢; > 0, para j =1,...,n—1, e 0s & sao v.a. i.i.d. com

média zero e variancia um. Esse modelo leva em conta a heterogeneidade de
informacao do mercado financeiro, permitindo agregar retornos. Por exemplo,
no modelo HARCH(2) a volatilidade toma a forma
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2 2 2
o; =co+caryq + co(rimg +1i2)”.

Ruilova (2007) generaliza esse modelo para a classe GHARCH(m,p), que
permite agregacoes de diferentes tamanhos, sendo m o niimero de componentes
do mercado.

8.6 Problemas

1.

10.

11.

Considere os dados intradidrios da Telemar do Exemplo 8.1 (arquivo
id-tlibm.dat). Obtenha a volatilidade realizada didria, faca seu grafico e
obtenha sua f.a.c. Obtenha a f.a.c. dos quadrados dos retornos e verifique
se existe sazonalidade. Caso haja, remova o padrao sazonal.

Mesmo problema para os dados intradidrios da IBM (arquivo id-tlibm.dat).
Prove as relagoes (8.16 ) e (8.17).

Prove as relacoes (8.18) e (8.19).

. Obtenha (8.21) usando a distribuicdo de Weibull padrao para os erros

Et.

fe,a) = a.e® ' exp{—e®}, a > 0.

. Ajuste um modelo ACD para as duragoes da IBM (arquivo id-tlibm.dat),

com erros exponenciais de média 1.

Mesmo problema, com distribuicao Weibull padrao.

. Ajuste os modelos ARMA-GARCH sugeridos na se¢ao 8.4 aos dados de

retornos didrios e intradiarios do Ibovespa.

. Ajuste o modelo ARFIMA sugerido na secao 8.4 aos dados de volatilidade

realizada do Ibovespa.

Ajuste modelos ARMA-GARCH para os dados intradiarios da Telemar.
Escolha o melhor modelo segundo as medidas dadas na segao 8.4.

Ajuste modelos ARFIMA(p, d, q) para a volatilidade realizada da Tele-
mar obtida no Problema 1. Escolha o modelo que fornece o melhor EQM
de previsao.
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12. Considere os dados de taxa de cambio Euro/Délar de 1 de janeiro de 1999
a 31 de dezembro de 2002, a cada 5 minutos, num total de T = 288860
observagoes (arquivo id-eudo99.02.dat). Obtenha o grafico, histograma
e f.a.c. dos retornos e dos quadrados dos retornos da série.

13. Para os dados do problema anterior, obtenha a volatilidade realizada, o
logaritmo da volatilidade realizada, seus histogramas e f.a.c.’s.

14. Ajuste um modelo ARFIMA para a variancia realizada dos dados do
Euro/Délar.

Apéndice 8: Notas Complementares

A.8.1. Tipos de Mercados

Podemos dividir os mercados acionarios em duas categorias:

(a) price driven markets, nos quais hé a figura dos especialistas ou market-
makers (que trabalham para as préprias bolsas) e que sdo os responséaveis por
comprar (ao bid price) e vender (ao ask price) lotes de agdes, evitando movi-
mentos abusivos nos precos das acoes, e dando liquidez ao mercado. Breve-
mente, liquidez é definida como a habilidade de comprar e vender rapidamente
um grande volume de ag¢oes com um minimo de impacto nos precos. A bolsa
NASDAQ adota esse mecanismo.

(b) order driven markets, nos quais nao ha market-makers no processo de
negociacoes, mas as ordens sao feitas num order book, ou seja, cada ordem
é colocada automaticamente no livro de ofertas de cada acao, sendo possivel
visualizar as melhores compras e vendas por lote, preco e contraparte. A
BOVESPA adota esse mecanismo, sendo que as corretoras contratadas por
empresas para dar liquidez a seus papéis é que colocam as ordens. A NYSE
adota um sistema hibrido. A BOVESPA também poderia ser pensada dessa
forma, supondo que as corretoras fazem o papel dos market-makers.

Para detalhes sobre esse assunto e sobre liquidez de mercados veja Bauwens
e Giot (2001).

A.8.2. Mercado de Taxa de Cambio(FX)

Esse é um tipo especial de mercado, funcionando continuamente, 24 horas
por dia, do tipo price driven market. Os participantes sao market-makers
(dealers), representando grandes bancos.
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Podemos considerar trés zonas, correpondendo a trés mercados geograficos:
Asia, Europa e EUA. Esses mercados operam da seguinte forma: apds a meia-
noite GMT os mercados de Tokyo, Hong Kong e Singapura estao ativos, com
um decréscimo de operagoes ao redor de 4 horas GMT, que corresponde ao
horario de almoco. Por volta das 8 horas GMT, as negociagdes comecam na
Europa (Londres, Frankfurt e Paris) e param na Asia. A dltima zona comeca
por volta das 15 horas GMT com a abertura da bolsa de Nova lorque. Este
padrao intradiario é bem conhecido.

Outra caracteristica dos mercados FX é que as negociagoes ocorrem so-
mente entre os dealers e a informagao sobre pregos e volumes permance confi-
dencial. Veja Bauwens e Giot (2001) para detalhes.

A.8.3. Algumas Distribuicoes Especiais

Distribuicao exponencial

A v.a. X tem distribuicao exponencial de parametro 8 > 0 se sua densidade
¢é dada por

f(z,B) = %eXp{—x/ﬁ}-I{x > 0},

Se 5 =1 obtemos a distribui¢ao exponencial padrao, E(X) = 1 e escreve-
mos X ~ FE(1).

Distribuicao Gama

Dizemos que a v.a. X tem distribuicao gama com parametros o > 0 e
p >0, e escrevemos X ~ Gama(a, ), se a densidade é dada por

1 a—1
flz,a,p) = BO‘F(a)x exp{—z/B}.I{x > 0}.

Se =1 obtemos a distribuicao gama padrao com parametro «.

Distribuicao de Weibull

A v.a. X tem distribuicao de Weibull com parametros a@ > 0,5 > 0 se a
densidade é dada por

«

Fa L exp{—(x/B)*.1{x > 0}.

[z, e, B)
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Se a = 1 obtemos a distribuicao exponencial e se Y = m obtemos a
distribui¢ao de Weibull padrao, com E(Y) = 1 e densidade

fly,a) =1 —exp{-[['(1+ 1/a)y|*}.I{y > 0}.

Distribuicao Gama Generalizada

Dizemos que X tem distribui¢ao gama generalizada com parametro de es-
cala § e parametros de forma « e 7, todos positivos, se a densidade é da
forma

5B = s e [_ (E)] I{e >0}

Se Y = AX/B, com A = I'(a)/T'(a + 1/7), entdo E(Y) = 1 e Y tem
distribuicao gama generalizada padrao. Se a = 1 obtemos a distribuicao de
Weibull, logo exponencial e Weibull sao casos particulares da gama generali-
zada.






CAPITULO 9

Modelos Lineares Multivariados

9.1 Introducao

Neste capitulo estaremos interessados em estabelecer modelos para uma
série temporal vetorial X;, com n componentes Xy;, Xos, ..., X,;, observadas
emt = 0,4+1,4+2,.... Além da andlise de cada componente individual X,
como ja tratamos em capitulos anteriores, onde a autocorrelacao contida em
cada série é importante, estaremos estudando as relacoes dinamicas entre as

/

séries componentes. Usaremos a notacao X; = (X4, Xog, ..., Xp), t € Z e
Xt ou X, ;, indistintamente, para a i-ésima componente, i = 1,...,n.

Exemplo 9.1. Podemos pensar o vetor X; como constituido pelos retornos
de n ativos financeiros de um fundo de investimentos no instante ¢ e o objetivo
¢ analisar o desempenho do fundo ao longo do tempo. Numa outra situacao,
um investidor pode ter uma carteira com agoes da Petrobras, Banco do Brasil,
Telemar e Banco Itau e neste caso n = 4.

O wvetor de médias de X; sera denotado por

/

pe = E(X¢) = (e, ot - - - fint) (9.1)
e depende, em geral, de .
A matriz de covariancias de X; é definida por
L(t+7,1) = B{(Xeyr — pop)(Xe — 1) '}, (9.2)

que é uma matriz n X n e que, em geral, também depende de .

As quantidades (9.1) e (9.2) descrevem as propriedades de segunda ordem
das séries Xy;, ..., X,;. Se essas tiverem uma distribuicao normal multivaria-
da, as propriedades das séries serao completamente especificadas pelas médias

259
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e covariancias. Observe que (9.2) fornece as autocovariancias das séries indi-
viduais bem como as covariancias entre séries diferentes.

Se denotarmos por 7;;(t + 7,t), i,j = 1,...,n as componentes da matriz
I'(t+ 7,t), entao

Vij (t + T, t) = COV{Xi,t—i-T: Xj,t}
= E{(Xi,tJrT - ,ui,t+'r)(Xj,t - ,Uj,t)}; (9'3)
1,7 =1,...,n, é a covariancia entre as séries X; ;. ¢ Xj;.

Exemplo 9.2. No Exemplo 9.1, com X; = (Xyy, ..., Xg)'s g, = (pags - - -, plaz)’
¢ o vetor de médias e a matriz (9.2) ficara

Vll(t‘l‘T;t) ’712(t—{—7"t) 714@_}_7_’25)
I‘(t + 7, t) — 721(t+ T, t) ’)/22(t+ T, t) R 724@_}_ T, t)
Yt +7,t) Yot +7,8) - qu(t+7,1)

Na diagonal principal temos as autocovariancias das séries individuais, cal-
culadas nos instantes t + 7 e t, enquanto fora da diagonal principal temos as
covariancias cruzadas entre as séries X; 41, ¢ X4, @ # J.

Um caso de interesse é quando tanto o vetor de médias quanto a matriz de
covariancias nao depende de ¢. Obteremos séries (fracamente) estaciondrias.

9.2 Séries Estacionarias

Vamos nos restringir nesse capitulo ao caso de estacionariedade fraca ou de
segunda ordem. Dizemos que a série n-variada X; é estaciondria se a média
p, e a matriz de covariancias I'(t + 7,t), t,7 € Z, ndo dependerem do tempo
t. Nessa situacao teremos

M:E(Xt) = (:ula“'a:un)/a (94)

L(r) = E{(Xer — 1) (X — ) } = [y (7)]7520 (9.5)
T € Z. Nesse caso, 7;;(7) serd a funcao de autocovariancia da série estacionaria
Xt e 7i;(7) serd a funcao de covariancia cruzada de X;; e Xj;. Notemos que,
em geral, v;;(7) # 7;i(7).
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No caso particular de 7 = 0 em (9.5) obtemos

L'0) = B{(X; — p)(X; — ) }, (9.6)
que é a matriz de covariancias contemporaneas. Note que 7;(0) = Var(Xy),

")/”(O> = COV{Xit, th}.

O coeficiente de correlagao contemporaneo entre X;; e Xj; é entao dado por

75 (0)
pij(0) = : (9.7)
! [7ii(0) 755 (0)]'/2
Obviamente, p;;(0) = p;;(0), pii(0) = 1 e =1 < p;;(0) < 1, para todo
i,j=1,...,n, do que decorre que p(0) = [p;;(0)]7,~; é uma matriz simétrica,
com elementos na diagonal principal todos iguais a um.
A matriz de correlagoes de lag T é definida por

p(t) =D 'T'(r)D, (9.8)
sendo D = diag{1/711(0), .., v/7un(0)}. Ouseja, denotando p(7) = [pi;(7)]7;=1,
temos

pis(r) = —u0) (9.9)

[7ii(0)7;5(0)] /2
que ¢é o coeficiente de correlacao entre Xy, e X,

Quando 7 > 0, este coeficiente mede a dependéncia linear de X;; sobre Xj;,
que ocorreu antes do instante ¢t + 7. Entao, se p;;(7) # 0, 7 > 0, dizemos
que Xj; € antecedente a X; ou que Xj; lidera X no lag 7. De modo andlogo,
pji(T) mede a dependéncia linear de Xj; sobre X, 7 > 0.

O fato que p;;(7) # pji(7), para todo i, j, vem, intuitivamente, do fato que
estes dois coeficientes de correlacao medem relacoes lineares diferentes entre
Xit € Xji. As matrizes I'(7) e p(7) ndo s@o, em geral, simétricas. O que vale
é a seguinte proposigao.

Proposicao 9.1. As seguintes propriedades sao validas:
(i) T(7) =T'(=7).
(11) |7’LJ( )| < [’YZZ(O)’YJ]<O)]1/27 Zu] = 17 e
(iii) 7;(7) é uma fungao de autocovariancia, para todo i.
)

(iv Z] 1 aJI‘( — k)ay, > 0, para quaisquer m e ay, ..., a,, vetores de IR".
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As demonstragoes de (i)-(iii) sdo imediatas. O item (iv) decorre do fato que
B, a;. (X; —p))? > 0. Observe, também, que de (i) obtemos que 7;;(7) =
7v;i(—7). A matriz p(7) tem propriedades andlogas , sendo que p;;(0) = 1. Note
que p;;(0) nao necessita ser igual a 1 e também é possivel que |7v;;(7)| > [7:;(0)],
se i # j; o que vale é a propriedade (ii) acima.

Exemplo 9.3. Suponha que os processos X1; e Xy, sejam dados por

X = a,
Xy = 0,3X9;, 1 + ay,

sendo a; ~ RB(0,1). Se X, = (X1;, Xy,)', entdo é facil ver que p = E(X,) = 0.
Por outro lado,

1(0) = B(X.X;) =

B 03X, qai+ a2 (0,3Xas 1 + ar)? 1 1,099

a? 0,3X5; 1a; + a? } _ { 11 }

dado que F(a}) = 1,F(0,3X5; 1a; + a}) = E(a?) = 1 (X2,-1 s6 depende
de a;_1,a1-3,...) e E(0,09X3, | + a] 4+ 0,60, X5;1) = 0,09Var(Xy;) + 1 =
(0,09)(1/0,91) + 1 =

1,099.
Agora,
F(l) = E(Xt-i-lX:f) =
E Qpy1G 0,3X2—1a141 + @10y _ 0 0
0,3X5a; + ararrr (0,3X0; + ar1)(0,3X041 + ar) 0,3 0,33 |’

pois

E(atatﬂ) = 0, E(ngtflat+1) = O,E(that) = E(CL?) = 1,
E(X9X54-1) = 0,3E(X3, ;) = (0,3)(0,91),

de modo que o valor de y25(1) é dado por

E(0,09X5; X9, 140,3X5,a;40,3X0,1a:11+arai11) = (0,09)(0,3)/0,91+
0,3=0,3/0,91 =0, 33.
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Segue-se que

/ 0 0,3
I‘(—l)—I‘(l)—lO 0’33]
De modo andlogo podemos calcular T'(2), IT'(3) etc.

Dizemos que a série {a;,t € Z} é um ruido branco multivariado (n x 1),
com média 0 e matriz de covariancias X, se a; € estacionario com média 0 e
sua matriz de covariancias é dada por

Y, seT =0,
T(7) = { 0, set#0. (9.10)

Usaremos a notagao a; ~ RB(0,X). Se além disso os vetores a; forem
independentes e identicamente distribuidos, escreveremos a;, ~ IID(0, X2).
Um processo X; diz-se linear se

X, => Wa,_; (9.11)
j=0

onde a; ¢ ruido branco multivariado e ¥; é uma seqiiéncia de matrizes cujas
componentes sao absolutamente somaveis. Segue-se que E(X;) = 0 e a matriz
de covariancias de X; é dada por

L(r)=) U, .5, recZ (9.12)

J=0

9.3 Estimacao de Médias e Covariancias

Supondo que temos observagoes {X;,t = 1,...,T} do processo estaciondrio
{Xy,t € Z}, a média p pode ser estimada pelo vetor de médias amostrais

T
— X
X = —Zt}l 3 (9.13)

Segue-se que a média p; de Xj; é estimada por Zthl X;i/T.
Pode-se demonstrar, sob diversas condigoes sobre o processo X;, que:

(1) E(Y_“)/(Y_“’) — 0, se 77,7,(7—) —0, 1= 1,...,7’L;

(it) TEX —p) (X —p) = 3201, 32, vilr),se 3o, Pa(r)] < oo, i=1,....m
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(iii) o vetor X tem distribuicio assintética normal multivariada.

Veja Brockwell e Davis (1991) para detalhes. Para estimar I'(7) usamos

1 T—1 ~ =/
A T — — <7 <T—
I(r) =4 T & (Xigr X)(_Xt X)_,/ 0<7<T-1 (9.14)
th:—r+1(Xt+r_X)(Xt—X), -T+1<7<0.
A matriz de correlacoes pode ser estimada por
p(r) =D 'T(r)D, (9.15)

onde D é a matriz diagonal n X n dos desvios padroes amostrais das séries
individuais. )
Veja Fuller (1996) para propriedades dos estimadores I'(7) e p(7).

Exemplo 9.4. Suponha que X7j; represente os retornos diarios da Petrobras
e Xy os retornos didrios do Ibovespa, de 19/08/1998 a 29/09/2010, com T' =
2998 observagoes. Seja X; = (X1;, X2)'. O programa S+FinMetrics fornece
as matrizes de correlagoes amostrais da Tabela 9.1. Uma maneira conveniente
de representar essas matrizes é usar os simbolos +, — e -, quando o valor de
uma correlagdo cruzada for, respectivamente, maior ou igual a 2/ \/T, menor
ou igual a —2/+/T ou estiver entre —2/v/T e 2/v/T. Essas matrizes pictéricas
também estao apresentadas na Tabela 9.1.
Vemos, por exemplo, que

5(0) = 1,00 0,303
P = 10,303 1,00 |’

enquanto

(1) = | 0:085 0,004
PL)= 10,424 0,002 |-

Como 2/+4/2998 = 0,037, os elemento p12(1) e paa(1) podem ser considera-
dos estatisticamente nulos, de modo que a representacao pictérica dessa matriz
de correlagoes amostrais €

+ .
+ |

Note que a correlagao contemporanea entre as duas séries é 0,303.
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Tabela 9.1: Matrizes de correlacoes amostrais para retornos didrios
do Ibovespa e Petrobras, com notacao simplificada.

lag 1 lag 2 lag 3 lag 4

0,424 0,002 0,062 0,002 —0,026 —0,041 —0,089 —0,047
+ - + - C— - -

Exemplo 9.5. Consideremos, agora, a série bivariada, consistindo dos re-
tornos mensais do Ibovespa e da taxa de juros dos titulos C-Bond da divida
brasileira, ambas de julho de 1994 a agosto de 2001, T" = 86. Na Tabela 9.2
temos as matrizes de correlagoes amostrais até o lag 4. Vemos que p(7), 7 =
1,2,...,4, podem ser consideradas nulas, o que sugere que estamos na presenca
de um ruido branco bivariado. E facil verificar que a correlagao contemporanea
entre as duas séries é negativa (-0,77).

{0,085 0,004} [—0,042 —0,021} {—0,065 0,006 } [—0,041 —0,032]

Tabela 9.2: Matrizes de correlagoes amostrais para os retornos men-
sais do Ibovespa e C-Bond, com notagao simplificada.

lag 1 lag 2 lag 3 lag 4

0,11 —0,05 —0,20 0,08 —0,10 0,07 0,09 —0,12
0,10 —0,15 0,08 —0,04 0,04 —0,06 0,04 0,07

9.4 Modelos Autorregressivos Vetoriais

Nesta secao estudaremos uma importante classe de modelos lineares mul-
tivariados, a dos modelos autorregressivos vetoriais de ordem p, que denotare-
mos por VAR(p) (de wvector autoregression). Nao confundir a notacdo VAR
com VaR, de valor em risco, utilizada no Capitulo 7.

Dizemos que o processo Xy, de ordem n x 1, segue um modelo VAR(p) se

Xt = (I)() + ¢1Xt—1 + ...+ (ﬁpXt—p + ay, (916)

onde a, ~ RB(0, ), ®; = (1, ..., dno) é um vetor n x 1 de constantes e ®;,
. . k) . . -
sao matrizes n X n constantes, com elementos ¢,;°, 4,7 =1,...,n, k=1,...,p.
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Se I,, é a matriz identidade de ordem n, o modelo (9.16) pode ser escrito na
forma

@(B)Xt = @0 + ai, (917)
onde ®(B) =1, — ®,B—... — ®,B” é o operador auto-regressivo vetorial de
ordem p, ou ainda, um polindmio matricial n x n em B. O elemento genérico
de ®(B) 6 [6;; — ¢\ B — ... — ¢ B?], parai,j=1,...,ned;=1,sei=je

igual a zero, caso contrério.
Vamos, agora, considerar, por simplicidade, o modelo VAR(1), ou seja,

Xt = (I)() -+ ¢’th1 + a;. (918)

Um caso especial é quando n = 2 e (9.18) reduz-se a

X1t = o0+ X1+ 012 X0 1 + an,
Xoy = G20+ 01 X111 + P20Xop 1 + ay, (9.19)

onde desprezamos o indice 1 em ®; e em gbgjl.). Denotemos os elementos de X
por 0;,1,j = 1,2.

Observe que, em (9.19), nao fica explicitada a dependéncia contemporanea
entre Xy; e Xo. Dizemos que (9.19) e (9.18) sao modelos em forma reduzida.
E possivel obter o modelo na forma estrutural, em que essa relacao fica ex-
plicitada. Veja o Apéndice 9.D para detalhes. O modelo em forma reduzida é
preferido por facilidades de estimagao e previsao.

Retomemos (9.19). Se ¢12 = 0, a série Xy; nao dependerd de Xo; 1 e, de
modo anélogo, se ¢2; = 0, Xy nao dependera de X;, ;. Por outro lado, se
P12 = 0 e @91 # 0, existe uma relacao linear unidirecional de Xy; para Xy Se
P12 = ¢Po1 = 0 dizemos que nao existe relacao linear entre as séries, ou que elas
sao nao acopladas. Finalmente, se ¢15 # 0, ¢91 # 0, dizemos que existe uma
relagao de feedback entre as duas séries. Note também que se 15 = 0 em 3,
nao existe relacao linear contemporanea entre Xy; e Xo;.

O processo X; em (9.18) sera estaciondrio se a média for constante e
E(X,4,X,) independente de t. Neste caso, se u = F(X,), teremos

p= (I, — ®)"'®,.

Segue-se que o modelo podera ser escrito na forma

Xi—p=9(Xi_; — p) +a,
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ou ainda, se X; = X; — u,

Xt = (I)Xt_l + a;. (920)

Assim como no caso de um AR(1) univariado, obtemos de (9.20) que

Xt = + <I>at_1 + ¢2at_2 4+ ... N (921)

ou seja, temos a representacao MA(oco) do modelo. Também, é ficil ver que
temos Cov(ay, X;_1) = 0 e Cov(a;, X;) = 2.

Iremos indicar por |A| o determinante da matriz quadrada A.

Proposicao 9.2. O processo X; seguindo um modelo VAR(1) sera esta-
cionario se todas as solugoes de

I, — ®z| =0 (9.22)
estiverem fora do circulo unitério.

Como as solugoes de (9.22) sao inversas dos autovalores de ®, uma condigao
equivalente é que todos os autovalores de ® sejam menores do que um, em
médulo. Ou ainda, |I, — ®z| # 0, |z] < 1. A demonstracao da Proposicao 9.2
estd dada no Apéndice 9.B.

Exemplo 9.6. No caso de um VAR(1) bivariado, temos que (9.22) fica

1—o¢nz —¢122’
—P21% 1 — ¢z

ou seja, obtemos a equacao

= (1 - (/5112)(1 - €Z5222) - ¢12¢2122 =0,

1 —tr(®)z — |®]2° =0,

onde tr(®) = @11 + P9 indica o trago de ®. Logo as duas séries sao (conjunta-
mente) estaciondrias se as solugoes dessa equagao de segundo grau estiverem
fora do circulo unitario. Por exemplo, se

0,5 0,3
® = { ~0,6 —0,1 1

entao tr(®) = 0,4, |®| = 0,13 e as raizes da equacao terdo médulos maiores
do que um.

Exemplo 9.7. Consideremos o modelo VAR(1) (n = 2)
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X1y = 0,440,5X1,1+0,3X0 1 + aiy,
Xoy = —1,7—-0,6X1,1—0,1X5, 1 + agy,

com

10,5
2_{0,5 1 }

e vamos simulé-lo usando a fungao simulate.VAR do S+FinMetrics. Aqui,

0,5 0,3 [ 04 [ 20 105
‘h_[—o,ﬁ —0,1}’ '1’0_[—1,7]’ “_{—1,0]‘2_{0,5 1 }

Temos, na Figura 9.1, as duas séries simuladas. E facil ver que este modelo
¢é estacionario.

Serie X1

Serie X2

Figura 9.1: Modelo VAR(1) estacionério simulado

Calculemos a matriz de covariancias de X;, admitindo-se o modelo (9.20).
Usando (9.21) temos que
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L(0) =3+ @50 + 8’2 +...= Y (P, &) =1,
=0

Uma férmula anédloga vale para I'(7), veja o Problema 4. No entanto essas
formulas envolvem somas infinitas, pouco uteis para calculos. Vejamos uma
maneira mais atraente.

Se pés-multiplicarmos (9.20) por 5(;_7 e tomarmos a esperanca, oteremos

E(XX;_,) = ®EX,1X,_,) + BaX,_,).
Fazendo 7 = 0, obtemos
(0) = ®T(~1) + X = ®I(1) + .

Ou seja, para calcular T'(0), necessitamos de ®,3 e I'(1). Como o termo
E(a;X;_.) é nulo para 7 > 0, obtemos

I'(r)=®I'(r—1), 7 >0,

e, por substituicoes sucessivas, encontramos

I'(r)=®'T(0), 7>0. (9.23)

Segue-se que I'(1) = ®I'(0), donde

r'(0) = ®T(0)® + X,

e, tomando o operador vec em ambos os membros, obtemos
vec(D(0)) = vec(®T(0)®') 4 vee(X),

e como vec(®T(0)®') = (® ® ®)vec (I'(0)), obtemos, finalmente,

vec(T'(0)) = (I, — ® ® @) 'vec(X).

Veja o Apéndice A para nogoes sobre o operador vec e o produto de Kro-
necker ® entre duas matrizes.
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Nessa expressao a inversa existe pois |I,2 — ® ® ®)| # 0, devido ao fato
que os autovalores do produto ® ® ® sao iguais aos produtos dos autovalores
de @, logo tém modulos menores do que 1.

Os resultados anteriores podem ser estendidos a processos VAR(p), p > 1,
devido ao fato que tal processo pode sempre ser escrito na forma VAR(1). Veja
o Apéndice 9.C. Segue-se que a seguinte proposicao é valida.

Proposicao 9.3. Para o modelo VAR(p) dado em (9.16) temos os seguintes
resultados:

(i) O processo X; sera estacionario se as solugbes de

_ Pl —
L, — ®12— ... ®,z |=0
estiverem fora do circulo unitério.

(ii) Se X for estacionério,

p=EX)=1,—®1z—...— ®,2")"'P,.

(iii) Escrevendo (9.16) na forma

Xt = ¢1Xt,1 + oo+ Qpthp + ag,

com X; = X, — p e multiplicando esta equagao por X;T obtemos

rr)y=&'(r—-1)+...+®,I'(r—p), 7>0,
que sao as equagoes de Yule-Walker no caso de um modelo VAR(p).

A demonstracao de (i) estd no Apéndice 9.C e (ii) e (iii) sdo imediatas.
Para uma condicao equivalente a (i) veja o Problema 11. Observe que

ro = &r-n+...+e,(-p+%
= oI(1) +...+@,T(p) + 2.
Essas equagoes podem ser utilizadas para calcular I'(7) recursivamente,

para 7 > p. Para |7| < p, temos que usar a representacdo VAR(1) de um
processo VAR(p). Veja o Apéndice 9.C.
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9.5 Construcao de Modelos VAR

A construgao de modelos VAR segue o mesmo ciclo de identificacao, es-
timagao e diagnostico usado para modelos univariados da classe ARMA.

Identificacao

Uma maneira de identificar a ordem p de um modelo VAR(p) consiste em
ajustar sequencialmente modelos autorregressivos vetoriais de ordens 1,2, ...,k
e testar a significancia dos coeficientes (matrizes). Considere, pois, os modelos

X, = &, +d,0X, ;+ agl),
X, = &P+ (ﬁf)thl + ‘I’g2)th2 + 352)7

. (9.24)
X, = o +@FxX,_ +... + WX, +a

Os parametros podem ser estimados por MQ ordinarios, que fornecem es-
timadores consistentes e eficientes. Testamos, entao,

Hy : & =o,
H o &P 2o0k=12 .. (9.25)

O teste da razao de verossimilhancas é baseado nas estimativas das matrizes
de covariancias dos residuos dos modelos ajustados. Para a k-ésima equacao,
considere

) L (k) 2 (k) b ¥
AN =X, — ) —®, X —...— D, Xy

A matriz de covariancia dos residuos, que estima X, é dada, entao, por

T
Si= > al@P), k>0, (9.26)

t=k+1

onde para k = 0, aﬁo) = X, — X. A estatistica da razdo de verossimilhancas
para o teste (9.25) é dada por

RV(k) = (T — k)In ’21“*1‘ : (9.27)

| 2|
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que tem distribuigao qui-quadrado com n? graus de liberdade, x?(n?).
Outra maneira de identificar a ordem de um VAR ¢ usar algum critério de
informacao, como:

AIC(K) = In(|3|) + 2kn®/T  (Akaike),
BIC(k) = In(|%]) + kn?In(T)/T (Schwarz), (9.28)
HQC(k) = In(|Zk]) + kn?In(In(7))/T (Hannan-Quinn).

O programa EViews, por exemplo, fornece esses critérios mais os va-
lores de FPE (“final prediction error’, de Akaike), RV(k) e o valor da log-
verossimi-
lhanga. O programa SCA fornece os valores de RV (k) e AIC.

Estimacao

Identificado o valor de p e supondo a; ~ N(0,X), podemos estimar os
coeficientes por maxima verossimilhanga. Nesse caso, os estimadores de MQ
sao equivalentes a estimadores de MV condicionais.

No caso de um VAR(1), os EMV condicionais sao obtidos maximizando-se

T+1 T-1
(= —Mln(%r) + r=1 In |27
2 2
1 T
-3 > (X - X)) THX - X)), (9.29)
t=2
obtendo-se
T T
e = D XX D XX ] (9.30)
t=2 t=2
. 1 &
S =5 ;at@) : (9.31)

é.t = Xt—‘i)Xt,l. (932)
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No caso geral de um VAR(p), os EMV condicionais sdo obtidos por métodos
de maximizagao numérica.

Diagnéstico

Para testar se o modelo é adequado, usamos os residuos para construir a
versao multivariada da estatistica de Box-Ljung-Pierce, dada por

m

Q) =T

-7

~

tr(L(7) T(0)"'T(r)T(0)7Y), (9.33)

T=1
que sob Hy : a série a; é ruido branco, tem distribuigao x*(n*(m — p)). Para
que o numero de graus de liberdade seja positivo, m deve ser maior do que p.

Previsao

Considere o VAR(1) dado em (9.18) e suponha que o parametro ® seja
conhecido. A previsao de origem T e horizonte h é dada por

A

Xr(h) = ®Xp(h — 1),

da qual segue

Xr(h) = ®"Xyp, h=1,2,.... (9.34)

Como

Xith = ®Xryp1 +arys,

temos que o erro de previsao h passos a frente é dado por

h—1
er(h) = Xoon — Xp(h) = > Plag, (9.35)
§=0
de modo que o erro quadrético médio do previsor (9.34) fica
-1
%(h) = EQMP(h) = ) ®/%(®7)" (9.36)
§=0

Considerando, agora, o modelo VAR (p), com parametros supostos conheci-
dos, a; uma seqiiéncia i.i.d. e F; = {X; : s < t}, obtemos

E(Xyin|Fr) = ®o+ P1EXpppna|F) + ... + PE(Xin_p| Fr),
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pois E(a;,|F:) = 0, para todo h > 0.
Para h = 1, obtemos

Xi(1) = B+ & X, + ...+ B, X1,

e, para h = 2, temos

X (2) = g+ DX, (1) + Xy + ... + B, Xy 1o,

de modo que as previsoes podem ser obtidas recursivamente.
Nesse caso, o erro de previsao de horizonte h é dado por

h—1
er(h) = _ War.nj, (9.37)
=0

onde as matrizes W; sao obtidas recursivamente por

U= U, &, (9.38)

com ¥y =1, e ®; =0,j > p. Segue-se que a matriz de EQM de previsao fica

h—1
S(h)=) ¥, T (9.39)
j=0

Quando os parametros do modelo VAR(p) sao estimados, o melhor preditor
de Xryp €, agora, dado por

Xp(h) = ®)+ & Xp(h—1) +...+ ®,Xp(h—p), h>1. (9.40)
Nesse caso, a matriz de EQM de previsao torna-se

$i(h) = B(h) + EQM (X — X (h)). (9.41)

Na prética, o segundo termo em (9.41) é ignorado, e 3(h) é calculada por

>
—

X(h) =) ¥,3¥, (9.42)

.
Il
=)
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com \ilj = Z: \ilj_k@k. Liitkepohl (1991) d& uma aproximacao para o se-
gundo membro de (9.41).

Exemplo 9.8. Ajustemos um modelo VAR(p) a série Xy, onde Xj; é a série
de retornos diarios da Petrobras e Xy, € a série de retornos diarios do Ibovespa,
de 19/08/1998 a 29/09/2010, com T = 2998 observagoes. Na Tabela 9.3 temos
os valores de BIC resultantes de ajustes de modelos autorregressivos vetoriais
até ordem 8, usando a fungao VAR do S+FinMetrics:

> var.fit=VAR(my.df,max.ar=8,criterion="BIC"),

onde my.df é um data.frame contendo as duas séries de retornos. De acordo com
os valores de BIC, selecionamos a ordem p = 3. Usando o mesmo programa
para estimar os coeficientes do modelo identificado, obtemos a Tabela 9.4, de
modo que o modelo bivariado ajustado é

Xy, = 0,0010 + 0,0833X1,_1 +0,0534X, 5 — 0,0785X1 43 + ay,

Xy = 0,4012X,, 1 —0,2001X5, 1 +0,1066X o (9.43)
- 0, 0751X2,t_2 + O, 0353X1’t_3 - 0, 0474X2,t_3 + Qg t.

O vetor de constantes estimado é dado por ®; = (0,0010,0,0004)", sendo
que somente o primeiro elemento do vetor é significativo.

Tabela 9.3: Valores de BIC resultantes de ajustes de modelos
VAR(p), p=1,...,8, para os retornos diarios da Petro-
bras e do Ibovespa.

Ordem 1 2 3 4 5 6 7 8

BIC -28280,1 -28309,5 -28310,24 -28300,6 -28274,4 -28250,6 -28230,5 -28200,7

Na Tabela 9.5 temos as representagoes pictéricas dos coeficientes (matri-
ciais). Note que os retornos didrios da Petrobras nao sao influenciados por
valores passados dos retornos diarios do Ibovespa. Por outro lado, os retornos
do Ibovespa sao influenciados por valores defasados dos retornos da Petro-
bras, o que é razoavel, dado que as agoes da Petrobras fazem parte do indice.
Seque-se que ha uma relacao de causalidade de X;; para Xo;. Os valores da log-
verossimilhanga, AIC, BIC e HQ dados pelo programa sao 14209,46, -28390,93,
-28306,86 e -28360,68, respectivamente.
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Na Figura 9.2 mostramos a f.a.c. amostral para os residuos e quadrados
dos residuos do modelo ajustado. Vemos que hé possibilidade de melhorar
o modelo, introduzindo termos de médias méveis (veja a segdo seguinte) e
considerando um modelo heteroscedastico condicional multivariado para os
residuos, dada a dependéncia presente nos mesmos.

As previsoes para horizontes h = 1,2, ...,12 para o modelo (9.43), usando
o S+FinMetrics, estao na Tabela 9.6.

9.6 Modelos ARMA Vetoriais

O modelo VAR(p) estudado na se¢ao anterior é um caso particular dos
modelos VARMA(p,q) (de “vector autoregressive moving average”), se ¢ = 0.
Se p = 0 obtemos um modelo de médias méveis vetorial de ordem ¢, VMA(q),
dado por

Xt = @0 + a; — @13,5_1 — ... @qat_q, (944)

sendo novamente a; ~ RB(0,X) e ©; matrizes n x n de constantes, e @ o
vetor n x 1 de médias do processo.
O modelo pode ser escrito compactamente na forma

Xt = @0 + @(B)at, (945)

na qual ®(B) =1, - ©;B — ... — ©,B8% é um polinémio matricial n x n de
ordem gq.
Proposicao 7.4. Para o modelo (9.44) temos:

(i) Cov(Xy, ap) = X
(i) T(0) =X+ 0,20, +... + 0,20;

(ili) a matriz de covariancias de X; ¢ dada por

q ] !
s se T >q,

sendo 6y = —1,,.
De (9.46) segue-se que p(7) = 0, 7 > ¢, logo a ordem ¢ de um mo-

delo VMA(q) pode ser identificada analisando-se as matrizes de correlagoes
cruzadas amostrais.
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Exemplo 9.9. O modelo de médias méveis vetorial mais simples é o VMA(1),
dado por

X; =0y +a — Oa;_y,

que tem todas as matrizes de correlagoes nulas a partir do lag 2, inclusive.
Como vimos acima, ©g é a média do processo. No caso especial n = 2 obtemos

X _ 10 + arw | 011 02 al—1
Xoy B0 A2t o1 Oo a2t—1 '

Tabela 9.4:  Ajuste de um modelo VAR(3) aos retornos didrios da
Petrobas e do Ibovespa. Primeira linha: estimativas;
segunda linha: desvios padroes.

~ = x

P, P, P;

0,0833  0,0054 —0,0534  0,0332 —0,0785 0,0379
0,4012 —0,2001 0,1066 —0,0751 0,0353 —0,0474

0,0191 0,0253 0,0214 0,0255 0,0215 0,0228
0,0145 0,0191 0,0162 0,0193 0,0163 0,0172

Tabela 9.5: Representagoes pictéricas das matrizes da Tabela 9.4.
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Residual Autocorrelation

Tpetro

Residual~2 Autocorrelation

Toetio
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Figure 9.2: F.a.c. amostrais dos residuos e seus quadrados.

Assim como no caso de um VAR, relacoes entre as duas séries podem ser es-
tabelecidas analisando-se os elementos 615 e 05; da matriz @. Veja o Problema
1.

Estimativas de méxima verossimilhanga condicionais podem ser obtidas,
como no caso univariado, calculando-se valores dos choques a; recursivamente,
supondo-se a; = 0, t < 0. A identificacao é feita usando-se as matrizes de
correlagoes amostrais ou os critérios de informacao vistos anteriormente. O
diagnostico do modelo identificado ¢é feito usando a estatistica de Box-Pierce-
Ljung e a previsao similarmente ao caso univariado.

O modelo VARMA geral ¢é definido por

Xt - (I)O + ‘I’lXt_l + ...+ (I)pXt—p +
+a; — @1at_1 — ... @qat_q, (947)
sendo novamente a; ~ RB(0,X) e as matrizes ®; e ©; como antes.
Com os polinomios matriciais anteriormente definidos, podemos escrever o
mo-
delo na forma

®(B)X; = ®, + O(B)a,. (9.48)
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Tabela 9.6:  Valores previstos para o modelo (9.43), h =1,2,...,10.
h | Petrobras Ibovespa

(e.p.) (e-p.)
1 0.0030 0.0125
(0.0266)  (0.0201)
2 -0.0006 0.0023
(0.0267)  (0.0226)
3 -0.0011 0.0002
(0.0267)  (0.0226)
4 0.0013 -0.0008
(0.0268)  (0.0226)
5 0.0013 0.0008
(0.0268)  (0.0227)
6 0.0011 0.0009
(0.0268)  (0.0227)
7 0.0009 0.0008
(0.0268)  (0.0227)
8 0.0010 0.0007
(0.0268)  (0.0227)
9 0.0010 0.0007
(0.0268)  (0.0227)
10 | 0.0010 0.0007
(0.0268)  (0.0227)
Esse processo tem uma solucao estacionaria
X; = n+ Z ‘Iljat_j (949)
j=0

se |®(z)| # 0, para todo z complexo tal que |z| < 1, sendo que as matrizes ¥;

sdo determinadas univocamente por ¥(z) = ®'(2)0(z).

Por outro lado, o processo (9.47) pode ser escrito na forma AR(oc0)

o
E I;X; ;= ay,
Jj=0

(9.50)

se |©(z)| # 0, para todo complexo z com |z| < 1 e as matrizes II; sdo deter-
minadas univocamente por IT(z) = ® '(2)®(z). Para detalhes veja Brockwell
e Davis (1991). As matrizes ¥, e II; podem ser obtidas recursivamente. Veja

os problemas 2 e 3.
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Os modelos VARMA nao sao muito usados, devido a dificuldades computa-
cionais e problemas de identificabilidade. A matriz de covariancias (ou a matriz
de densidade espectral) nao determina univocamente ®,© e ¥, a menos que
condigbes mais restritivas sejam impostas. Veja Dunsmuir e Hannan (1976).
Nao identificabilidade implica que a superficie de verossimilhan¢a nao tem um
unico maximo. Para exemplos de problemas de identificabilidade veja Tsay
(2005).

Para a identificagao da ordem (p,q) de uma modelo VARMA os critérios
de informacao descritos antes podem ser utilizados. A estimagcao pode ser feita
via EMV condicionais ou exatos e a estatistica de Box-Pierce-Ljung pode ser
usada para fins de diagndstico.

9.7 Causalidade de Granger

A elucidacao de relagoes de causalidade entre variaveis é um dos principais
problemas em pesquisa empirica.

Para sistemas temporais, Granger (1969) define causalidade em termos de
previstbilidade: a variavel X causa a variavel Y, com respeito a um dado uni-
verso de informacao (que inclui X e Y), se o presente de Y pode ser previsto
mais eficientemente usando valores passados de X, do que nao usando esse
passado, toda e qualquer outra informagao disponivel (incluindo valores pas-
sados de Y') sendo usada em ambos os casos. A definicdo ndo requer que o
sistema seja linear; se o for, as previsoes serao lineares.

Seja {A;,t = 0,£1,+2,...} o conjunto de informagao relevante até (e in-
cluindo) o instante ¢, contendo pelo menos X;,Y;. Defina A = {As 1 s <
t}, A, ={A,:s <t} e definicoes andlogas para X,,Y,; etc. Seja P,(Y|B) o
preditor de EQM minimo de Y;, usando o conjunto de informagao B e 0?(Y|B)
o correspondente EQM do preditor.

Definicao 9.1. Dizemos que:

(a) Xy = Y;: X; causa Y; no sentido de Granger se

0'2(3/t|zt) < 02(Yt|Zt — Yt)

Ou seja, Y; pode ser melhor prevista usando toda a informacao disponivel,
incluindo o passado de Y; e X;.

Dizemos também que X; é exdgena ou antecedente a Y;.
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(b) X; = Yy Xy causa instantaneamente Y; no sentido de Granger se:

02<K|Zta?t) < U2(K‘Zt)

Ou seja, o valor presente de Y; é melhor previsto se o valor presente de
X, for incluido.

(c) Ha feedback, e escrevemos X, <+ Yy, se X; causa Y; e Y, causa X;.
(d) Ha causalidade unidirecional de X; para Y; se Xy — Y; e nao hd feedback.

E facil ver que se X; = Y;, entao Y; = X;. Portanto usualmente dizemos
que ha causalidade instantanea entre X; e Y;.

A definicao estende-se para vetores aleatérios. Sejam Xy = (Xy¢, ..., Xp¢)
eY, = (Yi,...,Yy) dois vetores aleatérios. Defina P(Yy|B;), 0?(Ya|B;) etc
como antes. O melhor preditor linear de Y, baseado em B, ¢ entao P(Y,|B;) =

(P(Yie|By), ..., P(Ya|B))".
Definicao 9.2. Dizemos que:

(a) O vetor X; causa o vetor Y, se

UZ(Yz‘t|Zt) < 02(Yit|zt - Xt);
para pelo menos um valor de =1, ...,s.

(b) O vetor X; ndo causa o vetor Y, se

02(Yit|zt) = 02(Yit|zt - Xt);

paratodoi=1,2,...,s.

H4 varias propostas para operacionalizar as defini¢oes anteriores. Pierce e
Haugh (1977) propoem ajustar modelos ARIMA a transformacgoes adequadas
de ambas as séries e depois estabelecer padroes de causalidade entre os residuos
por meio de correlagoes cruzadas. Veja também Layton (1984). Hsiao (1979)
sugere ajustar modelos autorregressivos via AIC. No caso de mais de duas
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séries, Boudjellaba et al. (1992) sugerem ajustar modelos VARMA as séries.
Uma resenha desses procedimentos ¢é feita por da Cunha (1997).

Neste capitulo trataremos do assunto por meio da representacao VAR da
série multivariada X;, de ordem n x 1. A representacao MA do processo é
dada por (9.49), ou seja,

Suponha que
_ | Y
Xt - |: Zt :| ’

onde Y; é um vetor r X 1 e Z; é um vetor s X 1, r +s = n. Entao podemos
escrever

x= [y ]-[@ ][ e ] [e ] o)

particionando p, ¥(B) e a; de acordo com a partigao de X;. Se houver causali-
dade unidirecional de Y, para Z;, isto é, se Z, for melhor prevista pelo presente
e passado de Yy, mas ndo o contrario, deveremos ter Wi5(B) = 0 e obteremos

Yt = My + ‘Illl(B>alt7 (953)
Zt = M9+ \1121(B>3_1t + \IIQQ(B)agt. (954)

Note que (9.54) pode ser escrita

Zy = py + V(B)Y + 1hyy(B)ay, (9.55)

que é um modelo de regressao dinamica. As condigoes ¥15(B) =0e V(B) =0
implicam que Y; nao causa Z; e vice-versa. Nessa situacao, as duas séries serao
nao acopladas ou relacionadas apenas instantaneamente.

Na realidade, é possivel demonstrar o seguinte resultado, que é uma ca-
racterizagao de nao causalidade de Granger. Note que, de (9.51), ¥(B) =
L, +9b+W,B>+...¢
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Proposigao 9.5. O previsor 6timo de Y; baseado em it ¢ igual ao previsor
6timo de Y, baseado em Y, se e somente se Wi, =0 1=12 ...

Em outras palavras, Z; nao causa Y, se e somente se W9,;(B) = 0, para
todo ¢ > 1. Para a demonstracao veja Liitkepohl (1991). Essa proposi¢ao
aplica-se nao s6 a modelos VAR mas a qualquer processo que possa ser es-
crito na forma MA infinita, e d4 uma maneira de verificar a nao existéncia
de causalidade de Granger. Do ponto de vista pratico, convém considerar o
modelo VAR de ordem finita, ou seja,

Y, 1231 D11 Pioy Y

X, = = + ’ ’ +... 9.56
! [ Zy } [ Mo ] [ Do Pao Z 4 ( )

Py D 4P D Yt*p ayg

+ ’ ’ + ,

[ ‘I’zl,p ‘1322,;; thp agy
e a condicao da Proposicao 7.5 estard satisfeita se, e somente se, ®i9; =
0, i = 1,2,...,p. Ou seja, se X; seguir um modelo VAR(p), com matriz de

covariancias nao singular, entao Z; nao causa Y, se e somente se ®jp; =
0,:=12,...,p.

Uma caracterizacao de nao existéncia de causalidade instantanea é dada
pela proposicao seguinte. A prova é dada em Liitkepohl (1991).

Proposigao 9.6. Se X; for como em (9.56), com matriz de covariancias nao

singular, entao nao existe causalidade instantanea entre Y, e Z; se e somente
/

se E(ajta,,) = 0.

A prova da proposicao é baseada no fato que a matriz de covariancias X
pode ser escrita como X = TT,, onde T é uma matriz triangular inferior com
elementos positivos na diagonal principal. Segue-se que a representacao MA
de X; pode ser escrita como

Xt = M+Z‘I’jTT_1at_j

j=0

= p+) Eb,
j=0
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com E; = ¥,T, b, = T 'a, ~ RB(0,%;), e 3y, = T'S(T!) =1,. Veja
também o Apéndice 7.D.

A equagao (9.56) pode ser escrita como:

p P
Y, = p + Z DY+ Z D97, +ay, (9.57)

i=1 i=1

p p
Zy = po+ Z Dy Y+ Z Doy 2y + ay. (9.58)
i=1 i=i
Suponha, também, a matriz ¥ particionada como
Y XY
Y = ,
{ Y1 X
sendo que X;; = E(aita;-t), i,j=1,2.
Entao, como vimos acima:
(i) Z; ndo causa Y; <> @15, = 0, para todo
(ii) Y: nao causa Z; <» ®4;,; = 0, para todo i.

Resultados equivalentes a (i) e (ii) sdo dados na proposigao a seguir.

Proposicao 9.7 (i) Z; nio causa Y, < |X11| = | 1], onde ¥, = E(cycy,) é
obtida da regressao restrita

p
Yi=vi+ Y AY,+c (9.59)

=1

(ii) Y, ndo causa Z; <> |Xgs| = |X,|, onde Iy = E(cycy,) é obtida da regressio
restrita

p
Zi=vy+ )Y CiZi+cy. (9.60)
i=1
As regressoes (9.57)-(9.60) podem ser estimadas por MQO e a partir dos
residuos de M(Q as matrizes de covariancias envolvidas sao estimadas por:

T
Ni=(T-p) " ) ety

t=p+1
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T
- -1 ~oAT .
i = (T —p) E ayay, 1=1,2.
t=p+1
Os testes e respectivas estatisticas da razao de verossimilhancas sao dados
por:

(1) Ho1 : ®12, = 0, para todo i (Z; ndo causa Y;),

RV; = (T — p)[log |Z1| — log |Z11]] ~ x2(prs).

(ii) Hoz : ®91; = 0, para todo i (Y, nao causa Z;),

RVy = (T — p)[log || — log [Zaa|] ~ x*(prs).
Testes e estatisticas semelhantes podem ser estabelecidas para causalidade
ins-
tantanea. Veja o Apéndice 9.D.
Exemplo 9.10. Para o Exemplo 9.8, vemos que X;; — Xy, ou seja, re-

tornos diarios da Petrobras causam, no sentido de Granger, retornos diarios
do Ibovespa. Vimos, também, que X;; nao causa Xo;.

Exemplo 9.11. Um modelo VAR(1) para as séries de retornos diarios da Vale
(X1;) e da Petrobras (Xy;) é dado por

X = 0,0014 4 aqy,
th = 0, 1467X17t_1 + aot.

Vemos que Vale causa Petrobras, mas nao o contrario.

9.8 Problemas

1. Para o modelo VMA(1) do Exemplo 9.9, verifique o que acontece se
015 = 0 e se 091 = 0, separadamente; depois, se ambos sao nulos simul-
taneamente; finalmente, se ambos sao diferentes de zero.

2. Mostre que as matrizes ¥; e I; das representagoes (9.49) e (9.50) podem
ser obtidas recursivamente por:
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10.

11.

v, = I,=1l

J
U, = > &V, +0; j>1,
=1
J
I = —) 61, ,—®;, j>1,
=1

onde ®; =0,7 >qe ®;, =0,i> p.

Prove que a matriz de covariancias de um modelo VARMA ¢é dada por
(1) =Y 1o VX, 7€ Z

Da representacao (B.1) do Apéndice 9.B mostre que E(X;) = peI'(1) =
> 2, ®THE(®7) e, em particular, obtenha T'(0).

Obtenha o modelo (9.61).

. Ajuste um modelo VAR as séries de retornos diarios do Ibovespa e da

Cemig.

Use (C.2) do Apéndice 9.C para obter as matrizes de covariancias de lags
0, 1 e 2 para o exemplo de modelo VAR(1) dado no Apéndice 9.D.

Estabelega relagoes de causalidade para as séries dos exemplos 9.8 e 9.9.

Para o Exemplo 9.8, encontre as equacoes estruturais. Veja o Apéndice
9.D.

Para o Exemplo 9.9, encontre as equacoes estruturais para Xi; e Xo.
Veja o Apéndice 9.D.

Prove que a condicao (i) da Proposicao 9.3 é equivalente a dizer que os
autovalores da matriz

& B - B, D

P
p-| M 0 00
0 0 I, 0

tém maddulos menores do que um. Veja também o Apéndice 9.C.
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12. Como ficaria o problema anterior para um modelo VAR(2)?

13. Prove (9.30) e (9.31).

14. Prove (9.38).

15. Verifique se héa causalidade instantanea para os exemplos 9.10 e 9.11.
16. Prove a Proposicao 9.1.

17. Ajuste um modelo VAR aos retornos diarios dos indices Ibovespa e Mer-
val (Argentina) do arquivo d-indices.95.04.dat.

18. Mesmo problema, para os retornos do Ibovespa e IPC (México).

Apéndice 9.A. Alguns Resultados sobre Matrizes

A.1 Conceitos Basicos

A notac@o A = [a;;] indicard uma matriz de orde m x n. A transposta
de A serd indicada por A, a soma de A e B por A+B, se ambas tém a mesma
ordem. Se A é de ordem m x n e B é de ordem n x r, entao o produto AB é a
matriz C = [¢;;], de ordem m X r, cujos elementos ¢;; sao dados por D, _,; by,
Nao é verdade que AB = BA, em geral, mas A(BC) = (AB)C = ABC,
desde que os produtos estejam definidos. A matriz identidade de ordem n sera
indicada por I,, e 0 indicara a matriz nula.

Dizemos que A é ortogonalsem = ne A'A = I,. Uma matriz A é simétrica
sem=mneA =A. Dizemos que A é ndo negativa definida se for simétrica e
se

m
X AX = Z a;jrixry > 0,
ij=1
para todo vetor x de ordem m x 1. Denotaremos tal matriz por A > 0. Dizemos
que A é positiva definidase x Ax > 0, para todo vetor x # 0 e escrevemos A >
0. A expressio x Ax diz-se uma forma quadrdtica nas varidveis x1, . .., T,, € as
nomenclaturas acima aplicam-se, também, as respectivas formas quadraticas.

A.2 Determinante, Traco e Posto.

Caracteristicas importantes de matrizes sao o determinante, traco e
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posto. Se A é quadrada de ordem m, o trago de A é definido por tr(A) =
ZZ} Qii-

E facil ver que tr(A') = tr(A), tr(A + B) = tr(A) + tr(B) e tr(AB) =
tr(BA), se A for m x n e B for n x m.

Se A é quadrada de ordem m, real, o determinante de A, denotado |A|, é
a Unica funcao real de elementos de A tal que

|AB| = [A[|B],

para toda matriz B de ordem m e |I'| = 7, se

v 0 0
e e
0 O 1

para todo 7.

O posto da matriz A, denotado p(A), é o nimero de linhas (ou colunas)
linearmente independentes de A; ou é a ordem da maior submatriz de A com
determinante nao nulo.

Uma matriz quadrada A, de ordem m, diz-se nao singular se p(A) = m,
isto ¢, se |A| # 0. Neste caso, existe uma unica matriz A~!, de ordem m,
chamada a inversa de A, tal que

AAT'=ATA=1,.

As seguintes propriedades sao validas:

(1) Se A for ortogonal, A~' = A’;

(2) (A+B) =A"+B;

(3) (AB) =B'A’;

(4) |aA| = a™[Af;

(5) |A7Y = (JA])~! se A nao singular;

(6) (AB)™' =B~'A™Y;

(7) tr(A + B) = tr(A)+tr(B);

(8) tr(AB)=tr(BA), com ordens apropriadas;
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(9) p(AB) = p(A), se B for nado singular;
(10) p(A) = p(A'A);

(11) p(AB) <min{p(A), p(B)}.

A.3 Matrizes Particionadas

Dizemos que a matriz A é particionada (ou em blocos) se seus elementos
também sao matrizes:

Ay o Ay,
A Ay - Ay, |
A, - A,
onde Aji,..., Aj, sao matrizes com o mesmo ntimero de linhas , j =1,...,m
e A, ..., A,;x sao matrizes com o mesmo nimero de colunas, k =1,...,n.
Por exemplo, se A = {(1) ?],Aw: [i},Am: [1 1], Ay =]0],

entao
1 01
A=|011
110
é um exemplo. Matrizes em blocos podem ser somadas, multiplicadas etc, se
as dimensoes dos elementos (matrizes) sdo apropriadas.
A.4 Produto de Kronecker e Vetorizagao
Seja A uma matriz m X n e B uma matriz de ordem r x s. Entao o

produto de Kronecker (ou produto tensorial) A ® B é a matriz em blocos de
ordem (mr) x (ns) dada por

anB - a1,B
AgB=| @B o wB
amB 0 a,,B

Por exemplo,
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ac afl ba bp
a b a B | | ay ad by bd
[c d}®{7 5}_ ca c¢f da df
cy cd dy do

As seguintes propriedades do produto de Kronecker sao importantes:

1)  A®B)®C=A® (B®C);
2) A(B+C)=A®B+A®C;
3) (A®B) =A'®B;

5) p(A®@B) = p(A)p(B);

Se A e B sdo inversiveis, (A@B) ' = A" '@ B™;

(1)
(2)
(3)
(4) Se A e B sdo matrizes quadradas, entao tr(A ® B) =[tr(A)][tr(B)];
(5)
(6)
(7)

7) Se A é quadrada de ordem m e B é quadrada de ordem n, entdo |A®B| =

|A["[B[™;

(8) Se A e B sado matrizes quadradas, com autovalores A4, A\p, respecti-
vamente, e correspondentes autovetores v4 e vg , entao AgAg é um
autovalor de A ® B com autovetor v, ® vpg.

Um procedimento muito util em determinadas situagoes é o de vetorizacgao.
Seja A uma matriz de ordem m x n. Entao vec(A) denotard o vetor de ordem
(mn) x 1 tal que

vec(A)= | a; |,
onde a; denota a j-ésima coluna de A.

Por exemplo,
oc a b B
v c d N

Os seguintes resultados sao importantes.

QL 0o 2
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1) vec(A 4+ B) = vec(A) + vec(B);

(1)
(2) vec(AB)
(3)
(4)

(I® A) vec(B) = (B ®1) vec(A);

<

3) vec(AXB') = (B ® A)vec(X).

4) tr(ABC) = vec(A') (C' @ 1) vec(B).

A.5 Decomposicao de Matrizes

Seja A uma matriz quadrada de ordem m. Segue-se que |A — M| é um
polinémio de ordem m em A e tera m raizes complexas A1, ..., \,,. Essas raizes
sao chamadas raizes caracteristicas ou autovalores de A.

Como A — \;I é singular, j = 1,...,m, existe um vetor a;, cujas coorde-
nadas nao sao todas nulas, tal que (A — A\;I)a; = 0, ou seja, Aa; = \;a;, j =
1,...,m. Os vetores ai,...,a,, sao chamados vetores caracteristicos ou au-

tovetores de A.
Os seguintes resultados sao validos.

)
) tr(A) = S\,
3) |A] =], A
)

7=1

Se A é uma matriz simétrica, real, todos os seus autovalores sao reais, e
para cada autovalor real existe um autovetor real.

(5) Se A é simétrica, real, os autovetores correspondentes a autovalores dis-
tintos sao ortogonais.

(6) Se A é nao negativa definida, entdao \; >0, j=1,...,m.

(7) Se A é simétrica, de ordem m x m, existe uma matriz ortogonal X, tal
que

X'AX = A = diag{\i,..., A},

I ~
ou A = XAX', onde os \; sao os autovalores de A e as colunas de X
sao os correspondentes autovetores.
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O resultado (7) é chamado o teorema espectral para matrizes simétricas.
Segue-se que a decomposicao espectral de A é dada por

m
!
j=1

onde x; ¢ o autovetor correspondente a A;.

Se A ¢é uma matriz quadrada de ordem m, positiva definida, existe uma
matriz triangular inferior T, com elementos da diagonal principal positivos,
tal que

TAT) ' =1, ou A=TT.

Esta decomposicao de A é chamada decomposicao de Cholesky. Veja o
Apéndice 9.D para exemplos.

Apéndice 9.B. Demonstracao da Proposicao 9.2

De (9.18) obtemos, recursivamente,

Xi=I,+®+...+®)Po+

j
+OX, o+ ) Play
i=0
Se todos os autovalores de ® tiverem modulos menores do que um, a
sequéncia ®°, i > 0, é absolutamente somdvel e a soma Yoico ®'a, ; existe
em média quadritica. Também (I, + ® + ... + ®)®; — (I, — @) 1P e
&'t 0, quando j — oo.
Portanto, a solucao estacionaria para X; é dada por

X, =p+y ®a_, teZ (B.1)
=0

onde p = (I, — ®)~'®,.
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Apéndice 9.C. Modelo VAR (p) na Forma VAR(1)

Suponha que X; seja dado por (9.16). Defina o seguinte processo VAR(1):
(C.1)

Y, =C+FY,_; +Dby

onde
Xt @, e
X1 0 0
Yt = . ) C= . ) bt = .
Xt—p+l 0 0
sao vetores de ordem np x 1 e
(®, B, - D, D, |
I, o --- O 0
F=1| 0 I, 0 0
0 0 - I, 0 |

¢ uma matriz np X np.
Pela discussao sobre modelos VAR(1), o processo Y, é estaciondrio se

L, —Fz| #0, |z/<L
E facil ver que |I,, —Fz| = |I, — ®,2— ... — ®,2|, logo o processo VAR(p)
¢ estaciondrio se (i) da Proposigao 9.3 for vélida.

Segue-se de (C.1) que a matriz de covariancias de Y, é dada por

o0

Ty(r) =Y FHE,(F),

=0
’ . . ’ .
onde ¥, = E(b;b,). Novamente, sendo esta uma soma infinita, é mais conve-

niente usar (iii) da Proposicao 9.3. De (C.1) temos

Yt — UV = F(Yt—l — V) + bt7
onde v = (u',..., 1) = E(Y,). Segue-se do caso VAR(1) que
I'y(0) = FTy(0)F + X,

,p — 1 podem ser obtidas de

e as matrizes I'y (1), 7= —p+1,...
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vec(Ty (0)) = Ly — F @ F)'vec(Xy). (C.2)
Note que
X, —v
Ly =£| (Xi = 1), Kipi = )|
Xipr1 —V
I'(0) I'(1) L(p—1)
e Tepey) T(0)

Apéndice 9.D. Modelos Estruturais

Como vimos, o modelo VAR(p) (9.16) esta na forma reduzida, porque nao
explicita uma relacao linear contemporanea entre as séries X;,2 = 1,...,n.
Esta dependéncia explicita pode ser obtida por meio de uma transformacao
linear, especificamente, usando uma decomposicao de Cholesky da matriz 3.
Dado que esta é positiva definida, existe uma matriz triangular inferior L, com
clementos diagonais unitérios e uma matriz diagonal A tal que ¥ = LAL'.
Segue-se que L™'X(L')~' = A. Se indicarmos por b, = L™'a,, entdo temos
que E(b;) = 0 e a matriz de covariancias de b, é dada por A, ou seja, os
elementos b; de b, sao nao-correlacionados.

Pré-multiplicando a equagao (9.16) por L™ obtemos

L'X, =L '® +L'® X, +...+L'®,X,_, + b, (D.1)

E facil ver que a tltima linha de L= ¢ da forma (@n1s nas - -y A1, 1) de
modo que a tultima equagao do modelo (D.1) é

n—1 n n
Xt + Z aniXit = @9+ Z ‘I’gli)*Xz‘,tq +...+ Z ‘I’%)*Xi,t—p + bnt. (D.2)
i=1 i=1 i=1

Como by,; é nao-correlacionado com by, 1 <i < n, a equagao (D.2) mostra
a relacao linear contemporanea de X,; com X;,1 < ¢ < n. Esta equacao é
chamada equacao estrutural para X,,. Para qualquer outra componente X}
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podemos rearranjar o modelo VAR(p) de modo que X, aparega como a iltima
componente de Xj.

Considere, por exemplo, o modelo VAR(1) dado por
X | 10,5 0,1 Xi-1 L| o
X2t B 074 07 5 X2,t—1 Aot ’

2,25 0,3
E_{0,3 0,64}’

com

E facil ver que a matriz L, triangular inferior, necessaria para diagonalizar
Y., e a matriz A sao, respectivamente,

1 0 2,25 0
L_{o,m 1]’ A‘[ 0 0,60]’

Pré-multiplicando o modelo por L~! obtemos

th - 07 13X17t + 0, 34X1’t_1 —|— 0, 49X2’t_1 + bgt,

mostrando que Xo; depende do valor presente e do passado de X, além de
depender também de seu préprio passado.
Rearranjando o modelo na forma

Xot . 0,4 0,5 X2,t—1 + Q24
Xlt N 075 071 Xl,t—l Q¢ ’

0,64 0,3
E_{ 0,3 2,25}’

com

1 0 0,64 0
obtemosqueL—{O’47 1}eA:[ 0 2’11],demodoque

X1t = 0,47X9 +0,5X0; 1+ 0,1X, ;1 + cop,
mostrando também a dependéncia contemporanea de X;; sobre Xo;.

_ 1
Se pré-multiplicarmos o sistema (9.57)-(9.58) por [ L . 241227
=Xy I,

obtemos



296 CAPITULO 9. MODELOS LINEARES MULTIVARIADOS

P P
Y, = p + Z D1 Yei + Z D1y, 2 + ajy,
i=1 i=0
P p
Zy = po+ Z D5 Yii + Z Do Zi—i + ay,
i=1 i=0

—1 ! -1
onde aj, = aj;; — X123, ay € ay, = ay — 2,27 Ay
* * *\/ . .~
Chamando X! = F[a},(a},) |, temos a seguinte proposi¢ao.

Proposicao D.1. H& causalidade instantanea entre Y, e Z; se e somente se
@1, # 0 e @5 # 0, ou ainda, se e somente se [X1;| > [X]] e [Bop| > [X5].

O testes de nao-causalidade instantanea pode ser conduzidos como nos ca-
sos vistos na se¢ao 9.7 para nao causalidade (hip6teses Hy; e Hog), estimando-se
as matrizes X7 com os residuos de MQ) das regressoes acima.



CAPITULO 10

Processos Cointegrados

10.1 Introducao

Vimos que um processo X, é integrado de ordem d se AYX, for estaciondrio,
e escrevemos X; ~ I(d). Em particular, um processo estacionério é 1(0). Estu-
damos, em particular, a classe dos processos ARIMA(p, d, q). Para esses, apds
tomarmos d diferencas, o processo estacionario resultante é representado por
um modelo ARMA(p, q).

No Capitulo 9, tratamos de modelos VAR estacionarios, ou seja, as séries
envolvidas sao 1(0). A teoria usual de MQO também aplica-se a séries 1(0).
Se algumas ou todas as séries de um modelo de regressao sao I(1), os resul-
tados estatisticos usuais em geral nao sao mais validos. Esse é o problema
da regressao espiria, tratado por Granger e Newbold (1974). Esses autores
verificaram, através de simulagoes, que dadas duas séries completamente nao
correlacionadas, mas I(1), a regressao de uma sobre a outra tenderd a produzir
uma relagdo aparentemente significativa. Veja também Phillips (1986). Ha4,
portanto, a necessidade de se desenvolver técnicas para analisar relagoes entre
séries nao estaciondrias.

Neste capitulo estaremos interessados em analisar modelos para descrever
co-movimentos dinamicos de duas ou mais séries temporais, como séries de
precos de ativos ou taxas de cambio. E comum que precgos de ativos apre-
sentem uma tendéncia estocastica comum no longo prazo, ou seja, que sejam
cointegrados.

Pregos e taxas (de cambio, de juros) em geral sao I(1) e é usual analisar
os logaritmos dessas séries, para investigar cointegracao. KEstabelecida uma
relacao de equilibrio de longo prazo entre log-precos, por exemplo, ajusta-se
um modelo que corrige desvios de curto prazo da relagao de equilibrio. Este
modelo é chamado modelo de corre¢do de erros (MCE).

297
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Se X; e Y; forem processos I(d), entdao a combinacao linear Z, = Y; — a X,
serd, em geral, também I(d). Mas é possivel que Z; seja integrado de ordem
menor, digamos I(d —b),b > 0. Se d = b =1, entdo X; e Y; serdo I(1) e Z,
serd 1(0). Nesse caso, dizemos que X; e Y; sdo cointegrados. Todavia, nao é
geralmente verdade que exista « tal que Z; ~ I(0) ou, em geral, Z; ~ I(d —b).

No caso de um vetor X;, de ordem n x 1, dizemos que ele é integrado de
ordem d, I(d), se d for a maior ordem de integragao das séries individuais. Ou
seja, se Xy = (X1p, ..., X)) X ~1(d;), entdo d =max(dy, ..., d,).
Definigao 10.1. As componentes do vetor X, sao cointegradas de ordem (d, b),
e escrevemos, X; ~ C.1.(d, b), se:

(a) todas as componentes de X; sao I(d);

(b) existe um vetor B = (Bi,...,3,) , ndo nulo, tal que

BX, =BiXi+ ...+ B Xp ~ Ld—1), d>b>0. (10.1)

O vetor 3, de ordem n x 1, é chamado wvetor cointegrado (ou vetor de
cointegragao).

Exemplo 10.1 (Engle e Granger, 1987). Considere n = 2 e as séries Xy; e
Xy, dadas por

X+ BXor = w, (10.2)
Uy = Pruy—_1 + €14, (10.3)
Xt + aXo = vy, (10.4)
Vg = Q2v1 + Eat, (10.5)

onde supomos os €;; independentes e normais, com média zero e com E(g;€;5) =
0,7,7 = 1,2. Suponha ¢; # 0,7 = 1,2. Entao, temos os seguintes casos a anal-
isar:

(i) s < 1,0 =1,2.
Nesse caso, X1y e Xo; serdo I(0), mas os parametros a e 8 nao sao identifi-
cados.

(il) o =1, o < 1.
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As séries sio ambas I(1) e (1, ) é o vetor cointegrado. A equacio (10.4)
¢ identificada.

Similar ao anterior, o vetor cointegrado é (1, ) e a equacio (10.2) é iden-
tificada.

Observagoes: (i) O vetor de cointegracao (3 nao é tinico, pois se A # 0, entao
AB é também um vetor de cointegracao. Tipicamente, uma das varidveis é
usada para normalizar 3, fixando-se seu coeficiente igual a um; usualmente
toma-se B = (1, —fs,..., ), de modo que

BXy = Xy — foXop — ... — B Xt
Por exemplo, se BX; ~ I (0), temos que

X = PoXor + ...+ B Xow + wy,

com u; ~ 1(0). Dizemos que u; é o residuo de cointegra¢ao. Em equilibrio de
longo prazo, u; = 0 e a relacao de equilibrio de longo prazo é

X = PoXop + ...+ B X

(ii) Todas as varidveis devem ser integradas de mesma ordem. Se elas forem
integradas de ordens diferentes, nao podem ser cointegradas. Veja o Problema
2.

(iii) Se X; tiver n > 2 componentes, podem existir vérios vetores de cointe-
gragao. Se existirem exatamente r vetores de cointegragao linearmente inde-
pendentes , com 0 < r < n—1, entao eles podem ser reunidos numa matriz B,
de ordem n x r, com posto 7, chamado o posto de cointegra¢ao. Nesse caso,

B X U1t
B/Xt = =
ﬁ;«Xt Urt
é estaciondria, isto é, 1(0). Por exemplo, se n = 3 e r = 2, com (3, =

(B11, Br2, B1s) € By = (Ba1, Baa, fo3) , entdo

Xy '
'~ | B Bz Pis _ | BiXy
BX. = [ Ba1 Baz B3 ] §Z N [ ,B,QXt } ’



300 CAPITULO 10. PROCESSOS COINTEGRADOS

de modo que obtemos B;Xt ~1(0) e B;Xt ~ 1(0). Note que se B3 = 18, +¢23,,
entao 35 é também um vetor cointegrado.

10.2 Tendéncias Comuns

Vimos no exemplo 2.7 que log-precos de ativos podem ser modelados por
um passeio aleatorio, ou seja, na notacao do exemplo,

Apy = p+ &y,

onde g; ~ i.i.d.N(0,0?). Logo, a melhor previsio de qualquer valor futuro é
o valor de hoje mais um “drift”. Mas se existe uma relagao de cointegracao
entre dois ou mais log-precos, um modelo multivariado pode dar informacao
sobre o equilibrio de longo prazo entre as séries.

Precos cointegrados tém uma tendéncia estocastica comum, um fato apon-
tado por Stock e Watson (1988). Ou seja, eles caminharao juntos no longo
prazo porque uma combinacao linear deles é reversivel & média (estaciondria).

Exemplo 10.2. Suponha que

Xy = g+, (10.6)
Xot = ot + €24, (10.7)

onde p;; € um passeio aleatorio representando a tendéncia estocdastica da variavel
Xit,i=1,2 e g4, = 1,2 é estaciondrio. Suponha que Xy; e Xy sejam I(1) e
que existam constantes 81 e (5 tais que [1 X1, + [2Xo; seja 1(0), ou seja,

B Xt + BoXor = (Brpae + Paprar) + (Brere + Pacar)

seja estacionario. Entao, devemos ter o primeiro termo do segundo membro
nulo, ou seja, u1; = —(B2/01) s, 0 que mostra que as tendéncias sdo as mes-
mas, a menos de um escalar.

De modo geral, se o vetor X, for cointegrado, com r vetores de cointegracao,
0 < r < n, entao existirao n — r tendéncias estocasticas comuns.

O fato de duas séries serem cointegradas nao significa que elas apresentem
alta correlacdo. O seguinte exemplo mostra esse fato (Alexander, 2001).

Exemplo 10.3. Suponha
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Xt = u+eu, (10.8)
Xot = U+ gy (10.9)
U = Up—1 + &, (1010)

onde os erros sao i.i.d. e independentes entre si. Como u; é passeio aleatorio,
X1t e Xop 880 I(1) e sdo cointegradas porque Xy — Xop = €14 — €9 ~1(0).

As séries também tém uma tendéncia estocastica comum, dada por uy,
que é passeio aleatério sem “drift”. Chamando Var(e;) = o2, Var(ey;) = o2,
Var(eq;) = 03 e notando que

AXy =X — X1 =+ (61 — €14-1),

temos que

Var(AXy) = 02 + 207,

De modo analogo, obtemos Var(A Xy ;) = 024203 e Cov(A Xy, AXy) = 02,
de modo que o coeficiente de correlagao

0.2

V(02 +20%) (02 + 20%)'

P(Ale AX2t) =

T a ra uen o oy ou o 5.
Essa correlacao serd pequena se 02 < < %0 2 << %

Exemplo 10.4. Considere as séries

X = [oXo + w, (10.11)
Xop = Xog1 -+, (10.12)

onde u; e v; sdo ambas 1(0). Segue-se que Xy, é um passeio casual e representa
a tendéncia estocdstica comum, ao passo que (10.11) representa a relagao de
equilibrio de longo prazo. O vetor de cointegracao é B = (1, —52)l. Na Figura
10.1 temos as séries simuladas, com By = 1, u; = 0, 6u;_1 + a4, a; e v; indepen-
dentes N(0,1), independentes entre si. Veja os problemas 6 e 7 para outros
exemplos de sistemas cointegrados. As equagoes (10.11) e (10.12) constituem
a representacao triangular de Phillips (1991a).



302 CAPITULO 10. PROCESSOS COINTEGRADOS

10.3 Modelo de Correcao de Erros

Nesta se¢ao seguiremos de perto os desenvolvimentos em Liitkepohl (1991)
e Hendry e Juselius (2000, 2001). Vimos, na se¢ao 10.1, que se duas ou mais
séries sao cointegradas, existe uma relacao de equilibrio de longo prazo entre
elas. Muitas varidveis economicas apresentam relagoes de equilibrio, como
pregos de um mesmo produto em diferentes mercados. Suponha, por exemplo,
que Pp; e Py sejam tais pregos em dois mercados distintos e que a relagao
(normalizada) de equilibrio entre eles seja Py — SPy = 0. Suponha, ainda,
que variagoes em Pj; dependam de desvios deste equilibrio no instante t — 1,
ou seja,

Sistema co-integrado simulado

o A
f* WLJ\JWW W

0 100 200 300 400 500

-10

1vetor CI, 1 tendencia comum

Residuo co-integrado

Figura 10.1: Sistema bivariado cointegrado: X;; (linha cheia) e Xy (linha
tracejada)

APy = a(Pry1 — BPoy1) + au, (10.13)

e uma relagao similar valha para P;:
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APy = ag(Pry1 — BPot 1) + a. (10.14)

Suponha que Py; e Py sejam I(1); como AP, ~I(0), os segundos membros
devem ser 1(0). Supondo os erros a;; ruidos brancos, e portanto estacionérios,
segue-se que o, (P4 — BPsy—1) ~I1(0). Logo, se a; # 0 e ay # 0, segue que
Pyy — BPy ~ 1(0) e representa uma relagao de cointegragao entre Pj; e Po.

O mesmo vale para um mecanismo de corre¢ao de erro mais geral. Suponha
que Xp; e Xo sejam duas séries I(1), uy = X3, — fXo = 0 seja a relagdo de
equilibrio e

AXy = (X1 — BXo41) +an(1)AX 1 + arp(1)AX -1 + a1,(10.15)
AXy = 0o(Xq -1 — BXo4—1) + an(1)AXG 11 + an(1)AXs 1 + ag(10.16)

Esse é um modelo VAR(1) nas primeiras diferengas com um termo de
correcao de erro adicionado. Os parametros a; e as sao relacionados a ve-
locidade de ajustamento. Se ambos forem nulos nao ha relacao de longo prazo
e nao temos um modelo como o acima.

Se X, = (Xlt,th)/, podemos escrever (10.15)-(10.16) como

AXt = aﬁ/Xt_l + AAXt_l + ai, (1017)

co1m

(7] 1 CL11<1> alg(l) :|
o [ Q2 ] P [ —0 ] ’ [ az (1) ax(1)
Vemos que (10.17) também pode ser escrita
Xy — X1 = af X1+ AXe1 — Xi0) +ay,
ou

Xt = (In —+ A —+ a6/>Xt_1 — AXt_Q + ai, (1018)

logo séries que sao cointegradas podem ser geradas por um processo VAR.
Considere, agora, um modelo VAR(1) n-dimensional,

Xt = @Xt_l + a;. (1019)

Pela Proposicao 9.2, o processo X, sera estacionario se todas as solucoes
9
de |I, — ®z| = 0 estiverem fora do circulo unitario. Suponha que o processo
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seja nao estacionario, com uma ou mais raizes sobre o circulo unitario. Isso é
equivalente a dizer que um ou mais autovalores de ® sao iguas a um, os demais
estando dentro do circulo unitario.

Como [I,, — ®| = 0, a matriz IT = I,, — ® é singular. Suponha que o seu
posto seja p(IT) = r < n, de modo que IT pode ser decomposta como IT = a,@l,
onde a e B tém ordem n X r e posto 7.

Suponha que as componentes de X; sejam todas I(1). Entao, de (10.19),

X=X =—I, — 2)Xi-1 + ay,

ou

AXt = —HXt,1 + a;. (1020)

Portanto, como

a/BIthl = —AX; + ay,

o segundo termo é 1(0), logo aB X;_; é 1(0) e continua a ser I(0) se o multi-
plicarmos por (a'a)~'a/, resultando 3 X,_; ~I(0) e, finalmente, 3 X, ~I(0).
Segue-se que cada linha de BlXt representara uma relacao de cointegracao.
Conclui-se que, a partir de um VAR(1) n-dimensional, obtemos um modelo
nas primeiras diferengas com variaveis cointegradas.
E facil ver que, para um VAR(2)

Xt = ¢1Xt_1 + ¢2Xt_2 + ag, (1021)

obtemos

AXt = DlAXt—l — HXt_Q + ag, (1022)

comIIT=1, —®, — &, e D; = —(I,, — ®;). Veja o Problema 4.
Outra maneira de escrever (10.21) é

AXt = FIAXt—l — HXt—l + ag, (1023)

onde F; = —®,, IT como antes. Essa forma é a chamada forma de corre¢ao
de equilibrio ou de corre¢ao de erros. Em (10.23) a matriz de niveis defasados,
IT, esta no instante ¢t — 1, mas pode ser escolhida estar em qualquer “lag”, sem
mudar a verossimilhanga, como em (10.22). A forma (10.23) é mais apropriada
se quisermos discriminar entre efeitos de ajustamento de curto prazo a relacoes
de longo prazo e os efeitos de variagoes nas diferencas defasadas (Hendry e
Juselius, 2001).
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Por outro lado, tomando-se uma diferenca em (10.19), obtemos

AXt = (I)Athl + Aat;

que tem uma parte de médias méveis nao invertivel; logo, nao obtemos uma
representagdo VAR para as primeiras diferengas. O mesmo ocorre com (10.21).
Considere, agora, um modelo VAR(p) genérico,

Xt = @0 + @1Xt_1 + ...+ q)pXt—p + a;. (1024)

Este diz-se cointegrado de posto r se I =1, — ®; — ... — ®, tiver posto
r e portanto puder ser escrita como Il = a,@l, a e 3 de ordem n X r e posto
r. Dizemos que 3 é a matriz de cointegracao ou de vetores cointegrados e a é
a matriz de cargas. Se r = 0, entdo AX,; tem uma representacao VAR(p — 1)
estaciondria e se r = n, entao o vetor X; tem uma representacao VAR (p)
estacionaria.

Neste caso, a representacao (10.20) ou (10.22) fica

AXt = @0 + DlAXt_l + ...+ Dp_1AXt_p+1 — ]._.[Xt_p + ay, (1025)

comD;=—(1,-®,—...—®;),i=1,2,...,p— 1L
O processo (10.24) terd uma representacao ou modelo de corre¢ao de erros
(MCE)

AX, =®—af X, | +FIAX,  +...+F, ,AX, , 11 +a, (10.26)
onde F; = —(®, 1 +...+®,), i=1,2,...,p— 1.

Como AX; ~ 1(0) e BX, 1 ~ 1(0), esses termos tém média constante;
sejam E(AX;) = ¢, um vetor n x 1, representando taxas de crescimento, e
E(B/Xt,l) = p, um vetor r X 1, representando interceptos nas relagoes de
cointegracao. Temos, entao, que

‘I)OZ(In—Fl—...—Fp_l)C—FC![_L.

Segue-se que o termo contante é a soma de duas parcelas, uma relacionada
com o crescimento dos dados e outra com os interceptos nas relagoes de coin-
tegragao. Podemos, entdo, escrever (10.26) como

p—1

AX —c=)Y Fi(AX;;—c)—a(BX,—p)+a, (10.27)
=1
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e vemos que ha duas formas de corre¢ao de equilibrio em (10.27): uma do
crescimento dos dados em relacao a sua média e, outra, dos vetores de cointe-
gracao em relacao a sua média. Em analises de séries reais, temos que verificar
se ¢ e p sao diferentes de zero ou nao.

Podemos obter estimadores de maxima verossimilhanca para os parametros

a, 3,F e ¥ do modelo VAR(p) cointegrado , onde X ¢é a matriz de covariancias
de a;. Veja Liitkepohl (1991) para detalhes.

Exemplo 10.5. (Hendry e Juselius, 2001). Sejam Pj; e Py os precos de
gasolina em dois locais e P3; o preco do petroleo. Uma relagao de cointegracao
entre precos de gasolina existiria se, por exemplo, diferenciais de precos entre
dois locais quaisquer fossem estacionarios. Considere o modelo VAR(1)

AP, = &,D, + ®,AP, , + a8 P, 1 +a,,

onde P; = (Plt; Py, Pat)/, a; = (@mazt, Gst)/ ~iid N(O, 9)7 P, = [¢ij]a i,] =
1,2,3,

Q11 (12 1 0
a=|an axn |, B=| -1 1
31 (392 0 —1

Segue-se que podemos explicar variagoes de precos entre dois periodos con-
secutivos como resultados de:

(a) um termo contendo constantes e varidveis “dummies”, como por exemplo
alguma intervencao no mercado global;

(b) um ajustamento a variagbes de pregos no instante anterior, com impactos
dados pelos ¢;;

(c) um ajustamento ao desequilibrio anterior entre precos em diferentes locais
(Pyy — Py) e entre o prego no local 2 e o prego do petréleo (Py — Ps;), com
1mpactos a; 1 € ayo;

(d) choques aleatérios a;;.

Neste exemplo, teremos duas relagoes de cointegracao, dadas por uy; =
Pyy — Py, ugy = Poy — Py, se Py ~1(1) e uy ~ 1(0). Estas relagoes significam
que os trés precos seguem relacoes de equilibrio de longo prazo. Veja Hendry
e Juselius (2001) para uma analise de um exemplo de pregos de gasolina nos
Estados Unidos.
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10.4 Testes para cointegracao

Para se concluir que duas ou mais séries sao cointegradas poderiamos pensar
que bastaria analisar os seus graficos. Todavia isso nao ¢é suficiente. Cointe-
gracao pode ou nao existir entre séries que parecem ter uma tendéncia comum
de longo prazo. E necessdrio usar testes formais e nesta secao veremos dois
procedimentos para testar a existéncia de cointegracao entre duas ou mais
séries.

Suponha o vetor X;, de ordem n x 1, com todas as componentes I(1).
Podemos destacar duas situagoes:

(a) hd, no maximo, um vetor de cointegracao; esse caso foi tratado por Engle
e Granger (1987);
(b) hd r, 0 < r < n, vetores de cointegracao, caso considerado por Johansen
(1988).

Além dessas referéncias, veja Zivot e Wang (2006), que também é uma
referéncia para o uso do program S+FinMetrics.

10.4.1 Procedimento de Engle e Granger

Seja u, = B'X, o residuo de cointegracio. O teste de Engle e Granger
consiste em dois passos:

(i) forme os residuos de cointegragao;
(ii) faga um teste de raizes unitdrias para determinar se esses residuos sao 1(0).
Temos as hipdteses:

Hy @ w ~ I(1): ndo ha cointegragao,
Hy : w ~ I(0) : ha cointegracao. (10.28)

Temos, ainda, dois casos a considerar:
[1] O vetor de cointegrag¢do é conhecido e fixado

Por exemplo, o vetor é especificado pela teoria economica. Use um teste
ADF ou PP para testar Hy contra H.

Exemplo 10.6. Consideremos as duas séries geradas no Exemplo 10.4, onde
B = (1,—1)". Usando a fungao unitroot do S+FinMetrics obtemos o Quadro
10.1, teste ADF com 2 lags e constante na regressao.
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’ Quadro 10.1: Teste ADF para o Exemplo 10.6 ‘

Test for Unit Root: Augnented DF Test

Nul I Hypothesis: there is a unit root
Type of Test: t test
Test Statistic: -12.39
P-val ue: 2.562e-24

Coefficients:
Value Std. Error t value Pr(>|t])
lagl -0.5436 0.0439 -12.3905 0.0000
lag2 0.1136 0.0444 2.5560 0.0109
constant -0.0826 0.0463 -1.7835 0.0751

Regr essi on Di agnosti cs:

R- Squared 0. 2552
Adj usted R-Squared 0.2522
Dur bi n-Wat son Stat 1.9787

Resi dual standard error: 1.024 on 494 degrees of freedom
F-statistic: 84.82 on 2 and 495 degrees of freedom the p-value is 0

Vemos que o valor observado da estatistica ADF é —12,39, o que conduz
a rejeicao da hipotese Hy, que Xi; e X9 nao sejam cointegradas, com vetor de
cointegracao B = (1, —1) .

[2] O vetor de cointegragdo é estimado

/ . / . ~
Para o caso de duas séries X; = (X3, Xo¢) , considere a regressao

Xor = o+ BXqs + uy,

e use os residuos de MQO u; para o teste de raiz unitaria.
. / !
No caso geral de X;, de ordem n x 1, considere X; = (X4, X,,), com
/ ~
Xor = (Xot, ..., Xy) € a regressao

Xip=a+ /BIQXQt + uy, (10.29)

para obter os residuos de MQO 1 e testar Hy contra H.

Formalmente, o teste ADF nao é apropriado; 4, é o residuo de uma regressao
na qual o vetor de cointegracao € estimado e sob a hipotese de nao cointegragao,
tal vetor nao sera identificado: usando os valores criticos de 7, rejeitaremos
tal hipétese muito frequentemente. Além disso, quando ha mais de duas séries
I(1) o procedimento de Engle e Granger pode ter um viés importante. Ou
seja, estimativas diferentes do vetor de cointegracao sao obtidas dependendo
da escolha da variavel resposta.

Phillips e Ouliaris (1990) desenvolveram testes de raiz unitdria apropriadas
aos residuos de (10.29); as estatisticas usadas nao tém a distribuicao assintdtica



10.4. TESTES PARA COINTEGRACAO 309

usual ADF ou PP sob a hipétese Hy de nao existéncia de cointegragao A
distribuicao assintética é também uma funcao do movimento browniano padrao
e depende dos termos deterministicos incluidos em (10.29) e do nimero de
variaveis em Xo;. Essas distribuicoes sao conhecidas como distribui¢oes de
Phillips e Ouliaris (PO). Hansen (1992) mostrou que as distribuigoes de PO
dependem também do comportamento das tendéncias presentes em X;; e Xo.
Os casos por ele considerados foram:

(a) Xi: e Xg; sdo ambos I(1), sem “drift”. Use as estatisticas de PO, com
constante e dimensao n — 1;

(b) Xy ¢ I(1) com “drift” e X;; pode ou nao ser I(1) com “drift”. Use PO com
constante e tendéncia, dimensao n — 2. Se n = 2, use as distribui¢des usuais
ADF e PP, com constante e tendéncia;

(c¢) Xy é I(1) com “drift” e Xgo; é I(1) sem “drift”. Nesse caso, considere a
regressao

Xy = oo+ agt + /BI2X2t + uy. (10.30)

Use PO para os residuos 4, de (10.30), com constante, tendéncia e dimensao
n—1.

Para obter quantis e p-valores das distruibuicoes de PO, use as funcgoes
qcoint e pcoint do S+FinMetrics.

Exemplo 10.7. Retomemos o exemplo anterior e suponha, agora, que temos
que estimar B = (1, —3,)". Aqui, o modelo é

Xot = a+ BaXis + uy.

Os EMQO dos parametros sao & = —0,2714 e BQ = 0,9293. Observe que
a estimativa de [y esta préoxima do valor verdadeiro, um. Como a média dos
i é zero, os testes de raiz unitaria sao feitos para modelo sem constante ou
tendéncia. Nos quadros 10.2 e 10.3, temos os resultados da aplicacao dos testes

ADF e PP.

Como Xy, e Xy s@o I(1) sem “drift”, obtemos os quantis —3, 0448, —3, 3361
e —3,8967 com os niveis 0,10, 0,05 e 0,01, respectivamente. Ambas as es-
tatisticas rejeitam a existéncia de raiz unitaria, com nivel 0,01. Logo u; é 1(0)
e as séries sao cointegradas.
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10.4.2 Procedimento de Johansen

O procedimento de Yohansen é uma generalizagao multivariada do teste de
DF. Considere o modelo (10.26) reescrito na forma
AX; = ®eD; +aB X, | + FIAX, ...+ F, 1AX, 11 +a;, (10.31)

onde agora I = ®, + ... + ®, — I, ¢ D; contém termos deterministicos
(constantes, tendéncias etc).

’ Quadro 10.2: Teste ADF para o Exemplo 10.7

Test for Unit Root: Augmented DF Test
Null Hypothesis: there is a unit root

Type of Test: t test
Test Statistic: -11.66
P-value: 2.348e-23
Coefficients:

Value  Std. Error t value  Pr(> [t|)
lagl -0.4942 0.0424 -11.6636  0.0000
lag2 0.0876  0.0445 1.9674 0.0497

Regression Diagnostics:

R-Squared 0.2346

Adjusted R-Squared 0.2330
Durbin-Watson Stat 1.9793
Residual standard error: 0.9681 on 494 degrees of freedom

F-statistic: 76 on 2 and 496 degrees of freedom, the p-value is 0

O procedimento de Johansen (1988, 1995) para testar a existéncia de coin-
tegracao ¢ baseado nos seguintes passos:

(i) verificar a ordem de integracao das séries envolvidas; verificar a existéncia
de tendéncias lineares;

(ii) especificar e estimar um modelo VAR(p) para X;, que supomos I(1);

(iii) construir testes da razao de verossimilangas (RV) para se determinar o
numero de vetores de cointegracao, que sabemos ser igual ao posto de II;
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(iv) dados os vetores de cointegracao (normalizados apropriadamente), estimar
0 MCE (via EMV).

] Quadro 10.3: Teste PP para o Exemplo 10.7 ‘
Test for Uit Root. Phiflips-Perron Test

Nul I Hypothesis: there is a unit root
Type of Test: t test
Test Statistic: -12.09
P-val ue: 1.98e-24
using bartlett window with bandwidth 5

Coefficients:
Value Std. Error t value Pr(>t])
lagl -0.4539 0.0373 -12.1836 0.0000

Regressi on Diagnosti cs:
R-Squared 0.2296

Adj usted R-Squared 0.2296

Dur bi n-\atson Stat 1.9053

Residual standard error: 0.97 on 495 degrees of freedom
F-statistic: 148.4 on 1 and 498 degrees of freedom the p-value is 0

Segundo Johansen (1994, 1995), os termos deterministicos em (10.31) séo
restritos a forma

PoDy = py = po + pyt. (10.32)

Para verificarmos o efeitos dos termos deterministicos no modelo VAR,
consi-
deremos um caso especial:

AX, = pg + pyt + a8 X, + ay, (10.33)

onde p, e p, sao ambos vetores n x 1. Vamos decompor esses dois vetores em
relacao a média das relagoes de cointegracao e em relagao a média das taxas
de crescimento,

po = apg+ co,
n, = ap,+cy. (10.34)

Entao, podemos escrever
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AX; = apy+ co+ apt +cit + aB/Xt,l + a;

1
:a(p07p1>/6/) t +(C0+C1t>+at,
Xi-1
ou ainda,
Py
AXy=a | p; | Xy + (co+cit) + ay, (10.35)
B

com X | = (1,t,X; ;).
Podemos sempre escolher p, e p; tais que o erro de equilibrio (8%) X# = v,
tenha média zero, logo

E(AX,;) = ¢ + cit. (10.36)

Note que se ¢y # 0 temos um crescimento constante nos dados e se c¢; # 0
temos uma tendéncia linear nas diferencas ou tendéncia quadrética nos niveis
das variaveis.

Ha cinco casos a considerar.

Caso 1. constante nula, g, = 0; neste caso, p, = p; = 0 e o modelo nao
possui nenhuma componente deterministica, com X; ~ I(1) sem “drift” (nao
hé crescimento dos dados) e as relagoes de cointegracao tém média zero. A
menos que Xy = 0, este caso tem pouco interesse nas aplicacoes praticas.

Caso 2. constante restrita, p, = p, = ap,; nesse caso, p, = 0,co = 0,
mas p, # 0 e portanto nao ha tendeéncia linear nos dados e as relacoes de
cointegragao téem média p,.

Caso 3. constante irrestrita, g, = po; aqui, p; = 0, as séries de X; sao 1(1)
sem “drift” e as relagoes de cointegragao podem ter médias diferentes de zero.

Caso 4. tendeéncia restrita, p, = py + ap,t; neste caso, c; = 0, mas cy, py, p;
sao irrestritos. As séries sdo [(1) com “drift” e as relagoes de cointegragao tém
uma tendéncia linear.

Caso 5. tendeéncia irrestrita, g, = py + p,t; nao ha henhuma restrigao sobre
Lo € My, as séries sao I(1) com tendéncia linear (logo, tendéncia quadrética nos
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niveis) e as relagoes de cointegragao tém tendéncia linear. Previsdes podem
ser ruins, logo deve-se ter certo cuidado em se adotar essa opgao.
Veja Hendry e Juselius (2001) e Zivot e Wang (2006) para detalhes.

Sabemos que o posto de IT fornece também o nimero de autovalores nao
nulos de IT; suponha que os ordenemos A\; > Ay > --- > \,. Se as séries
sao nao cointegradas, p(IT) = 0 e todas os autovalores serdo nulos, ou ainda
n(l — ;) = 0, para todo i. Um teste da RV para testar o posto de II é
baseado na estatistica traco

/\tra(;o(TO) =-T Z In(1 - j\z), (10.37)

i=ro+1

onde \; sio os autovalores estimados de IT e (10.37) testa

Hy @ r<ry,
hi : r >y, (10.38)
sendo 7 o posto de II. Se p(Il) = ry, entao 5\,.0+1, ..., \, sdo aproximada-

mente nulas e a estatistica (10.37) serd pequena; caso contrario, sera grande.

Como dissemos acima, a distribui¢@o assintética de (10.37) é uma generalizagao

multivariada da distribuicao ADF e depende da dimensao n — ry e da especi-

ficacao dos termos deterministicos. Os valores criticos podem ser encontrados

em Osterwald-Lenum (1992) para os casos (a)-(e) acima e n —ry=1,...,10.
Johansen também usa a estatistica do maximo autovalor

Amax (ro) = —T'¢n(1 — 5\r0+1), (10.39)
para testar
Hy @ r=my,
Hy @ r=rg+1. (10.40)

A distribuigao assintética de (10.39) também depende de n — ry e da es-
pecificagao de termos deterministicos. Valores criticos podem ser encontrados
na referéncia acima citada.

Supondo-se que o posto de IT é r, Johansen (1988) prova que o estimador
de maxima verossimilhanca de 3 é dado por BMV = (01,...,0,), onde v; é

o autovetor associado ao autovalor \; e os estimadores de maxima verossimi-
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lhanca dos parametros restantes sao obtidos por meio de uma regressao multi-
variada com B substituido pelo EMV. Johansen (1995) mostra a normalidade
assintética dos estimadores de 3, com taxa de convergéncia 7!, Veja também
a segao 10.5.

Exemplo 10.8. Considere T' = 250 valores dos sistema dado no problema 6,
sendo o vetor de cointegracao B = (1; —0,5; —0,5)", u; gerado por um modelo
AR(1) com parametro 0,75 e erro N(0,(0,5)?), v, w; ambos normais inde-
pendentes, com média zero e desvio padrao 0,5. Veja a Figura 10.2. Usando
o critério AIC (ou BIC) selecionamos a ordem p = 1 para o VAR(p) a ser
ajustado, de modo que p — 1 = 0 no modelo de corregao de erros. A fungao
coint do S+FinMetrics serd usada para fazer o teste.

Figura 10.2: Sistema trivariado cointegrado: X;; (linha cheia),
X2 (linha pontilhada) e X3; (linha tracejada)

No Quadro 10.4, temos os valores das estatisticas )‘tra(;o = 40,35 e Ammax =
27,86. Notamos que ambas sao significativas com o nivel 0,05 para testar a
hipotes Hy de que nao hé cointegracao contra a alternativa que hé mais que
uma (uma, respectivamente) relacgoes de integracao. Por outro lado, a hipétese
nula de uma relacao de cointegracao contra a alternativa de mais que uma
(duas, respectivamente) é aceita, com o nivel 0,05, sendo )‘tra(;o = 12,49 e
Amax = 9, 14. Concluimos, entao, que ha somente um vetor de cointegracao.
O quadro apresenta, também, o vetor nao-normalizado e o vetor normalizado,
além do intercepto, supondo o Caso 2 acima. O vetor de cointegracao estimado
é B = (1; —0,507; —0,553), sendo que o vetor verdadeiro tem By = £33 = 0, 5.
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’ Quadro 10.4: Teste de Johansen para o Exemplo 10.8

Gall:
coint(Y = chind(yl, y2, y3), lags =0, trend = "rc")

Trend Specification:
HL*(r): Restricted constant

Trace tests significant at the 5%l evel are flagged by ' +.
Trace tests significant at the 1%/level are flagged by '++'.

Tests for Cointegration Rank:

Eigenval ue Trace Stat 95%CvV 99%CvV Max Stat  95% CV
HO)+ ** 0.1058  40.3476  34.9100 41.0700 27.8569 22.0000
H'1) 0.0360  12.4907  19.9600 24.6000 9.1353 15.6700
H2) 0.0134 3. 3554 9.2400 12.9700 3.3554 9.2400

99% OV
H0)+ ** 26.8100
H1)  20.2000
H2)  12.9700

yl y2 y3 Intercept*
1.268086 -0.6427168 -0. 7006781 0.4312081
yl y2 y3 Intercept*

-1 0.5068402 0.552548 -0. 3400465

Max Ei genval ue tests significant at the 5%]level are flagged by = *'.
Max Eigenval ue tests significant at the 1%1evel are flagged by "**'.

No Quadro 10.5, temos o resultado da estimacao do MCE. Estimadores de
maxima verossimilhanca sao obtidos usando a funcao VECM do S+FinMetrics.
O modelo completo, incluindo coeficientes nao significativos, seria dado por

AXyy
AXoy
AXy

—0,030 — 0, 189(X1_; — 0,493X5,_1 — 0,532X3,_1 — 0,370) + ax,
0,034 + 0,032(X1,4_1 — 0,493X5, 1 — 0,532X5, 1 — 0,370) + ax,
0,049 + 0,007(X1,4_1 — 0,493X5,_1 — 0,532X5,_1 — 0,370) + as.

Todavia, varios coeficientes nao sao significativos e poderao ser eliminados
do modelo. Na Figura 10.3, temos ilustrados os residuos de cointegracao, que
parecem ser estacionarios.
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Figura 10.3: Residuos de cointegracao para o Exemplo 10.8

Exemplo 10.9. Como um tultimo exemplo, consideremos as séries do Ibovespa
e dos pregos das acoes da Petrobras, no periodo de 1998 a 2010, com 2999
observacoes diarias, mostradas na Figura 10.4. Usando o Caso 2 para o termo
deterministico e a funcao coint, como no exemplo anterior, verifica-se que as
séries nao sao cointegradas.

10.5 Comentarios Finais

Encerramos este capitulo com algumas observacoes sobre processos coin-
tegrados, bem como uma apresentagao um pouco mais detalhada sobre esti-
madores de méxima verossimilhanca (EMV) do MCE.

10.5.1 Enfoque Bayesiano

Existem alguns trabalhos sobre o tratamento bayesiano de processos coin-
tegrados, como Koop (1992), Tsurumi e Wago (1994) e Phillips (1994). Veja
Lopes e Lima (1995) para mais detalhes.

10.5.2 Termos Deterministicos no MCE

Os Casos (1)-(5) considerados na segao 8.4.2 sao usualmente referidos como
Hy(r), Hi(r), Hi(r), H*(r) e H(r), respectivamente. Essa nomenclatura
¢ também adotada nos programas computacionais, veja o Quadro 8.4, por
exemplo.

O MCE irrestrito é denotado H(r), significando que p(IT)
entdo, uma sequéncia de modelos hierdrquicos H(0) C --- C

< r. Obtemos,
H(r)yc--- C
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H(n), onde H(0) indica o modelo VAR nao cointegrado, com II = 0 e H(n)
indica o modelo VAR(p) irrestrito estacionario.

10.5.3 Procedimento de Maxima Verossimilhanca

Para efeito de ilustracao, consideremos o modelo VAR(2) escrito na forma
de correcao de erros, com um termo constante, uma tendéncia linear e um
vetor de variaveis dummies,

AX, = &) + 0t + ®d, + F1AX, ; + aBX,_; +a,. (10.41)

’ Quadro 10.5: Estimacao do MCE para o Exemplo 10.8 ‘

Cal'1:

VECM test = coint.rc)
Coi nt egrati ng Vectors:

coint.1

1. 0000

y2 -0.4933

(std. err) 0. 0855

(t.stat) -5.7694

3 -0.5320

(std. err) 0. 1016

(t.stat) -5.2363

Trend* -0. 3698

(std. err) 1. 7663

(t.stat) -0.2094

VECM Coeffi ci ents:

vyl y2 y3

coint.1 -0.1886 0.0323 0.0065
(std.err) 0. 0449 0.0411 0. 0406
(t.stat) -4.2006 O0.7867 O0.1593
I ntercept -0.0300 0.0343 0.0487
(std.err) 0. 0389 0.0356 0.0351
(t.stat) -0.7713 0.9660 1.3865

Regr essi on Di agnosti cs:
vl y2 y3
R- squared 0. 0667 0.0025 0. 0001
Adj . R-squared 0.0629 -0.0015 -0. 0039
Resi d. Scale 0.5563 0.5087 0.5027

Information Criteri a:
| ogL Al C BI C HQ
-532. 1524 1068. 3049 1075. 3398 1071. 1365

total residual
Degree of freedom 249 247
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Figura 10.4: Indice Ibovespa e Petrobras

Vimos que, para que (10.41) seja internamente consistente, 3 deve ter
posto reduzido r < n. Vamos descrever brevemente o procedimento de maxima
verossimi-
lhanga para estimar (10.41). Os detalhes estao em Johansen (1988, 1995)
e Banerjee at al. (1993). A ideia é usar uma verossimilhanca concentrada.
Defina

th = thh
Z?t = (17t7dtaAXt—l) .

No caso de um VAR(p), as diferencas AX,_; sao incluidas em Zy. Entao
(10.42) fica

Zy = OZy + aﬁlzl,tfl + ay,

onde ® = (®,,6,¥,F,)". Concentrando fora da verossimilhanca os efeitos
de ajustamento de curto prazo, ®Z,;, obtemos um modelo mais simples, por
meio das seguintes regressoes de MQO:

Zoy = RI1Z2t+u1ta
7y, = RyZy +uy,
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em que uy; = Zos — MOQMQ_;Z% Uy = 2y — M12M2_21Z2t sao os residuos de
MQO e

1 /
My = 7> ZuZ,
t

~ . -y _ gy _
sdo matrizes de momentos, de modo que R; = MMy, e Ry, = MsM,,
O modelo concentrado pode, entao, ser escrito

uy, = af uy + u, (10.42)

que inclui somente relagoes de equilibrio de londo prazo.
Os EMV sao obtidos em dois estagios:

(1) para obter um estimador de a, supomos 3 conhecido de modo que a pode
ser estimado por MQO em (10.42);

(i) insira o = () na expressio da verossimilhanca concentrada e obtenha
o EMV de B por otimizacao nao linear ou por uma regressao multivariada
de posto reduzido (Johansen, 1988). Essa solucdo fornece os n autovalores
M > -+ > \,. Como vimos, o estimador de B3 ¢é dado pela matriz n x r de
autovetores, correspondentes aos r maiores autovalores Ai. Obtido o EMV de

~

B, calcule & = ().

10.6 Problemas

1. Mostre que, se uma relagao de equilibrio X; + aY; ~ I(0) existe, ela é
unica.

2. Sejam X (t) ~ I(dy) e Yy ~ I(dy),d2 > dy. Mostre que qualquer com-
binagao linear de X; e Y; é I(dy).

3. Sejam

Xt = BXo +7AXy; + ey,
A2X2t = &,

onde €;; sao como no Exemplo 10.1.

(a) Mostre que ambas as séries sao [(2).
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(b) Mostre que Xi;, Xor ¢ AXy sdo cointegradas. Qual é o vetor coin-
tegrado?

(¢) Mostre que Xy, e Xy sao C.1.(2,1).
4. Prove (10.22).

5. Mostre que (10.19) pode ser escrito na forma

A2Xt = GAXt,1 — HXt,1 + ay,
onde G = —1I,, — ®, e II como antes.

6. Simule o sistema cointegrado (trivariado):

X = PoXo + B3 Xs + uy,
Xoy = Xoypq+y,
X3 = X3z +wy,

onde u;, vy e wy sdo todas 1(0). O vetor de cointegracio é 8 = (1, =By, —f3)
a primeira equacao representa a relacao de equilibrio de L.P. e as duas
outras constituem as tendéncias estocasticas comuns. Os u; sao os residuos
de cointegracao.

7. Simule o sistema cointegrado (trivariado):

Xt = a1 Xg + uy,
Xop = Xz + vy,
Xg = Xz +wy,

onde uy, v; e wy sao todas 1(0). Nesse caso, as duas primeiras equagoes
des-

crevem relagoes de equilibrio de L.P. e a terceira descreve a tendéncia es-
tocastica comum. H& dois vetores de cointegracao, 8, = (1,0, —041)', By =
(1,0, —ay)’, e uy, v, sdo os residuos de cointegracio.
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8. O modelo de demanda por moeda especifica que (em logaritmos, exceto
para 1)

my = Bo + Bipe + Bayy + Bare + ey,

onde :
my: demanda por moeda a longo prazo;
p¢: nivel de prego;
y¢: renda real (PIB);
re: taxa de juros (de curto prazo);
e;: erro estaciondrio.
(a) Supondo as quatro séries I(1), mostre que as séries sdo cointegradas
e obtenha o vetor de cointegragao normalizado.

(b) Suponha que exista a seguinte relacao entre m; e y;:

me = Yo + 1 (yt + pe) + e,

onde o erro ey; € estacionario. Mostre que nesse caso existem dois
vetores de cointegragao. Especifique a matriz B, de posto 2, que
contém estes dois vetores.

9. Considere o processo linear Y; = ) =0 ¥j€i—j, onde as matrizes W; de-

crescem para zero exponencialmente, de tal sorte que W(2) = > W2/
seja convergente. Dizemos que Y é 1(0) se W(1) = > 72 W¥; # 0. Um
processo (1) é aquele que se torna I(0) apés uma diferenca.

Seja X; = (X1t>X2t;X3t)/7 com

¢
X = E €1s * Eat,
s=1

t
1

Xy = 525154‘5%

X3 = e

Aqui &1y, €94, €3¢ S0 processos estacionarios.
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(a) Prove que X; é I(1) (para isso, mostre que Y; = AX; é 1(0), usando
a definicao acima).
(b) Mostre que (1,—2,0)" e (0,0,1)" sido vetores de co-integracio.

10. Use o teste de Engle e Granger para testar se as séries simuladas nos
problemas 6 e 7 sao cointegradas.

11. Refaga o problema anterior com o teste de Johansen.

12. Verifique, usando o exemplo 10.9 e o teste de Johansen, que as séries do
Ibovespa e das agoes da Petrobras nao sao cointegradas.

13. Use o teste de Johansen para testar se as séries didrias do Ibovespa (d-
ibv94.10.dat), precos didrios de agoes da Vale (d-vale98.10.dat) e pregos
didrios de agoes da Petrobras (d-petro98.10.dat) sdo cointegradas, con-
siderando o perfodo de 31/08/1998 a 29/09/2010.

14. Mesmo problema para as séries mensais do Ibovespa (m-ibv94.01.dat) e
C-Bond (m-cbond94.01.dat).

15. Mesmo problema para as séries diarias dos indices Ibovespa e IPC (d-
indices.95.04.dat).

16. Mesmo problema para as séries Petrobras3 e Petrobras4, no periodo de

02/01/2006 a 29/09/2010 (arquivos d-petro3.06.10 e d-petro4.06.10, re-
spectivamente).



CApriTULO 11

Analise de Dependéncia e
Coépulas

11.1 Introducao

Neste capitulo iremos estudar como medir dependéncia entre variaveis
aleatorias e séries temporais. No Capitulo 9 estudamos parte desse problema,
por meio da funcao de covariancia e do ajuste de modelos multivariados, em
especial o modelo VAR. Usando esses modelos, introduzimos o conceito de
Causalidade de Granger.

A funcao de covariancia, assim como o caso particular do coeficiente de cor-
relacao, sao funcoes de dependéncia globais. Além disso, o coeficiente de cor-
relacao ¢ uma medida de dependéncia linear, apropriada se duas séries seguem
uma distribuigdo normal bivariada (ou eliptica). Mas sabemos que séries fi-
nanceiras, especialmente os retornos, nao seguem uma distribuicao normal,
apresentam caudas pesadas e assimetria, logo é necessario encontrar outras
medidas (nao lineares) de dependéncia.

Veremos que copulas sao apropriadas para descrever dependéncia entre
varias varidveis. A teoria de cépulas tem sido usada frequentemente para
analisar séries financeiras e fatores de risco. Contudo, algum cuidado deve ser
tomado aqui, pois praticamente toda a metodologia desenvolvida nesta area
refere-se a dados provenientes de amostras de um conjunto de v.a.’s e nesse
sentido teremos, em geral, n-plas independentes e identicamente distribuidas.
E este nao é o caso quando analisamos n varidveis financeiras.

Analisaremos, também, além das cépulas, algumas medidas de dependéncia
local para v.a.’s e séries financeiras.

Suponha que temos duas v.a.’s X e Y e §(X,Y) seja uma medida de de-
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pendéncia entre elas. As seguintes propriedades sao desejaveis para § (Em-
brechts et al., 2003):

(i) 0(X,Y) =46(Y, X);
(i) —1 < 8(X,Y) < 1;

(iii) 0(X,Y)=1se X e Y sdo comonotonicas e §(X,Y) = —1se X e Y sao
contramonotonicas;

(iv) Se T for uma transformagao monétona,

XY, se T crescente,
6(T(X),Y) = { —§(X,Y), se T decrescente.

(v) 6(X,Y) =0 se e somente se X e Y sao independentes.

Dizemos que X e Y sdo comonotonicas se Y (ou X) for uma fungao estri-
tamente crescente de X (ou Y') em quase toda parte e sdo contramonotonicas
se a funcao for estritamente decrescente.

O coeficiente de correlacao linear de Pearson, pp, satisfaz (i)-(ii). Além
disso, pp requer que as variancias de X e Y sejam finitas, p = 0 nao implica
independéncia entre X e Y, a nao ser que (X,Y) tenha uma distribui¢ao nor-
mal bivariada. Também, pp nao é invariante sob transformacoes nao lineares
estritamente crescentes.

Outras medidas de dependéncia global entre duas variaveis X e Y, larga-
mente usadas, sao os coeficientes 7x de Kendall e o coeficiente pg de Spearman.
Estas medidas sempre existem, sao nao paramétricas, baseadas em postos e
nao dependem das distribuigoes marginais de X e Y, mas somente da copula
C dessas duas varidveis. Diferente de pp, essas medidas sao invariantes por es-
cala. Uma outra propriedade interessante é que, como dependem da copula das
duas variveis, 7k e ps podem ser usadas para ajustar uma cépula a dados, pois
frequentemente os parametros de uma cépula sao fungoes desses coeficientes
(isto corresponde a encontrar estimadores pelo método dos momentos).

11.2 Medidas de Dependéncia

Nesta secao estudaremos algumas medidas de dependéncia global entre
duas varidveis. Comegamos com o conhecido coeficiente de correlagao.
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Coeficiente de Correlagdo Linear

Também chamado coeficiente correlacao linear de Pearson, é definido por

Cov(X,Y)
Ox0y ’

onde Cov (X,Y) = E(XY)—E(X)E(Y) ¢ a covariancia entre X e Y e oy, oy

indicam os desvios padroes de X e Y, respectivamente. Notamos que:

pp(X,Y) = (11.1)

(i) —1<pp <1
(ii) pp =0 quando X e Y sao independentes;

(ili) pp, = £1 quando Y é uma fungao linear de X.

Um estimador de momentos de pp é obtido estimando-se a covariancia por

— 1< 1<
Cov(X,Y) = - Z(xt —T)(y —7) = - thyt —nT Y,
t=1 t=1
dada a amostra (x1,41), ..., (T,, y) de (X,Y), e onde T, ¥ denotam as médias

amostrais de X e Y, respectivamente. O desvio padrao de X é estimado por
0x, onde

%Z@_x Z%

é o estimador da variancia de X, expressao andloga para 6%. Segue-se que um
estimador para pp é dado por

ﬁP _ 2?21 Ty —NTY
n . n . 1/2°
(X0, 22 —nz®) (X0, v2 — ng?)]”

E um fato que —1 < pp < 1 e, na pratica, se o valor estimado estiver
proximo de —1 ou 41, as variaveis sao fortemente associadas ou correlacionadas
linearmente e se estiver préximo de zero, as variaveis sao nao correlacionadas.
Se (X,Y) for normal bivariada, podemos falar em dependentes e indepen-
dentes, respectivamente.

Convém reafirmar que pp mede dependéncia linear entre X e Y, e nao
outro tipo de dependéncia. De fato, suponha que uma das variaveis possa ser
expressa linearmente em termos da outra, por exemplo X = aY + b, e seja

(11.2)
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d = E(|X —aY —b|?). Entao, pode-se provar (veja Problema 3) que o minimo
de d ocorre quando

a=2%pp,  b=E(X)—aE(Y), (11.3)

e o minimo é dado por

min d = 0% (1 — p3). (11.4)

Nota-se, portanto, que quanto maior o valor absoluto do coeficiente de
correlagao entre X e Y, melhor a acuracia com que uma das variaveis pode ser
representada como uma combinacao linear da outra. Obviamente, este minimo
anula-se se e somente se pp =1 ou pp = —1.

Segue-se imediatamente de (11.4) que

0% —ming, E(|X —aY — bf?)
pP(X ) Y) = 2 )
Ox
ou seja, pp mede a reducao relativa na variancia de X por meio de uma
regressao linear de X sobre Y.

Outro fato importante é que, se conhecermos somente as distribuicoes
marginais de X e Y, mas nao a relacao de dependéncia entre as variaveis,
entdo pp pode variar num intervalo [p1, p2], que pode ser muito menor do que
[—1,1]. Veja Carmona (2004) para detalhes.

(11.5)

Coeficiente 7 de Kendall

Suponha que a v.a. (X,Y’) tenha distribuigao F, continua. As v.a.’s X e
Y s@o concordantes se pequenos valores de uma estao associados a pequenos
valores da outra, o mesmo ocorrendo com os valores grandes.

Formalmente, sejam (X7, Y1), (X3, Y2) dois pares independentes obtidos de
F'. Dizemos que estes pares sao concordantes se X1 > X5 sempre que Y; > Y,
e X; < X5 sempre que Y] < Y5 (isto é, se (X; — X5)(Y7 — Y2) > 0). Os pares
sao discordantes se ocorre X; > X5 sempre que Y; < Y5 e X7 < X5 sempre
que Y; > Y5 (ou seja, se (X7 — Xa) (Y1 — Ya) <0).

Geometricamente, dois pontos distintos (X7, Y), (X2, Y2) no plano séo con-
cordantes se o segmento de reta que os une tem inclinagao positiva, e discor-
dantes se o segmento tem inclinagao negativa.

O coeficiente T de Kendall é definido por

rie = P{(X1 — Xa)(Yi — Y2) > 0} = P{(X, — Xo) (¥ — Ya) <0}.  (1L6)
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Uma estimativa de 7x, baseada numa amostra de tamanho n de (X,Y), é
dada por

TK = (Z>_1 > sinal ((z; — 2) (% — ;) (11.7)

1<i<j<n

ou seja, o quociente entre o nimero de pares concordantes menos o nimero de
pares discordantes e o nimero total de pares. Nesta férmula, sinal(xz) = 1, se
z>0,0sex=0,e —1,sex<0.

Seja R; o posto de X; dentre X1,..., X, e S; 0postodeY; dentre Yq,...,Y,.
Entao, (X; — X;)(Y; —Y;) > 0 se e somente se (R; — R;)(S; —S;) > 0, ou seja
Tk € uma fungcao somente dos postos das observagoes.

Em aplicacoes financeiras, em que X e Y representam por exemplo retornos
financeiros, o interesse esta nos casos em que X e Y tomam valores muito
grandes ou muito pequenos ao mesmo tempo. Nestes casos, T7x fornece uma
medida de concordancia entre X e Y.

Outra medida de concordancia é o coeficiente de Spearman.

Coeficiente ps de Spearman

Suponha que (X,Y") tenha distribuicao F' e que as distribui¢oes marginais
de X e Y sejam Fj e Fj, respectivamente. O coeficiente ps de Spearman é
também baseado em concordancia e discordancia. Suponha que (X7, Y1), (Xa, Y2)
e (X3,Y3) sejam trés copias independentes de (X,Y). Entao (Kruskal, 1958),

ps =3 (P[(X1 — Xo)(Y1 = ¥3) > 0] — P[(Xy — X5)(Y1 = Y3) <0]) . (11.8)

Ou seja, ps é defindo com sendo proporcional a probabilidade de con-
cordancia menos a probabilidade de discordancia dos dois vetores (Xi,Y;) e
(Xo,Y3). Note também que a f.d. de (Xi,Y]) é F, enquanto que a f.d. de
(Xs,Y3) é Fi(z)F(y), pois Xs e Y3 sdo independentes.

Pode-se provar que

ps :pP(Fl(X)>F2<Y))v (11'9)

ou seja, o coeficiente pg é uma medida de correlagao de postos. Veja o Problema
5 e a se¢ao seguinte. Uma estimativa de pg, baseada numa amostra de tamanho
n de (X,Y), é dada por
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n

ﬁSZ%Z(Ri—ngl) (Si—n;1>, (11.10)

=1

onde R; e S; sao os postos de X; e y; previamente definidos. Devido a (11.9),
podemos também estimar pg por

bg = Sy (Ri = R)(Si = 9) .
\/Z?:l(Ri - R)Q Z?:l (Si - §)2

Pode-se definir uma func¢ao de concordancia, que generaliza a definicao de
Tk . Veja Nelsen (2003) e o Problema 5.

Medidas de dependéncia de caudas

Estas medidas captam a dependéncia conjunta das caudas de distribuicoes
bivariadas. Considere a v.a. (X,Y) e seja F; *(¢q) o g-quantil de X;, i = 1,2.

A medida de dependéncia de cauda superior, \,, é dada pela probabilidade
de Y estar acima de um quantil alto, dado que X estd acima de um quantil
alto:

M(X,Y) = lim P(Y > F, ()| X > F'(q). (11.11)
q—1,q<1
De modo analogo definimos a medida de cauda inferior, Ay,
M(X,Y) = lim P(Y < F, Y| X < Fl(q)). (11.12)
q—0,q>0

De modo geral, 0 < A\, < 1,0 < Ay < 1, sendo que A\, = 0 implica em inde-
pendéncia (assintética) na cauda superior e A\, = 0 implica em independéncia
(assintdtica) na cauda inferior.

Dependéncia por quadrantes

Lehmann (1966) introduziu o conceito de dependéncia por quadrantes.
Dizemos que as v.a.’s continuas X e Y sao dependentes positivamente por
quadrante (positively quadrant dependent, PQD) se, para todo par (z,y) de
IR?, tivermos

P(X <2,Y <y) > P(X <2)P(Y <y). (11.13)

Ou seja, a probabilidade de X e Y serem simultaneamente pequenas é pelo
menos tao grande quanto no caso em que as v.a.’s sao independentes.
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Dependéncia negativa por quadrante (NQD) é definida de modo anélogo,
invertendo o sentido da desigualdade em (11.13).

11.3 Coébpulas

A teoria de cépulas teve um desenvolvimento explosivo nos ultimos anos,
notadamente nas aplicagoes em estatistica, financas, gestao de risco e mode-
lagem de dependéncias em carteiras de seguros.

De forma simples, uma copula é uma funcao ligando distribui¢oes conjuntas
e suas marginais. O uso de copulas acessa a distribuicao multivariada por meio
da modelagem de cada distribuicao marginal e da estimagao da copula.

Por simplicidade, o desenvolvimento sera feito para o caso de duas variaveis.

Definigao 11.1. Uma cdpula é uma fungao C : I? — I, com I = [0,1],
satisfazendo, para 0 < u; <wup < 1, 0 < vy < vy < 1, (ug,vy) e (ug,vy) em 12,
as condigoes:

(i) C(u,0) =C(0,v) =0, C(u,1)=u, C(1,v) =wv;
(ii) C(ug,ve) — C(ug,v1) — C(uy,v) + C(ug,v1) > 0.
As relagoes (i) significam uniformidade das margens, enquanto (ii) significa
que, se (X,Y) tem f.d. C, entdo P(u; < X < wug, v <Y <wy) >0.
Um resultado fundamental nesta teoria ¢ devido a Sklar (1959).

Teorema 11.1 (a) Seja C' uma cépula e Fy, F; f.d.’s univariadas. Entao,

F(z,y) = C(Fi(z), B(y)), (z,y) € R?, (11.14)
define uma f.d. com marginais F} e F5.

(b) Reciprocamente, para uma f.d. bivariada F', com marginais F} e F3, existe
uma cépula C' satisfazendo (11.14) e esta é tnica se F} e Fy sao continuas e,
entdo, para todo (u,v) € I?, temos

C(u,v) = F(F ' (u), Fy ' (v)), (11.15)

onde F; ' denota a inversa generalizada de F;, i = 1,2, isto é, F, '(u) =
sup,{F;(z) < u}.
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De modo conciso, cépulas sao f.d.’s bivariadas (em geral, multivariadas)
com marginais uniformes univariadas. No que segue, iremos supor que F} e Fy
sejam continuas.

Do ponto de vista estatistico, o Teorema de Sklar sugere que a construgao
de um modelo multivariado seja feita em duas etapas:

(1) ajuste das distribuigdes marginais;

(2) calibracao de uma cépula apropriada.

Cépulas sao invariantes sob transformacoes estritamente crescentes. Vamos
usar uma notacao alternativa: se X e Y sao v.a.’s continuas, com f.d. F' e
copula C, escreveremos também C'yy (u,v) para denotar tal cépula.

Se 1, ¢ sao fungoes estritamente crescentes, entao

Cw(X)@(Y)(% v) = Cxy(u,v), wu,veEl.
Veja o Problema 14 para outras propriedades similares.

Exemplo 11.1. As trés cépulas a seguir sao importantes.
(a) Cépula produto: 1(u,v) = uv, wu,v € [0,1].
(b) Cédpula comonotonica: M(u,v) = min(u,v), u,v € [0,1].
(¢) Cdpula contramonotonica: W(u,v) = max(u+v—1,0), wu,v € [0,1].

Os graficos de dispersao e f.d.’s (com as respectivas curvas de nivel) de
I, M e W encontram-se na Figura 11.1. As cépulas W e M representam,
respectivamente, a dependéncia de quadrante negativa maxima e dependéncia
de quadrante positiva maxima entre X e Y. Por sua vez, II representa a
independéncia entre X e Y. Geometricamente, X e Y sao PQD se e somente se
o gréfico de z = C(u,v) estd acima do gréfico da cépula produto z = II(u, v).
Observe, também, que M é a f.d. do vetor (U,U) e W é a f.d. do vetor
(U,1—=U), onde U ~ U(0,1).

O pacote copula do software R foi usado para fazer os graficos. Os comandos
necessarios sao dados a seguir.

> library(copula) # Carrega o pacote de cépulas
> ic < — indCopula # Gera a cépula independente
> persp(ic,pcopula) # Faz o gréfico da densidade de cépula
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> persp(ic,dcopula) # Faz gréfico da (f.d.) cépula

> contour(ic,pcopula) # Faz o grafico de curvas de niveis

> contour(ic,dcopula) # idem

> u < — runif(1000) # simula 1000 valores de uma uniforme
> plot(u,u) # Faz o grafico de dispersao de M

> plot(u,-u) # Faz o gréfico de dispersao de W

> v < — runif(1000)

> plot(u,v) # Faz o gréfico de dispersao de II

Para gerar as cépulas W (u,v) e M (u,v) pode-se programar, em S ou R, as
fungoes min(u,v) e max(u +v — 1,0).

O seguinte resultado é fundamental.

Proposigao 11.1. Para toda cépula C' temos a desigualdade

W (u,v) < C(u,v) < M(u,v), (u,v)€ I (11.16)

Dizemos que W (u,v) e M(u,v) sao os limites de Fréchet-Hoeffding, de-
vido aos trabalhos de Hoeffding (1940, 1941) e Fréchet (1951). O resultado
nos diz que o grafico de qualquer copula é uma superfice continua dentro
do cubo unitdrio I?, com vértices (0,0,0),(1,0,0),(0,1,0) e (1,1,1), e este
grafico estd entre os gréficos das superfices z = W(u,v) e z = M(u,v). Uma
observagao importante é que W é uma copula somente se n = 2. Para n > 3,
W (uy,usg, ..., u,) = max(u; +us + ... +u, —n+1,0) ndo é uma cépula, mas
uma quasecopula. Podemos obter limites mais precisos se tivermos informacoes
adicionais sobre a f.d. F. Veja Nelsen (2006) para mais informagoes.

Uma copula tem outras propriedades importantes, que resumiremos na
seguinte proposicao.

Proposicao 11.2. Seja C' uma copula. Entao:
(a) C é uniformemente continua em seu dominio.
(b) vale a condicao
|C(ur,v1) — Clug, v2)| < fug — us| + |vg — w1,

ou seja, C' é Lipschitz.
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(c) Para qualquer u (v) em I, a derivada parcial 9, =

ac
ou

para quase todo u(v) de I, e 0 < 9; <1, 0 <0y < 1.

(02 =

ocC

ov

) existe

(d) As fungbes v — g—i eu %—f sao bem definidas e nao decrescentes em
quase toda a parte em I.
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Figura 11.1: Cépulas contramonotonica (esquerda), independente (centro) e

comonotonica (direita).

Vemos que, como definida, C' é uma funcao de distribuicao bivariada. Pode-
mos, entao, considerar a densidade de copula ¢, definida por

c(Fi(z), Fa(y)) =

0
0x 0y ¢

(Fi(x), F2(y)),

(11.17)

se a derivada existir (neste caso dizemos que C' é absolutamente continua). De
(11.14) obtemos que a densidade conjunta de X e Y serd dada por
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f(a,y) = c(Fi(z), Fa(y)) fu(2) f2(y),
onde f; é af.d.p. de F;, i = 1,2. Logo,
_ [flzy)
c(Fi(x), Fa(y)) = IACIA0L (11.18)

Os coeficientes de associacao de Kendall e Spearman podem ser relaciona-
dos com cépulas. Se (X,Y) tem f.d. conjunta F' e C' é a cépula associada a
F, entao pode-se provar que

1l
Tk = 4/ / C(u,v)e(u, v)dudv — 1 (11.19)
o Jo

11
ps = 12/ / wvdC(u,v) — 3,
o Jo

11
= 12/ / C(u,v)dudv — 3, (11.20)
o Jo

_ 12 /0 1 /0 O, v) — woldude,

A primeira expressao em (11.20) (veja o Problema 8) implica na expressao
(11.9) e a segunda e terceira expressoes fornecem as seguintes interpretagoes
geométricas de pg (Nelsen, 2003):

(i) o volume sob o gréifico de z = C'(u,v) sobre I?, reescalado para estar em
[_17 1]7

(ii) o volume (sinalizado) entre os graficos de z = C(u,v) e z = II(u,v),
reescalado como em (i).

Também ¢ possivel demonstrar as seguintes desigualdades:

—1 <317 —2ps <1,

3r—1 1427 — 712
<pg < ——— >0
9 > P58 > 9 ) T =2 U,
e
24927 -1 1+3
T+27' < pg < 4—27', <0
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Para detalhes, veja Nelsen (2006). Também pode-se provar que se Fj e Fy
sao continuas, entao

A, = lim S
u—1— ]_ — U

)\@ = lim C<u’ u) s
u—0+ (7

se esses limites existirem, onde C(u,v) é a cdpula de sobrevivéncia, dada por
Clu,v) =u+v—1+C(1 —u,1—0v), que estd relacionada com a fun¢io de
sobrevivéncia conjunta F(u,v) = P(U > u,V > v), com U,V uniformes em
(0,1), ou seja,

F(u,v) = C(F1(u), Fa(v)).

11.4 Familias Paramétricas de Coépulas

Nesta secao apresentaremos algumas cépulas que sao frequentemente uti-
lizadas na préatica. Cada uma delas depende de um ou mais parametros, que
chamaremos 9, que caracterizam a dependéncia entre as variaveis. Como antes,
vamos nos restringir ao caso bivariado.

(a) Cépula Gaussiana. Ea cépula de uma distribuicao normal bivariada com
parametro de correlacao ¢, dada por

*~(u) ¢~ (v) 1 22 — 20y + 9>
CN(U,’U,é) - /_Oo dx /;Oo dyQﬂ' /—1 — 52 eXp{_ 2<1 _ 52) }
— 0@ (), & (), (11.21)

onde ®; é a f.d. conjunta de uma normal padrao bivariada com coeficiente de
correlacao 9.

A copula Gaussiana gera distribuicdo normal padrao bivariada se, e so-
mente se, as marginais sao normais padroes. Veja o exemplo 11.5 abaixo.

Se 6 =1, entao Cy = M, se 6 = —1, entao Cy = W e se 6 = 0, entao
Cy =1L

Para esta copula temos que

6 )

T = —arcsend, pg = —arcsen—,
™ s 2
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0, 6<1
AK_A“_{L §=1

(b) Cépulas de Valores Extremos (VE). Estas tém a propriedade
C(u',v') = (Clu,v))', >0,

e podem ser representadas na forma

C(u,v) = exp {log(uv)A ( log(u) ) } ,

log(uwv)

onde A :[0,1] — [1/2,1] é uma fun¢ao convexa, com max(t,t—1) < A(t) < 1,
chamada funcdo de dependéncia.
Alguns casos particulares sao:

(i) Cépula de Gumbel, com f.d.

Ce(u,v;0) = exp {—[(—log(u)’ + (- log(v)5]1/5} , 0> 1. (11.22)
A funcgao de dependéncia desta cépula é dada por

Alt) = (£ + (1 —1)")°,

O parametro 6 mede o grau de dependéncia entre as variaveis e se 6 = 1
nio hé dependéncia. Para esta cépula, 7 =1 —1/6 e A, = 2 — 21/9.
Outras cépulas de VE sao (veja Joe,1997 e Nelsen, 2006, para detalhes):

(ii) Cépula de Galambos;
(iii) Cépula de Husler-Reiss;
(iv) Cépula BB5.

(c) Cépulas Arquimedianas. Estas podem ser escritas na forma

C(u,v) = ¢~ [o(u) + ¢(v)], (11.23)

para uma fungao ¢ : [0, 1] — R™, continua, estritamente decrescente, convexa,
¢(1) = 0, chamada geradora.

A coépula de Gumbel é Arquimediana, com ¢(t) = (—1logt)°. O coeficiente
T de Kendall para estas copulas é dado por
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[0,
TK—4/¢,(U)d + 1.

Dois outros exemplos de cépulas Arquimedianas sao a copula de Frank, dada
por

— (1= —du 1 — —ov
Cr(u,v;0) = =6 *log (77 (1-e™{d—e >) : (11.24)
n
onde § #0, n=1—-¢° A\, = M\ = 0 e a cépula de Clayton (ou Kimeldorf-
Sampson), dada por

Crs(u,v;6) = [u™® +v7° —1]7Y°, (11.25)

com§ >0, 7 =0/(6+2) e A\ =27 Outras cépulas Arquimedianas sdo a
copula de Joe e as cépulas BB1, BB2, BB3, BB6 e BB7. Veja Joe (1997) para
outros detalhes sobre essas e outras copulas.

Nos exemplos a seguir, ilustramos os diversos tipos de dependéncia que po-
dem ser captados por algumas das copulas descritas acima. Em cada gréfico
mostramos o grafico de postos padronizados (ver a segdo seguinte para a
definigao desses postos), a cépula (f.d.), a densidade de cépula e as respec-
tivas curvas de nivel. Os comandos do software R encontram-se a seguir para
a copula Gaussiana, com d = 0, 8. Para as demais, os comandos sao similares,
substituindo normalCopula por tCopula, claytonCopula, frankCopula e gumbel-
Copula.

> library(copula)

> nc < — normalCopula(0.8)
> persp(nc,pcopula)

> persp(nc,dcopula)

> contour(nc,pcopula)

> contour(nc,dcopula)

> u < — rcopula(nc,1000)

> plot(u)

Exemplo 11.2. Na Figura 11.2 temos os graficos para a copula Gaussiana,
com o coeficiente de dependéncia (pp, neste caso) § = 0,8. Notamos uma
dependéncia positiva e simétrica.

Exemplo 11.3. A Figura 11.3 traz a cépula ¢t de Student, com pp = 0,8 e
nimero de graus de liberdade v = 2. Obtemos graficos semelhantes ao caso
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anterior, mas com maior concentragao nos extremos.

00 02 04 06 08 10
00 02 04 06 08 10

00 02 04 06 08 10

T T T T
00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10

u

Figura 11.2: Cépula Gaussiana, 6 = 0, 8.

A copula t bivariada é definida como

Crs(u,v) = tuox(t, " (u), £, (v)),

onde t,ox ¢ a f.d. de uma distribuigao ¢ bivariada de média 0 e matriz de
correlagao X, e t, é a f.d. de uma t univariada, com v graus de liberdade.
Temos, pois, que 0 = (v, 2).

Exemplo 11.4. Neste exemplo vamos considerar trés cépulas Arquimedi-
anas, Clayton, Frank e Gumbel, com parametros 2, 8 e 2, respectivamente.
Observamos, na Figura 11.4, que no caso das copulas de Clayton e Gumbel ha
dependéncia positiva e assimétrica, enquanto a cépula de Frank apresenta de-
pendéncia positiva e simétrica, com intensidade maior nos extremos. Compare
com os comportamentos das copulas Gaussiana e t.
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v
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Figura 11.3: Cépula t de Student, 6 = 0,8, v = 2.

Exemplo 11.5. Retomemos o exemplo 11.2 de cépula Gaussiana, com § =
0,8, mas vejamos o que acontece se especificarmos marginais diferentes. No
painel da esquerda da Figura 11.5 temos ambas as marginais normais padroes,
no painel do meio, ambas as marginais sao uniformes em (0,1) e, no painel
da direita, uma marginal é normal padrao e a outra é #(2). No primeiro caso
temos curvas de nivel tipicas de uma distribuicao normal bivariada, enquanto
os dois outros casos geram estruturas de dependéncia com padroes diferentes
da normal bivariada.

Exemplo 11.6. Metadistribui¢cdes. Este exemplo é baseado em Kojadinovic
(2008). Vimos, pela equagao (11.14), que o teorema de Sklar fornece um
meio para construir distribui¢oes bivariadas (em geral, multivariadas) com
f.d.’s marginais e cépula arbitrarias. Consideremos, por exemplo, construir
uma distribuicao com cépula normal e marginais arbitrarias. Obteremos uma
distribuicao metanormal. Esta terminologia pode ser estendida a outras dis-
tribuigoes.

Como exemplo, vamos obter uma f.d. bivariada, sendo que cada marginal
¢ normal padrao e tendo como cépula uma das seguintes:

(i) cépula Gaussiana, com 0 = 0, 7;
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(ii) cépula de Gumbel, com § = 2;
iii) cépula ¢, com § = p, = 0,71 e v = 4 graus de liberdade.

(iv) cépula de Clayton, com § = 2, 2;

v
v
%

00 02 04 06 08 10

00 02 04 06 08 10

00 02 04 06 08 10

Y
T

T T T
00 02 04 06 08 10

v

00 02 04 06 08 10

v
00 02 04 06 08 10
L L

v
00 02 04 06 08 10

00 02 04 06 08 10

u u u

Figura 11.4: Cépulas de Clayton (esquerda), Frank (centro) e Gumbel
(direita)

Os parametros foram escolhidos de modo que todas tenham o coeficiente
de correlagao linear aproximadamente igual a 0, 7.

Na Figura 11.6, temos as copulas, e na Figura 11.7, as respectivas metadis-
tribuicoes.

Observamos que a metadistribuicdo de Gumbel (assim como sua cépula)
apresenta dependéncia na cauda superior, a metadistribuicao de Clayton tem
dependéncia na cauda inferior, a ¢t tem dependéncia em ambas as caudas,
enquanto a normal nao apresenta dependéncia nas caudas.
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Ja vimos como gerar as cépulas usando o R. Para gerar metadistribuicoes
usamos as fungoes mvdc e rmvdc. Supondo que nc, gc, tc e cc representem
as copulas geradas, teremos os comandos para o caso normal (os demais sao
analogos):

> mnc < — mvdc(nc,c("norm”," norm" ), list(list(mean=0, sd=1),list(mean=0,

+ sd=1)))
> x < — rmvdc(mnc,2000)
> plot(x)

Nos Problemas 9, 10 e 11 o leitor é convidado a simular copulas com outras
estruturas de dependéncia e a gerar metadistribuicoes com marginais especifi-
cadas.

11.5 Ajuste de Coépulas Paramétricas

Dada uma amostra (X1,Y7), (Xo,Y2),...,(X,,Y,) de uma v.a. bivariada
(X,Y), com f.d. conjunta F', f.d.’s marginais I, F5 e copula C, queremos esti-
mar C. Podemos usar estimadores paramétricos, estimadores nao paramétricos
e estimadores semiparamétricos. No primeiro caso usamos estimadores de
Maxima Verossimilhancga, no segundo caso podemos usar copulas empiricas
(baseadas em postos) e estimadores suavizados (via kernels, ondaletas etc).
No terceiro caso, usamos estimadores de Pseudo Maxima Verossimilhanga.

As fungoes de distribuicao empiricas (f.d.e.) correspondentes a F, I} e Fy
sao dadas por

1 n
F.(z,y) = - ZI{Xi <Y, <y}, —oco<z,y<oo, (11.26)
i=1

1 n

Fin(z) = ~ d H{Xi<a}, —oco<az<oo, (11.27)
=1
1 n

Fon(v) = — d H{yi<y), -co<y<oo. (11.28)
=1

Algumas vezes, usa-se o denominador n + 1 nestas formulas, para garantir
que as fungoes estejam no intervalo [0, 1]. Pelo lema de Glivenko-Cantelli, F},
aproxima-se de Fj;, quando n — oo, ¢ = 1,2. Similarmente, pela transformada
de probabilidade, espera-se que Fj,,(X;), j = 1,...,n sejam aproximadamente
uniformes, i = 1, 2.
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Figura 11.5: Copulas Gaussianas com marginais: normais padroes
(esquerda), uniformes em [0, 1] (centro) e normal padrao e ¢(2) (direita).

Como vimos, a copula Cxy é também a f.d. de (U, V) = (F1(X), F5(Y)), se
Fy, F, sao continuas, de maneira que (U;,V;) = (F1(X;), F5(Y;)), i
formam uma amostra aleatéria de Cxy = C.

Logo, se considerarmos (U, Vi) = (Fi,(X;), Fon(Y3)), i = 1,...,n, teremos
uma boa ideia de como é a verdadeira cépula C', ou seja, podemos dizer que
esses pares formam uma pseudoamostra de C'.

Note, também, que (F1,(X;), Fon(Y;)) = (£,5) i =1,...,n, onde R; é o

posto de X; entre X1,..., X, e S; é o posto de Y; entre Y7, ...,Y,. Portanto, o
grafico dos postos padronizados (R;/n,S;/n), i =1,...,n é itil para ressaltar

a estrutura de dependeéncia entre X e Y.
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11.5.1 Estimadores de Maxima Verossimilhancga

Dada a amostra (z;,y;),i = 1,...,n, de F bivariada, com marginais Fj e
F,, cépula C e densidade de copula ¢, usando (11.18) a densidade conjunta
fica

f(xi, yi,m) = c(Fi(xi, an), Fo(yi, 2); 0) fr (4, 1) fa(yi, a2), (11.29)

onde «;; contém os parametros de Fi, o 0s parametros de F5 e 6 os parametros
de c e sejan = (ay, ag, ).
A log-verossimilhanca é

(mxy) = Y loge(Fi(zi, on), Fa(yi, 02); 6)

i=1

+3 log filwi,on) + Y log fa(yi,z)  (11.30)
=1 i=1

e os estimadores de méxima verossimilhanca (EMV) sao obtidos maximizando-
se esta funcao. Normalmente esta é uma tarefa dificil se ha muitos parametros.

Um procedimento em dois estagios (chamado inference function for mar-
gins, IFM) pode ser utilizado, onde no passo 1 obtemos os estimadores dos
parametros das marginais,

&; = arg maleog filzi ), i=1,2,

=1

e no passo 2 obtemos os estimadores dos parametros da cépula,

0 = arg maleog c(Fi(x;, 0n), Fo(yi, 6a);0).

i=1
Este procedimento conduz a estimadores consistentes e assintoticamente
normais. Veja Joe e Xu (1996) para detalhes.

11.5.2 Coépulas Empiricas

A cépula empirica C,, fornece uma aproximagao (descontinua), ou uma
estimativa nao paramétrica de C', baseada em postos padronizados.
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Figura 11.6: Cépulas Gaussiana, Gumbel, Clayton e t(4).

Definigao 11.2. Sejam (R;/n,S;/n) os postos padronizados associados a
amostra aleatéria (X;,Y;), i =1,...,n. A cépula empirica C, é definida por

1 R Si
Cn(uvrl)):EZ[{FSu?ggv}a u,v € I.
=1

Deheuvels (1979) provou que

sup,vn|Cp(u) — C(u)| = o(1), a.s.

Os coeficientes T e pg podem ser expressos em termos de C,,. Veja Nelsen
(2006). A cépula empirica pode também ser expressa como

Cr(u,v) = Fn(Ff1

n

(u)7 F271

n

(v)), 0<wu,v<I1.

(11.31)

(11.32)

(11.33)
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Para obter estimadores mais suaves, podemos considerar estimadores suaviza-
dos a partir da cépula empirica. Para detalhes, veja Fermanian et al. (2004)
e Morettin et al. (2010b).

xL.21
vL.21

z1.21
wi.2]

Figura 11.7: Metadistribuiges Normal, Gumbel, Clayton e ¢(4).

11.5.3 Estimadores de Pseudo-MV

Neste enfoque, F; e F, sao estimadas, usando modelos paramétricos, f.d.e.
ou uma combinacao de f.d.e e ajuste de uma distribuicao de valores extremos
para as caudas das distribuicoes, por exemplo a distribuicao generalizada de
Pareto. Para detalhes, ver Carmona (2004) e Zivot e Wang (2006). Seguimos
0S passos:

(ii) obtemos pseudoamostras para a cépula:

A~

(az,{)z) = (Fl(ﬂfz),ﬁé(yl)),l = 1, cee NG
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(iii) formamos a log-verossimilhanga:

0(0,0,%) =) "logc(it;, ;; 6),
=1

e a maximizamos com respeito a 6 por métodos numéricos. Este método é
também chamado de MV canonica.

Exemplo 11.7. Vamos aplicar o método de pseudo-MV (PMV) para esti-
mar dados provenientes de uma cépula de Clayton com parametro § = 2,
supondo que as marginais F) e Fy sejam normais padroes. Os comandos
necessarios no R sao os seguintes, usando a funcgao fitCopula, que admite os
métodos ml (maxima verossimilhanga), mpl (pseudoméxima verossimilhanca),
itau (inversdo do coeficiente de Kendall), e irho (inversao do coeficiente de
Spearman). Os trés tltimos métodos assumem que “data’seja composto por
pseudo-observagoes (postos padronizados e reescalados), enquanto o primeiro
método assume que “data”’contenha as observagoes da cépula desconhecida.
Os dois tultimos correspondem ao método dos momentos: obtemos estimativa
do 7k ou pg e conhecida a relagao entre o coeficiente e a copula, obtemos a
estimativa do parametro que a caracteriza.

> library(copula)

> cc < — claytonCopula(2)

> mcc < — mvdc(cc,c(”" norm
sd=1)))

> x < — rmvdc(mcc,1000)

> u < — cbind(rank(x[,1])/1001, rank(x[,2])/1001) # obtemos pseudo-
observacoes;

> fitCopula(u,cc, method="mpl", 1) # estimacao por PMV; parametro 1 é
valor inicial;

> f # o resultado.

non

"norm” ) list(list(mean=0, sd=1),list(mean=0,

No Quadro 11.1 apresentamos os resultados. A estimativa de PMV é 5 =
2,072, valor significativo (p-valor zero).

’ Quadro 11.1 : Estimador de PMV para o exemplo 11.7 ‘

The method is Maximum Pseudo-Likelihood based on 1000 observations.
Estimate,  Std. Error, =z value, Pr(> |z|)
param  2.071874  0.1214130 17.06468 0
The maximized loglikelihood is 445.8937




346 CAPITULO 11. ANALISE DE DEPENDENCIA E COPULAS

Usando o método dos momentos, obtemos como estimativas 2, 152(itau) e
2,156 (irho), que sdo menos acuradas que a estimativa de PMV. A estimativa
da copula seria obtida por meio de uma cépula paramétrica de Clayton com
5 = 2,072. Na pratica, temos apenas os valores observados (i y:),i=1,...,n,
e o que fazemos ¢é ajustar algumas copulas paramétricas e escolher aquela que
melhor se ajusta aos dados. No exemplo, supusemos que os dados x;, y; provém
de normais padroes. Daremos um exemplo para séries financeiras na secao
seguinte.

11.6 Coébpulas para Séries Temporais

Tudo o que vimos anteriormente foi desenvolvido para o caso que temos
um par de v.a.s (X,Y) e n pares independentes obtidos da correspondente
distribuicao bivariada. Contudo, quando temos duas séries temporais (X;, Y;),
a amostra (X1,Y)), (X2,Y2),..., (X7, Yr) ndo é composta de pares indepen-
dentes: ha correlagao serial dentro de cada série e correlagao cruzada entre
as séries, de modo que, por exemplo, os pares (Xi,Y]) e (Xz,Y3) nao sao
independentes.

Para contornar este problema, uma sugestao ¢ ajustar modelos ARMA-
GARCH a cada série e obter, entao, os residuos padronizados do ajuste. Para
eses residuos, ajustamos alguma cépula paramétrica. Este procedimento nao
produz, obviamente, amostras i.i.d., mas pelo menos a autocorrelacao e a hete-
roscedasticidade de cada série sdo removidas. Veja Dias e Embrechts (20009,
2010) e Patton (2006). Podemos, também, ajustar um modelo VAR-GARCH
bivariado as duas séries.

Uma solucao mais apropriada é considerar copulas para séries temporais,
assumindo, por exemplo, que o vetor (X3, Y;) seja estacionério e alguma forma
de independéncia assintdtica (condigbes mizing) seja valida. Métodos nao
paramétricos, usando kernels e ondaletas, foram utilizados por Fermanian e
Scaillet (2003) e Morettin et al. (2010a, 2010b). Nao trataremos deste desen-
volvimento aqui e nos limitaremos a considerar o procedimento acima em um
exemplo.

Exemplo 11.8. Na Figura 11.8 temos o grafico de dispersao dos retornos
didrios dos indices SP500 e DJIA, de 03/01/1994 a 07/07/2000, com T = 1.700
observacoes. Ha uma alta correlacao entre as séries, especificamente pp =
0,933. Os coeficientes de Kendall e Spearman sao 7 = 0,7341 e pg = 0,9009,
respectivamente. Ajustamos um modelo AR(3)-GARCH(1,1) com erros ¢ a
série SP500 e um modelo AR(10)-GARCH(1,1) também com erros ¢ a série
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DJIA.

Estes modelos foram considerados adequados usando os testes de diagndstico
usuais. Apds o ajuste, os residuos padronizados apresentaram um coeficiente
de correlacao de 0,926. Na Figura 11.9 temos o grafico de curvas de nivel
de uma cépula Gaussiana ajustada a esses residuos, com § = 0,926: a es-
querda a f.d. e a direita a densidade de cépula. Esses dois graficos evi-
denciam a alta dependéncia entre as séries: as curvas de nivel da f.d.
apresentam cantos inferiores esquerdos préximos aos de uma cépula monotonica
e as curvas da densidade apresentam uma concentracao nos dois cantos, inferior
esquerdo e superior direito (dependéncia positiva).

00 002 0
| | |

00

004

00

saPso00

Figure 11.8: Grafico de dispersao dos retornos de SP500 e DJIA.

Vamos considerar, agora, um exemplo com trés séries, ou seja, teremos
que ajustar copulas trivariadas. Embora sejam séries temporais financeiras
e terfamos que ajustar antes modelos ARMA-GARCH, vamos fazer o ajuste
para as séries originais, a titulo de ilustracao.

Exemplo 11.9. Consideremos as séries de retornos diarios das ac¢oes da Intel
(INTC), Microsoft (MSFT) e General Electric (GE), no perfodo de 01/01/1996
a 31/12/2000 (cinco anos), num total de T = 1.262 observagoes. Estas séries
constam da base de dados DJ do pacote QMRIib do R. Na Figura 11.10,
apresentamos os diagramas de dispersao dos dados e, na Figura 11.11, temos
os postos padronizados. Notamos que ha dependéncia positiva mais acentuada
entre INTC e MSFT e entre MSFT e GE.

Ajustamos as copulas de Gumbel, Clayton e Frank, todas com parametro
d = 2 e as cépulas Gaussiana e t(5), com média zero e matriz de correlagoes a
estimar pelo método de PMV. No Quadro 11.2 apresentamos os resultados.

Pelos valores da verossimilhanca maxima, o melhor ajuste é dado pela
coépula t, com v = 6, 5.
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Contudo, uma abordagem mais rigorosa para comparar ajustes de copulas
diferentes ao mesmo conjunto de dados consiste em usar testes de adaptacao
(goodness-of-fit tests). Para detalhes veja Genest et al. (2009) para uma
resenha de possiveis testes. A funcao gofCopula do pacote copula do R pode
ser usado para efetuar esses testes.
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Figure 11.9: Curvas de nivel da distribui¢do (esquerda) e densidade (direita)
de uma copula Gaussiana ajustada aos residuos de SP500 e DJIA.

11.7 Valor em Risco e Cépulas

J& vimos que um problema inportante é calcular o VaR (ou outra medida
de risco) de uma carteira de ativos. Supondo que esta seja composta de N
. N ~
instrumentos Ay, ..., Ay, com pesos wy,...,wy (D_;_, w; = 1), entdo o log-
retorno da carteira no instante ¢ é dado por (1.16), ou seja,

N
res = log Z w;el . (11.34)
=1
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Figure 11.10: Gréficos de dispersao dos retornos de INTC, MSFT e GE.
Vamos considerar o caso simples de dois retornos, de modo que (11.34) fica

Ter = log(wie™t + wye™?). (11.35)

Como vimos no Capitulo 7, o VaR, é o p-quantil da distribuicao de r., isto

[N

p = P(rct < VaR,) = P(log(w; exp{ri:} +woexp{r2;}) < VaR,). (11.36)

Chamemos de F'(ry) e F(ry) as distribuigdes dos retornos e de F(ry,ry) a
distribui¢ao conjunta. Por (11.14), F(ry,r3) é especificada por suas marginais
e pela copula C.

Sejam 7y, ..., rp valores simulados de 7., baseados em 7" valores simulados
de 714 e ;. Entdo, o valor em risco em (11.36) pode ser estimado pelo p-
quantil empirico dos valores r1,...,7ry, como vimos na secao 7.5. A DGP é

apropriada para estimar o valor em risco. Podemos, entao, ajustar DGP as
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marginais dos retornos, estimar uma copula paramétrica, por exemplo, e obter
os valores simulados para, finalmente, calcular o VaR. Vejamos o procedimento
a seguir, por meio de um exemplo.

INTC

0.0

Figure 11.11: Graficos dos postos padronizados dos retornos de INTC, MSFT
e GE.

Exemplo 11.10. Vamos considerar uma carteira ficticia, com 70% de acoes da
Petrobras e 30% de agoes da Vale, e para calcular o VaR da carteira usaremos os
retornos dessas agoes no periodo de 31/08/1998 a 29/09/2010, com T' = 2990
observagoes. Vamos ajustar distribuigoes generalizadas de Pareto a ambas as
séries de retornos, usando a fungao gpd.tail do S+FinMetrics. A funcao gpd.fit,
usada no Capitulo 7, é outra opgao. Lembremos que, como no exemplo 7.7,
temos que selecionar os valores dos limiares para as séries, antes de estimar os
paametros da DGP. Designando os retornos da Petrobras e Vale por rpetro e
rvale, respectivamente, os comando utilizados sao:

> petro.est=gpd.tail(rpetro, lower=-0.02, upper=0.02) : # estima os parametros
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do modelo DGP; comando similar para rvale;

> tailplot(petro.est, tail="lower"): # e um comando similar com tail="upper”,
para verificar se o ajuste foi bom;

> petro.sim=gpd.1q(runif(2990),petro.est): # gera 2990 valores dos retornos
da Petrobras; comando similar para a Vale;

Com os valores simulados petro.sim e vale.sim podemos simular r.; por
meio de (11.35) e, em seguida, obter o VaR por meio do p-quantil empirico.
Aqui, nao é necessario usar cépulas. Suponha, agora, que ajustemos uma
c6pula normal, com pp = 0,4 (a correlagao entre os retornos é 0,346). A
fungao do S+FinMetrics a ser usada é a VaR.exp.sim. Os comandos necessarios
encontram-se a seguir.

> ncop=normal.copula(delta=0.4): # Ajusta uma cépula normal, pp = 0, 4;

> set.seed(123);

> u.petro=gpd.2p(rpetro, petro.est): # gera os pseudo-valores u;;

> v.vale=gpd.2p(rvale, vale.est): # gera os pseudo-valores v;;

> empcop.pv=empirical.copula(x=u.petro,y=v.vale): # calcula a cépula empirica;

> cop.normal.fit=fit.copula(empcop.pv, family="normal", plot=T): # ajusta
uma copula normal, a partir da cépula empirica;

> VaR=VaR.exp.sim(n=10000,Q(c(0.01,0.05), copula=cop.normal.fit$copula,

+ x.est=petro.est, y.est=vale.est, lambdal=0.7, lambda2=0.3): # calcula o
VaR e o CVaR a partir de n = 10000 simulacoes das marginais e da copula.

A 1ltima funcao fornece VaRg g5 = 0,033 e VaRy g1 = 0,056. Os valores do
CVaR=ES sao, respectivamente, 0,049 e 0,078, que sao valores maiores do que
os do VaR, com esperado.

11.8 Comentarios Adicionais

Na secao 11.2, introduzimos algumas medidas de dependéncia global, como
o coeficiente de correlagao de Pearson e os coeficientes de correlagao de postos
de Kendall e Spearman. Todos fornecem um tinico nimero, que descreve a de-
pendéncia entre duas varidveis. A copula fornece uma medida de dependéncia
local, ou seja, para todo par (u,v) do quadrado unitdrio I?, temos um valor
em [ = [0, 1].

Vérias medidas de dependéncia local foram definidas na literatura.
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Quadro 11.2 : Estimadores de PMV para o exemplo 11.9. ‘

Coépula de Gumbel
The method is Maximum Pseudo-Likelihood based on 1262 observations.
Estimate, Std. Error, z value, Pr(> |z|)
param  1.368256  0.01619893  84.46584 0
The maximized loglikelihood is 294.5982
Cépula de Clayton
The method is Maximum Pseudo-Likelihood based on 1262 observations.
Estimate, Std. Error, z value, Pr(> |z|)
param  0.5856541 0.02356333  24.85447 0
The maximized loglikelihood is 273.9629
Cépula de Frank
The method is Maximum Pseudo-Likelihood based on 1262 observations.
Estimate, Std. Error, z value, Pr(> |z|)
param  2.866457  0.1145294  25.02813 0
The maximized loglikelihood is 323.3839
Cépula Gaussiana
The method is Maximum Pseudo-Likelihood based on 1262 observations.
Estimate, Std. Error, z value, Pr(> |z|)
rho.1 0.5781237  0.01568472  36.85904 0
rho.2 0.3400171  0.01996401  17.03150 0
rho.3 0.4016913  0.01787757  22.46901 0
The maximized loglikelihood is 375.7089
Cépula t
The method is Maximum Pseudo-Likelihood based on 1262 observations.
Estimate, Std. Error, z value, Pr(> |z|)
rho.1 0.5877097 NA NA NA
rho.2 0.3593434 NA NA NA
rho.3 0.4224842 NA NA NA
df 6.5015810 NA NA NA
The maximized loglikelihood is 419.2701

Bairamov et al. (2003) propuseram a seguinte versao local do coeficiente
de correlagao de Pearson:

E[(X = BX|Y = y))(Y — E(Y|X = 1))
VEIX — BXIY = g)PIVE[Y — BEYIX = )2

H(z,y) = . (11.37)

para todo (z,y) pertencente ao suporte S de (X,Y’). Esta medida pode ainda
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ser escrita na forma

COV(X Y)+ Ax(y) Ay (x)

H(z,
(z.9) = VVar(X) + 2% (y)/Var(Y) + X2 (z)

(11.38)

na qual Ax(y) = E(X) — E(X|Y =vy), \v(z) = E(Y) - EY|X =2) ¢
Cov(X,Y) é a covariancia entre X e Y.
Observa-se que, se X e Y sao independentes, entao H(x,y) = 0.

Note, ainda, que dividindo-se o numerador e denominador de H(x,y) pelo
produto do desvio padrao de X pelo desvio padrao de Y, obtemos

pp(X,Y) + ox(y)py(z)
VIFek W) V1+ei(z)

onde px(y) = Ax(y)/v/Var(X), py(z) = Ay (z)//Var(Y) e pp(X,Y)

coeficiente de correlacao de Pearson.

H(z,y) = (11.39)

Exemplos de H(z,y) para distribui¢oes simétricas elipticas podem ser en-
contrados em Kotz e Nadarajah (2003), e exemplos para distribuigoes de va-
lores extremos em Nadarajah et al. (2003). A estimagao de H e extensoes
para o caso de processos estacionarios podem ser vistas em Latif e Morettin
(2010).

Outra medida local da associacao entre Y e X, préximo de X = z, é a
curva de correlacao

r) = 5(37)0)(
M) = TP mer +oiw)

zesS, (11.40)

em que f(z) = ZE(Y|X =) e 02(z) = Var(Y|X = z), sendo S o dominio
da variavel S. Esta medida foi proposta por Bjerve e Doksum (1993). Uma
critica a essa medida é que ela é funcao da variavel X somente.

Bjerve e Doksum (1993) sugerem que p(z) seja estimada via regressao linear
ponderada (veja Fan, 1993). Latif (2008) considera a fungao de correlagao para
um processo estaciondrio {(Xy,Y;),t € Z}, supondo o modelo Y; = m(X;) +
o(Xy)et, com g, i.i.d. (0,1), sendo m(+) o drifte o(-) a volatilidade. A estimagao
é feita por meio de ajuste de polinomios locais.

Para mais detalhes sobre medidas de dependéncia local, veja Latif (2008).
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11.9 Problemas

1.

Mostre que, se pp(X,Y) = 0 e se (X,Y) tiver distribuigdo normal bi-
variada, entao X e Y sao independentes.

. Mostre que pp(X,Y) é invariante sob transformagoes lineares estrita-

mente crescentes de X e Y.
Prove as relagoes (11.3)-(11.5).

Prove que, se X e Y sao PQD e se C' é a copula associada a F', entao
C(u,v) > uv, para todo par (u,v) de [0,1]%. A reciproca também vale.
Dizemos também que F' ou C' é PQD.

Funcao de concordancia. Sejam (X1,Y)) e (X, Y2) dois vetores alea-
térios com f.d. conjuntas H; e H,, mas marginais comuns, F' (de X e
Xs) e G (de Y] e Ys). Sejam C e Cy as copulas de (X1,Y7) e (X, Ys),
respectivamente.

Entao, Hy(z,y) = Ci(F(x),G(y)) e Ha(x,y) = Ca(F(x),9(y)). De-
notemos por K a diferenca entre as probabilidades de concordancia e
discordancia de (Xi,Y7) e (X3, Y3)

K = P[(X1 — X5)(Y1 — Y2) > 0] = P[(X1 — X5)(Y1 — Y2) < 0].
Entao, temos que (Nelsen, 2006):

1 1
K= K(Ohcg) == 4/ / OQ(U,U)dOl(U,U> — 1.
0 0

Prove que (11.19) decorre desta relagao, ou seja, 7 = K(C,C).

. Prove que ps = 3K(C,1I), onde C' é a cépula de (X1,Y)).

Prove que a func¢ao de concordancia K satisfaz as seguintes propriedades:

(i) K é simétrica em seus argumentos;
(ii) K é nao decrescente em seus argumentos;
(i) K(M,M) =1, KW, W) =—-1e K(II,II) = 0.

Prove que (11.9) decorre da primeira relagdo em (11.20), se X e Y sao
continuas, com cépula C.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

. Gere uma copula de Clayton com parametro = 2 e marginais normais

padroes.
Idem, com distribuigbes marginais normal padrao e t(2).

Gere uma distribuicao metaClayton, com marginais . Escolha os para-
metros de forma apropriada.

Coeficiente de Gini. Se X e Y sao v.a.s com copula C', o coeficiente
de cograduagao de Gini é definido por

1 1
ve =y = [ [ (o =1/~ fut ohac(u).
0 0

Prove que v¢ = K(C, M) + K(C,W), ou seja, 7¢ mede uma relagao de
concordancia entre C' e dependéncia monotonica (dada por M e W).

Mostre que, quando ¢ — 0, a cépula de Frank se aproxima da copula
independente.

Sejam X e Y v.a.’s continuas, com cépula Cxy e sejam ¢, ¢ funcoes
estritamente monotonicas. Prove que:

(i) se ¢ e ¢ sdo ambas crescentes, entao Cy(x)ev)(u,v) = Cxy (u,v);
(ii) se 1 é crescente e ¢ é decrescente, entdao Cyx)pv)(u,v) = u —
Cxy (u,1 —v);
(ili) se ¢ é decrescente e ¢ crescente, entdo Cy(x)ev)(u,v) = v —
CXy(l —Uu, ’U);

(iv) se ¢ e  sdo ambas decrescentes, entdo Cy(x)pv)(U,v) = u + v —
1+ny(1 —U,l —’U).

Prove que (11.6) pode ser escrita como 7 = E[sinal((X;—X5)(Y1—Y2))].

Prove que 7 = 4/(n(n — 1))PC,, — 1, onde PC,, fornece o nimero de
pares concordantes.

Considere os indices Ibovespa(Brasil) e Merval (Argentina) do arquivo
d-indices.dat. Ajuste copulas de Gumbel, Clayton e Frank e escolha a
que melhor se ajusta, segundo o critério da maxima verossimilhanca. Use
os métodos de PMV e MV.
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18.

19.

20.

Agregue as séries do problema anterior, o indice IPC (do México). Ajuste
copulas (trivariadas) Gaussiana e t. Escolha a que melhor se ajuste,
usando os mesmos métodos.

Use o método dos momentos (itau e irho) para ajustar as coépulas do
problema anterior. Compare com os métodos utilizados anteriormente

(PMV e MV).

Calcule 0 VaRg g5 de uma carteira formada por 60% de acoes da Petrobras
e 40% das agoes da Cemig, no periodo de 2/1/95 a 27/12/2000.
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Séries Usadas no Texto

As seguintes séries podem ser obtidas de http://www.ime.usp.br/~ pam/ef.html.

CEMIG-D: Pregos diarios das agoes da CEMIG, de 2/1/95 a 27/12/2000 (T =
1499).
d-cemig95.00.dat

DOW-D: Indices digrios do Dow Jones Industrial Average, de 3/1/95 a 26/11/02
(T = 1992).
d-dow95.02.dat

IBM-D: Log-retornos diarios da IBM de 3/7/1962 a 31/12/1999 (T = 9442).
d-ibm62.99.dat

IBV-D: Indices didrios do Ibovespa, de 2/1/95 a 27/12/2000 (T = 1499).
d-ibv95.00.dat

IBV2-D: Indices digrios do Ibovespa, de 04/07/1994 a 29/09/2010 (T = 4019).
d-ibv94.10.dat

PETRO-D: Pregos didrios das agoes da Petrobras, de 2/1/95 a 27/12/2000
(T = 1499).

d-petro95.00.dat
PETRO2-D: Pregos didrios das a¢oes da Petrobras, de 18/08/1998 a 29/09/210
(T = 2999).

d-petro98.10

US/REAL-D: Taxas de cambio diarias USD /Real, de 30/06/1994 a 01/07/1998
(T = 997).
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d-usre94.98.dat

VALE-D: Pregos didrios das agoes da VALE, de 31/08/1998 a 29/09/2010
(T = 2991).

d-vale98.10.dat
CBOND-M: Dados mensais dos juros do C-Bond brasileiro, de julho de 1994
a agosto de 2001 (T = 86).

m-cbond94.01.dat

IBM-M: Log-retornos mensais da IBM de janeiro de 1926 a dezembro de 1997
(T = 864).
m-ibm26.97.dat

IBV-M: Indices mensais do Ibovespa, de julho de 1994 a agosto de 2001 (7' =
86).
m-ibv94.01.dat

ICV-M: Indices mensais de custo de vida de Sao Paulo, de janeiro de 1970 a
junho de 1979 (T = 114).
m-icv70.79.dat

IPI-M: Indices mensais de producao industrial do Brasil-setor de alimentagao,
de janeiro de 1985 a julho de 2000 (7' = 187).
m-ipi85.00.dat

PFI-M: Indices mensais de produgao fisica industrial geral do Brasil, de janeiro
de 1985 a julho de 2000 (7 = 187).
m-pfi85.00.dat

SP-M: Log-retornos mensais do S&P500, de janeiro de 1962 a dezembro de
1999 (T = 456).
m-sp62.99.dat

EUDO-ID: Taxas de cambio Euro/Dolar, a cada 5 minutos, de 1/1/1999 a
31/12/2002 (T = 288860).

id-eudo99.02.dat
IBV-ID: Indices intradirios do Ibovespa, a cada 15 minutos, de 6/4/1998 a
13/8/2003 (T = 37961).

id-ibv98.03.dat

TLM-ID: Precos intradidrios da Telemar PN, a cada 15 minutos, de 2/1,/2002
a 31/3/2005 (T = 21429).
id-tel02.05.dat

TLIBM-ID: Precos intradidrios da Telemar PN, de 8/9/2004 a 10/09,/2004
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(T = 4096) e pregos intradidrios da IBM, de 01/11/1990 a 08/11/1990 (T =
4096).
id-tlibm.dat

BEV-A: Indices de pregos anuais de trigo na Europa, de 1500 a 1869 (T = 370).
a-bev00.69.dat
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