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Alguns modelos de interesse pratico:
a) Bernoulli; Binomial;
b) Poisson; Geométrica; Hipergeométrica;
¢) Uniforme; Exponencial;

d) Normal; Gama; quiquadrado; t

Caso discreto: a funcdo de probabilidade
p(X)=P(X=x)

Caso continuo: f(x) f.d.p.



Algumas Distribuigoes

Wyl o)= 11/2 exp _1(()]_#)
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Densidade de uma Variavel com Distribuicao Normal

« Centralidade = E(Y) « Simetria = E(Y-E(Y))3
* Dispersao = E(Y-E(Y))? » Curtose (caudas) = E(Y-E(Y))*
3



Forma das Distribuicoes

Distribuicao
Normal

——

Distribuicao Chi-Quadrado Distribuicao Exponencial

Quais “parametros” da distribuicao serao adotados para
investigar o problema real?

E(Y) ? Var(Y) ? ...
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Distribuicao Uniforme
(Retangular)
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0 4 -1 0

Distribuicao
Triangular



Distribuicoes Exatas

=Y.,Y,,...Y € a.a.daBernoulli(p)

.....

= Y,Y,,...Y ¢é a.a.daPoisson(A)

e—n/l (nﬂ)k

:>P(I7:k/n): Y

1912, (k) = P(nd)

Y,.,Y,,..Y € a.a.daExponencia (6)

Y
= P(I? < y): j F(ln) (nuw)""@"e""ndu = I'(n;nh)
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Distribuicao Qui-Quadrado
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Distribuicao t de Student

C(n+0/2)(, 2 S
T - - I
L se fO=p 0

= Para n>1:E(T):O Para n>2:Var(T):n/(n—2)

= Seja Z~N(0;1) e U~ y’;ZeU v.a.independentes. Entio:

/
I = ~ t

Ul/ln

n

.. ) — ) L, qe « A .
= Y,Y,...Y iid N(,u;a ), comY e s~ amédiae varianciaamostral

~ 1, — Justifique a estatistica do

s/ \/; teste “t”



Distribuicao F de Snedecor

F(n1+n2j M " ~(T2
. 2 An A3 n, :
J(w)=— w2+

"(n,/2)T(n, 12)

_ E(W) =n, /[(n,—2) Var(W) = - ?Zz (_n;; ZZ __24))2

= Seja U, ~ ;(jl e U, ~ ;(,fz ; U, eU, v.a.independerntes. Entao:
U,/n,

W= - an
U, /n, o

« Se T~t, entdo T>~ F
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Formulacao do Problema
(Classico)

“Realizacao de um

Experimento Aleatério”
Populacao — Dados
Y: Variavel Aleatoéria (Y1, Y2,..,Yn) Amostra

Aleatoria
Y=y P(y), f(y) l

PARAMETROS ESTATISTICAS
/A 7’1\' =P
U o’ n=Y 6=s

= Modelos estruturais: Y=f (X)



Estimadores e Estatisticas de Teste
» Funcao de Verossimilhanca (Fisher, 1922)

Y.,Y,,..,Y, iid f(y;6)

Ln(e)=ﬁf(n;9)

» Método da Maxima verossimilhanca

d
—logL (0)=0
A _d
= 6, 0—$10glm(9)|92@1

Solucdes numéricas:
—=Newton-Raphson

=3coring 1



Estimadores e Estatisticas de Teste
Sob Condigcoes de Regularidade

A L 0 ’ 9’
6, ~ Nlowty ) 1,25 Lioestrio)] —E{aezmgm;eﬂ

» Estatistica Razao de Verossimilhancas
B: 0=4

A=2[me(d)-mL(g,) | = #
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Propriedades de um Estimador

= Consisténcia: menor erro quadratico médio

E\|T-7(8)] =Var(T)+[z(6)- E,(D)[

= Nao Viciado: E(T) = ()

= Suficiente: P(Y/ T=t;6) = P(Y / T=t)

» Variancia Minima (na classe dos nao-viciados)
» Locacao Invariante: t(y+k)=t(y)+k

» Escala invariante: t(ky) = kt(y)

» Robustez, ReSiStéD Uteis em analises
exploratorias!
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Medidas de Posicao

Primeiro quartil: valor que deixa 25% das Q=Y

observacoes abaixo dele (3]
Segundo quartil: mediana O, = Y(g(m)]
4
Terceiro quartil: valor que deixa 75% das 0.=Y
observagdes abaixo dele T Goe)

Resumo de 5 numeros: Min QO 0O, O, Max

» S 1 1 1
Trimédia = ZQl +§Q2 +ZQ3
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Outras Méedias

Média Geométrica

Y, =4Y,Y,..Y,
Média Harmonica

n 1 1 |
— = i Fo..+—
Y, Y Y, Y
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Média Geométrica
Y, =1YY,..Y,

— Média Proporcional, Média das Taxas, das Razdes

Ex. Taxa Média de Lucro
2000 2001 2002
R$ 500 650 900

N J N J
Y Y

650 900 7 _\/650 900 _ 134
500 650 500 650

G =

16



Média Geomeétrica

Ex. Epidemia de Gripe

| 1°Dia 2°Dia  3°Dia
# Casos ‘ 12 18 48
\ J \ J
Y Y
18 48
12 18

12 Dia — 2° Dia : # de casos de gripe foi multiplicado por 18/12
2°Dia — 3° Dia : # de casos de gripe foi multiplicado por 48/18

Calcule a Média geométrica destas duas taxas de crescimento?

Estime o nUmero de casos para 0 4° e 5° Dia, assumindo que o padrao
de contaminag¢ao se mantém constante. 17



Valoriza a regularidade (harmonia) = € a média das acoes de varios
individuos, desenvolvidas quando ocorre a colaboracao de uma acgao
com as outras.

_ 10km 10km
Ex. Velocidade Média

_ > >

60km/h 40km/h

1 11 1
—_— — +_ — 48 km/h v L)

VH — 20km em 25i%in




Harmonico Global
1 1 1

1
H Y Y, Y

n

Harmonia e Matematica

Ex. Uma pessoa demora 6h para construir um muro e outra leva 9h.
Pondo-se as duas pessoas trabalhando juntas em quanto tempo o
muro estara pronto?

H=3,6h = 3h 36 min
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Comparagao entre as Médias
Y, <Y <Y

YH + Y quando os valores da variavel ndo diferirem muito

Vo ==
Aluno | P1 P2 P3 Y Ye VY
A1 / / / 7/ / /
A2 6 8 / /7 6,95 6,90
A3 4 10 / /7 6,594 6,08

20



Média Harménica ou Média Aritmética

=
(=]

wuf

E-

(%]

-

1] 1 2 3 a4 ] 6 T B ) 10
Nota da 5° avaliagio

Simulacado: Dados={6 6 6 6 5a Nota variando entre 0-10 }
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Graficos de Linha — Séries Temporais

40 -
35 -

30 -

Valor em US$

25 -

20 \ I
15/12 29/12 12/1 26/1 9/2 23/2 8/3

Dias



Médias Moveis Simples

Série temporal com nobservacoes: Y1 Y2 .. Yn

Média Movel com amplitude k
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Periodo Vendas (Y1)
1 19
2 45
3 32
4 40
5 23
6 49
7 38
8 44
9 27
10 52
11 42
12 48
13 32
14 56
15 46
16 52

Vendas (Yt)

- D W b O D
O O O O O O O

* AAM/\/

| oV

0 10 15
Periodo

20
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Periodo Vendas (Yt) MM(h=4)

1 19

2 45

3 32

4 40 34
5 23 35
6 49 36
7 38 37,5
8 44 38,5
9 27 39,5
10 52 40,25
11 42 41,25
12 48 42,25
13 32 43,5
14 56 44,5
15 46 45,5
16 52 46,5

Vendas

60

Alisamento da Série

40 -
20 -

5 10

Periodo

15

20

25




Outras Méedias
Média Quadratica

17Q=% ' D D, =(y,-7)
j=I1
Média Absoluta
Y, = \D\ D, =y -Y

e ainda existem outras propostas ...

26



Exemplo 2: Considere as notas de um teste de 3 grupos de alunos

Grupo 1: 3,4,5,6,7 Grupo 2:1,3,5,7,9 Grupo 3: 5,5,5,5,5

I T T S

G1 | ] | |
* * * * *

G2 | | | | | |

G3 | } |

0 5 10

Temos: x,=x,=x,=5 € md\=mdy=mdy=5

27



Medidas de Dispers?

Finalidade: encontrar um valor que resuma a
variabilidade de um conjunto de dados

Amplitude (A):

A = madx - min

Para os grupos anteriores, temos:
Grupol, A=4
Grupo2, A=38
Grupo 3, A=0

28



e Variancia

Var(x) = (x, —X) + (x, —X) +...+ (x, —X)° _ Z”: (x, —X)°
= n

n

e Variancia amostral:

\)
I’l—l =1 I’l—l

* Desvio padrio:

Desvio Padrio = s = +/Variancia

» _ (4 =X)"+ 05 =X +..+(x, —X)° :i(xi —X)’

29



Calculo para os grupos:

G1: 52 =(3-5)24(4-5)%2+ (5-5)%+ (6-5)%+ (7-5)?
4
— 2=10/4=2,5 =>s=1,58

G2: 52 =10 = s=3,16

G3:5°=0=s5=0

30



Férmula alternativas:

ZX —nX
2

q° — I=
(n—1)

Em G1: XX*=9+ 16 + 25 + 36 +49 = 135

= $2=135-5%(5)*=2.5
4

31



* Coeficiente de Variacdo (CV)

- ¢ uma medida de dispersao relativa
- elimina o efeito da magnitude dos dados
- exprime a variabilidade em relagao a média

CV = %100 %
X

32



Exemplo 3:

Altura e peso de alunos

Médi Desvio Coef. de
cdia Padrao Variacao
Altura 1,143m 0,063m 5,5%
Peso | 50 kg 6kg 12 %

Conclusao: Os alunos sao, aproximadamente,
duas vezes mais dispersos quanto ao peso do que
quanto a altura.
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Exemplo 4:

Altura (em c¢m) de uma amostra de recém-
nascidos e de uma amostra de adolescentes

. Desvio Coef. de
Meédia - .~
padrao variacao
Recém-nascidos 50 6 12 %
Adolescentes 160 16 10 %

Conclusao: Em relacao as médias, as alturas dos
adolescentes e dos recém-nascidos apresentam
variabilidade quase 1guais.
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e Desvio Médio

dm(x) :%lz::‘xi—)_c‘

35



* Desvio mediano absoluto (uma medida
robusta em relacdo a mediana)

dma(x) =md ... |x,—md (x)|

*Varidncia aparada (S%(a.))
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[ntervalo-Interquartil:

E a diferenca entre o terceiro quartil e o
primeiro quartil, ou seja, 03 - O1.

Dados: 1.9 2,0 2,1 2,5 3,0 3.1 3,3 3.7 6,1 7,7
01=2,05 e 03=49

03-01=49-2,05=2,85
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Para uma dist. Normal:

IQ=1,3490

Um estimador do desvio padrao populacional

S*=1Q/1,349

38



Medidas de Variabilidade

Consisténcia
‘ IQ — Q3 _ Q1
Y, ~ N(u;l) = EQ)=2#qgnorm (3/4) =1,3490
— 10 Assegurar consisténcia
1,3490

m) MAD = Mediana j{‘Yj—Qz‘}

o
Y. ~Nlu:o° E (MAD )= = 1,4826 o
/ ('U ° ) ~ ( ) gnorm (3/4)

= 1,4826 MAD Multiplicagdo por um fator de
escala para assegurar
consisténcia

39



Medidas de Variabilidade

AV =Y., - Y, — Amplitude de Variagdo (“Range”)
10 = Q_o, -0, = Intervalo Inter-Quartil

IZ ()’ -5 = Variancia (um.2) = s
n —

— ;Z ‘YJ. — )7‘ — Desvio Médio Absoluto
dma = Mediana j {‘YJ- — Qz‘ } — Desvio Mediano Absoluto

CV = Y:X 100 % = Coeficiente de Variacao (adimensional)

40



Corparacao entre Estimadores de Escala

Scores de desempenho escolar de estudantes da zona rural e urbana

Rural Urbano
Ind. Yj Y(j) | Y(J) - Qg | Ind. Yj Y(J) | Y(j) - Qg |
1 800 500 312 1 900 675 225
2 974 700 112 2 803 751 149
3 500 725 87 3 1145 765 135
4 725 765 47 4 900 803 97
5 812 794 18 5 1225 825 75
6 794 800 12 6 751 850 50
7 765 812 0 7 825 900 0
8 900 826 14 8 1070 900 0
9 826 850 38 9 1128 1070 170
10 700 850 38 10 1080 1080 180
11 850 900 88 11 675 1128 228
12 945 945 133 12 850 1145 245
13 850 974 162 13 765 1225 325
Média=803.15 Mediana=812 Média=932.08 Mediana=900
s=120.37 Q=85 s=176.58 Q=277
AD=81.62 MAD=47 AD=144.54 MAD=149

* 0s valores de MAD indicam uma grande variabilidade entre os desempenhos dos
estudantes da zona urbana. Entre os estudantes da zona rural ha mais

homogeneidade

41



Estimadores de Escala
Medidas de Variabilidade

Scores de desempenho escolar de estudantes da zona rural e urbana

Medida Rural Urbano U/R

S 120.37  176.58 (1.47 > s éinfluenciado
AD 81.62 14454 177  pelovalor 500
MAD 47 149 3.17 ,

Q 85 277 RoE || SRS
S' 82.20 1/76.58 2.15

= |Q: aparar 50% das obs parece ser muito

— Escolha apropriada do estimador de escala nao é simples

42



Graficos de Simetria para os dados do Score de Estudantes

Rural

Urbana

350
300
250
= 2001
€ 1501
1004

50+

Scatterplot of (Q2-Y)r vs (Y-Q2)r

T T T
0 20 40 60 80 100 120

(Y-Q2)r

T
140

T
160

T
180

(Q2-Y)u

250

200+

100

50

Scatterplot of (Q2-Y)uvs (Y-Q2)u

T T T T T T T T T T T
50 100 150 200 250 300
(Y-Q2)u

T T
350

= Transformacoes para garantir simetria: transformacoes poténcia

Y = kY’
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Estimadores de Escala
Medidas de Variabilidade

Calcule as medidas s e MAD para as amostras a seguir:

Amostra1 Amostra 2

0 0
1 0
2 2
3 3
10 4

— Note que na presenca de obs atipicas (irregularidades locais
nos dados) a escolha do estimador de escala nao € simples.
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mparacao de Estimadores de Escala

Estudos de Simulacao (n=20) Grau crescente de

Valor esperado do estimador (8000 “runs”) contaminagao para
caudas pesadas
—
stimador 20 N(0;1) 19 N(0;1), 1 N(0;100) 20 N(0;1) / U(0;1)
0.98 2.23 23.26
AD 0.64 0.68 1.51
Q 1.35 1.41 3.25

- = 5 ¢ mais sensivel a caudas pesadas
AD e 1Q sao mais resistentes
mpararar estimadores = comparar suas variancias (precisao)

Adotar a variancia do In do estimador, V(In T), que tem boas
priedades de invariancia

Var[In (kKT) |=Var[In (T)+In (k) |=Var[In(T) ]



Estimadores de Escala

Estudos de Simulacao (n=20)
Valor da Var [ In (estimador) ] (8000 “runs”)

Estimador 20 N(0;1) 19 N(0;1), 1 N(0;100) 20 N(0;1) / U(0;1)

S 0.026 0.271 1.1

AD 0.032 0.085 0.634

MAD 0.074 0.071 0.105

1Q 0.063 0.062 0.115

Minima Var < 0.026 0.029 0.099
Limite de Cramer-Rao t .

Simulacéao

Eficiéencia dos estimadores (razao entre variancias)

Estimador 20 N(0;1) 19 N(0;1), 1 N(0;100) 20 N(0;1) / U(0;1) Trieficiéncia

S 100 11 9 9

AD 81 34 16 16

MAD 35 41 94 35
aa> 41 47 86 41

1Q e um estimador robusto e teve a maior eficiéncia relativa (trieficiéncia)



