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 aula 02 

Agregação de Retornos 

O log-retorno de período k (agregação temporal dos 

retornos) 

 

Agregação cross-section (transversal), para diversos ativos 

de uma carteira de investimentos, c: 

 

Suponha que esta contenha N instrumentos A1, . . . ,AN, com 

pesos w1, . . . ,wN, com ∑wi = 1.  

 

Denotemos por Ri os retornos simples e por ri os log-retornos 

desses ativos, i = 1, . . . ,N.  

 

Se P0 indicar o preço inicial da carteira, após um período 

teremos, para retornos continuamente compostos, 

 

 

 



O retorno simples da carteira é 

 

No caso de composição discreta teremos 

 

 

O retorno simples é uma soma ponderada de retornos 

simples, no caso de composição contínua, e uma soma 

ponderada de log-retornos, no caso de composição discreta. 

 



 

 

 

Para agregação temporal é mais conveniente trabalhar 

com log-retornos, enquanto que para agregação cross-

section os retornos simples são mais convenientes. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Exemplo. Na Figura 1.5 (a), temos os índices mensais do 

Ibovespa, enquanto que na Figura 1.5 (b) temos os 

respectivos retornos, no período de junho de 1994 a agosto 

de 2001, com T = 86 dados (arquivo m-ibv94.01.dat). Esses 

retornos mensais são obtidos usando-se a fórmula,  

 

 
 

ou seja, somando-se os retornos diários. Observe que 

obtemos uma série mais suave, ou seja, com menor 

variabilidade do que a série de retornos diários. 

 

 

 

 



 

 

 

 

 



Distribuição de Retornos 

Considere uma série de retornos {rt, t = 1, . . . , T}, 

observados em instantes de tempo igualmente espaçados. 

Essa série pode ser considerada parte de uma realização de 

um processo estocástico {rt, t ∈ Z}, onde Z ={0,±1,±2, . . 

.}. O processo estará especificado completamente se 

conhecermos as distribuições finito-dimensionais 

 

para quaisquer instantes de tempo t1, . . . , tn e qualquer n 

≥ 1. 

 

Caracterizar o processo por momentos até determinada 

ordem, como a média e a função de autocovariância 

 

 

Outras suposições simplificadoras podem ser introduzidas, 

como condições de estacionariedade, ergodicidade ou 

normalidade do processo. 

 

Os preços Pt em geral não são estacionários, ao passo que 

os log-retornos o são, donde o interesse nesses últimos. 

Todavia, a suposição de normalidade dos log-retornos, em 

geral, não é válida.  

 



se tivermos N ativos com retornos rit em T instantes de 

tempo, teríamos que considerar as distribuições 

 

que usualmente podem depender de outras variáveis e 

parâmetros desconhecidos. 

 

O estudo dessas distribuições é muito geral e há necessidade 

de introduzir restrições. Por exemplo, podemos supor que a 

distribuição é a mesma para todo instante de tempo 

(invariância temporal). 

 

As distribuições finito-dimensionais 

 

Podem ser escritas como (tomando-se ti = i, i = 1, . . . , n e 

omitindo a dependência de F sobre esses tempos): 

 

Uma hipótese muitas vezes formulada é que os retornos são 

temporalmente independentes, ou seja, não são previsíveis 

usando retornos passados. Nessa situação, teremos que 

 

 

 

Ergodicidade é uma propriedade mais difícil de estabelecer. 

Basicamente, um processso é ergódico se pudermos estimar 



características de interesse (média, autocovariância etc) a 

partir de uma única trajetória do processo. Assim, um 

processo é ergódico na média se a média amostral convergir, 

em probabilidade, para a média verdadeira do processo. 

 

Uma outra suposição que às vezes é feita sobre a distruição 

dos retornos é que esta seguiria uma distribuição estável. 

 

 

A função de distribuição de 

  

depende, em geral, de co-variáveis Y e de um vetor de 

parâmetros, Ɵ, que a caracterizam. Supondo retornos com 

distribuição contínua, podemos obter a função de 

verossimilhança e, a partir dela, estimar Ɵ. 

 

 

 

Podemos considerar N ativos ao longo do tempo, r1t, . . . , 

rNt, 

 



O interesse reside no estudo das distribuições condicionais 

. 

 

Há vários dispositivos gráficos que podemos utilizar para 

avaliar a forma da distribuição dos retornos: o histograma, 

estimativas da função densidade e gráficos quantis-quantis 

(os chamados “Q×Q plots”). 

 

Histogramas 

A partir dos dados x1, . . . , xn o histograma pode ser definido 

por 

 

 

Críticas: 

• o comportamento do histograma depende da escolha 

de h e da posição inicial da grade,  

• informação é perdida, pois substituímos xi pelo ponto 

médio do intervalo ao qual ele pertence. 

 

Para evitarmos estas dificuldades, estimadores mais suaves 

da densidade f(x) podem ser usados.  

 

Um dos mais utilizados substitui retângulos por uma função 



núcleo (“kernel”) mais suave, obtendo-se 

 

 

 

 

 

Q×Q Plots 

 



 

 

 

 

 

 



 

 

 



 

 


