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Tendéncia e Sazonalidade
Suaviza¢ao

Quando supomos que a tendéncia possa ser
representada por um polindbmio de baixo grau, isto
implica que usamos todas as observacoes {Z;, t = 1, ..., N}
para estimar o polindmio.

A idéia de se usar algum tipo de suavizacdo é gque a
tendéncia num instante t sera estimada usando-se
observacoes Z;, com s ao redor de t para estimar T.

Exemplo: usamos as observacoes Zi-n, Zi-n+1, . . . ,Zt+n para
estimar T;.
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Métodos de suavizagao:
1) Médias Moveis

usar um filtro linear, uma operacao que transforma a
séries Z; na série Z*:

Zr=F[Z], t=1,....N.

Do modelo:
Zt = Tt + at,
temos:

Z; =T + . (3.13)

onde 17 = F[13],a; = Fla:]. Queremos que F seja tal que 17 ~ T e E(af) =0,
de modo que, suavizando-se as observagoes Z;, obtenhamos F[Z;| = Z; ~ T;.

Dadas jas observagoes Zi., ..., Zy| o filtro F comumente utilizado é da forma

Zr = ¢jZyyy, t=n+1...,N—n, (3.14)

j=—n

onde E?:_ﬂ ¢; = 1| Observe que perdemos n observagoes no inicio e n no final
da série original. Z] serd uma estimativa da tendéncia no instante ¢ e também
dizemos que (3.14) é um filtro de Imédias mdveis] O caso mais simples ¢ aquele

em que| c; =1/(2n+ 1)1 para todo j, de modo que

* 1 - ‘

j=—n



Temos:

n
Zr = Z ¢jZivj, t=n+1...,N—n,
j=-n
T T
sk
t = Z Cilttj = Z Cj[Tivj + argj] = Z Ciltyj + Z Cjltsys
Jj=—n Jj=—n Jj=—n
ou seja,
mn
Zi =) ¢Tisj +af, (3.16)
j=—n
na qual

a; = Z Cilyj. (3.17)

j=—n

Como E(aj) =0, pois F(a;) = 0, para todo t, segue-se que
Z ;T ~ Z ¢;Ty = E(Z), (3.18)
J__'Tl J__n

dado que Ti,; ~ T}, supondo-se a tendéncia “suave”. Assim, a série original e a
série suavizada tem praticamente a mesma média, para cada t. Por outro lado,

Var(a}) = o2 Z c_?, (3.19)

j=—n

dado que Var(a;) = o2, constante. Comq Var(Z;) = o2 |e |Var(Z;) = Var(a;*)
segue-se de (3.19) que a série snavizada terd uma variancia menor se > 77~ ¢ <

1, Vj. Entretanto, o filtro (3.14) introduz pma correlagao nos residuos| De fato,

nossa suposicao era que F(a, as) = 0, s # t. E facil ver (Problema 4 do Capitulo
2) que

Elata _ a, Zg:—n+h CiCj—h, g LA 3.20
(U't at+il) { 0’ h, — Qn + 1’ L ( )



A série livre de tendéncia serd Zy — Z) e E(Z; — Z7) representa o viés de
estimacao, dado por

U(t) = T(IL) — i: (:jTt+j: (321)

Jj=—n

e como vimos, v(t) = 0, ja que E(Z)) =~ E(Z;).
O erro quadratico médio do estimador é

E(T, — Z;)? = Var(Z) + v*(t) =00 > & +0*(1), (3.22)

Jj=—n

Problema: escolhe de n.

Idéia: escolher n de modo que (3.22) seja 0 menor
possivel.

Para dados mensais, usualmente tomamos meédias
moveis de 12 observacdes sucessivas.

3 desvantagens principais neste processo de suavizacao:
(i) inferéncias estatisticas derivadas do método sao limitadas, dado que ele nao
é baseado em nenhum modelo probabilistico;

(ii) nao podemos obter as estimativas da tendéncia nos instantes t = 1,...,n e
t:}\‘rf‘fl*kl,...,i?\rr;

(iii) nao fornece um meio de fazer previsoes.



Exemplo 3.2. Para ilustrar o procedimento, consideremos os dados da Tabela
3.1 en=1em (3.15), ou seja, teremos médias méveis centradas de trés termos

1
1
Z,;“:g Y Ziy t=2.3,....23
j=—1

Assim,

84,6 + 89,9 + 81,9

3 = 85,5, etc.

1
Z; = g(Z1+ZQ+ZS) =

Exemplo 3.1. Na Tabela 3.1 apresentamos parte dos dados da série A5 (Energia).
Sao 24 observagoes, referentes aos anos 1977 e 1978 e arredondadas. Notamos que,
para este periodo, um polinomio de primeiro grau é adequado para representar 7}.

Tabela 3.1: Série As - Consumo de Emnergia Elétrica no
Espirito Santo, jan./1977 a dez./1978

t Zt t Zt

1 846 |13 1103
2 89,9 |14 1181
3 81915 1165
4 95416 1342
5 91,2 |17 134,7
6 89,8 |18 144,8
7 89,7|19 1444
8 97,920 1592
9 1034 |21 1682
10 1076 | 22 1752
11 1204 | 23 1745
12 1096 | 24 173,7

Fonte: Série As

Assim,
84,6 + 89,9+ 81,9

3
Os valores estimados estao na Tabela 3.3, juntamente com a série ¥; = Z; — Z;,

livre de tendéncia. Dado o modelo (3.3) esta série deveria ser um ruido branco.
Verifique se isto acontece.

= 89,9, etc.

1
Z_;_‘ — ;;‘(Z[ + Z-g -} Z;;) =



Tabela 3.3:  Estimativas da tendéncia (Z;) e da série livre de tendéncia, para
os dados da Tabela 3.1, utilizando o método de suavizacao. AZ; é

o . 12) L1 ,
a primeira diferenca, Zt( ) ¢ a média mével centrada de 12 meses

5 s - e
e Zt( ) ¢ a mediana movel centrada de 11 meses.

t oz oz vy, z9 ZU Az
1] 846 E - - -
2 899 855 44 - - 53
3 819 891 -7.2 - - 80
4] 954 895 59 - - 135
51 912 921 -09 - B
6 %98 902 -04 - 912 -14
70897 925 28 974 954 0.1
8 979 970 09 993 979 82
91034 1030 04 1019 1003 5.5
10| 1076 1105 -29 1049 1034 42
111204 1125 7.9 1084 1076 128
1211096 1101 -05 1125 1096 -10.8
1311003 1093 -9.0 1170 1165 -9.3
14 1181 1116 65 1219 1181 178
15| 1165 1229 -64 1271 1204 -16
16| 1342 1285 57 1327 1342 177
17 | 1347 1379 -32 1377 1347 05
18| 1448 1413 35 1426 1444 10,1
19| 1444 1495 5.1 _ 1448 04
20 | 159.2 1573 1.9 - - 148
21 | 1682 1675 0.7 - - 90
22 | 1752 1726 2.6 - - 70
23 | 1745 1745 0.0 - - 07
24 | 1737 - - - 08
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Figura 3.1: Gréfico de Z; (linha cheia), Z; (linha pontilhada) e 7, (linha
tracejada).

Se o nimero de termos que entram nalmédia movel for par| entao estaremos
estimando a tendéncia para um valor 7; cujo indice nao coincide com um dos
instantes de tempo considerado. Assim, considerando-se a média dos quatro
primeiros valores, estaremos estimando a tendéncia T} para t = (2 + 3)/2 = 2,5.
Para centrar em um instante de tempo dado, considera-se cada termo da média
movel como uma média movel de médias de duas observagoes sucessivas.

Por exemplo, para médias méveis de doze observagoes, tomamos

1
B = Y {Zs6+2Zs 5+ +2Z5+ Ziye}

t=17,8,...,12p + 6, sendo a série observada durante (p + 1) anos.



Exemplo 3.3. Para ilustrar o procedimento, consideremos novamente os dados
da Tabela 3.1. Neste caso, a primeira média mével de doze observacoes é

1 (Z1+2y Za+ Z3 Zn+ 2w Zio+ Zi3
L0 _ 1
¢ 12 2 T 2 T 2 " 2

1
= ﬁ{Zl +2Z3 +2Z3+ -+ + 2212 + Z13}

e a ultima é dada por ng). Os valores de Zflz), t=7,...,18, estao na Tabela
3.3.

Neste caso, perdemos seis observacoes em cada extremo da série observada.
Estimativas da tendéncia para os instantes iniciais e finais podem ser obtidas
por uma extensao do método exposto. Nao trataremos deste assunto aqui. Veja
Kendall (1973) para detalhes.

2) Médiana Moveis

Em vez de tomar médias méveis, dadas por (3.14), podemos calcular medianas

’ . . . n ’
moveis. Assim, o valor suavizado Zt( ) serd

Zf") = mediana(Zi—n, Zt—n+1, - -+ y Lt+n)- (3.23)
Se Z; seguir o modelo (3.3), entao Z,("') serd uma estimativa da tendeéncia no

instante t e é denominada mediana movel centrada de ordem 2n + 1.

Exemplo 3.4. Para ilustrar o procedimento, vamos calcular medianas moveis
utilizando os dados da Tabela 3.1 e n = 5. A primeira mediana movel é

Z(()S) — mediana(Zl, Z2, Z3, ety Zl(_), le) — 91, ok

.
D ~
Os valores de Zt( ), t = 6,...,19 estao na Tabela 3.3. Podemos observar a
¢ i1 servacoes em cada extrer
yerda de cinco observacoes em cada extremo da série



3) "LOwess"
Locally regression scatter plot smoothing.

Isto significa que a suavizacao € feita através de
sucessivos ajustes de retas de minimos quadrados
ponderados a sub-conjunto de dados.

Suponha que queiramos obter o par (z;, Z i), onde Z, ¢ o valor suavizado
de Z;; no caso de uma série temporal Zi,...,Zy, os pares sao representados
por (t;,Z;) onde t; é o instante em que Z; é observado. A Figura 3.2 ilustra o
procedimento. Consideramos uma faixa vertical centrada em (t;, Z;), contendo
g pontos (na figura, ¢ = 9). De modo geral, escolhemos ¢ = [pN], onde p é a
proporc¢ao de pontos na faixa, 0 < p < 1. Quanto maior o valor de p, mais suave
sera o ajustamento.

Zt

Figura 3.2: O procedimento lowess.



Definimos pesos para os pontos vizinhos de (t;, Z;), dentro da faixa, de modo
que este tenha o maior peso e os vizinhos tenham pesos decrescentes, a medida que
t se afasta de ¢;. Usamos uma funcao peso simétrica ao redor de ¢;, denominada
triciibica, dada por

1333
h(u) = {(1 ul*)*, e ful <1 (3.24)
0, caso contrario

e o peso atribuido a (ty, Z;) serd

bt =1 (21, (3.25)
d;

onde d; ¢é a distancia de t; ao seu vizinho mais afastado dentro da faixa, veja a
Figura 3.3. Ajustamos entao uma reta aos ¢ pontos, Z =a + bt + <, onde a e b
sao estimados pelos valores que minimizam

N

Z hj(t,z,-)(Zk —a — btk)Q.

k=1

O valor suavizado de Z; é

~

Zij=a+0btj, j=1,...,N. (3.26)
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Figura 3.4: (a) funcao biquadratica; (b) funcéo tricibica



Se tivermos valores discrepantes (outliers), podemos utilizar um procedimento
“robusto”. Calculamos os residuos

e um grafico de dispersao destes residuos no tempo mostrara os valores discre-
pantes. Definimos novos pesos, baseados nos valores dos residuos, de modo que
pontos com [residuos grandes tenham pesos pequenos e vice-versa.| Estes novos

pesos robustos sao dados pela fungao biquadratica

1 —|ul?)?. selul <1
gty = { {1 I el < (327
, caso contrario.

Figura 3.3: Associacao de peso a (t;,Z;)



Seja m a mediana dos valores absolutos dos residuos, |r;|. O peso robusto
atribuido a (tg,ry) é

g(te) =9 (g—;) : (3.28)

Note que se r; for muito menor do que 6m, o peso sera proximo de um e sera
proximo de zero, caso contrario. A razao de se utilizar 6m estda no fato de que
se os residuos fossem normais, entao m ~ 2/3 e 6m =~ 4o, ou seja, para dados
normais, raramente teremos pesos pequenos.

Finalmente, ajustamos uma nova reta aos ¢ pontos, atribuindo a (tx, Zr) o
peso hj(tr)g(tr). Segue-se que se (i, Z.) for discrepante, rj sera grande e o peso
final serd pequeno. O procedimento deve ser repetido duas ou mais vezes (em
geral, procedimentos robustos envolvem iteragoes).

Exemplo 3.5. A Figura 3.5 mostra os valores suavizados para os dados da
Tabela 3.1 (Energia) usando a fungao lowess da biblioteca stats do Repositorio
R, com f =2/3 e 1/3, iter=3. Esta rotina executa o procedimento robusto com
tres iteragoes (“default”).
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Figura 3.5: Uso do lowess com (a) p =2/3 e (b) p=1/3 para a Série Energia.
Série (linha cheia), lowess (circulos)



4) Diferencas

Considere T; representada por um polinbmio, entao
tomando-se um numero apropriado de diferencas
obteremos uma constante.

Por exemplo:

Tf, — /80 + ,Bltﬁ
ATy, = T, -1, 4= (ﬁ() -+ ,Blt) — [,B() + 51 (t — 1)] = 3.

Ou seja, uma diferenca elimina uma tendéncia linear.
E facil ver que se T; for dada por (3.4), entao

d'B8; .sem=d
AT = TP 2
‘ { 0 ,sem < d. (3.29)

Ou seja, dado o modelo (3.3), tomando-se d diferencas, obtemos

Az = AT, + A, (3.30)

onde AT, é dado por (3.29) se T; for um polinémio de grau m. Temos que, neste
caso,

d et “n 1 —
E(Ad’Zt) _ {A T, = constante, se m =d (3.31)

0, se m < d,

Consideremos, por exemplo,
Zi = By + it + as,
onde a; é ruido branco. Entao,

AZ, = ﬁl +ar —ay_q.



Se o numero de diferencas for menor que m, entao ainda resultarda um processo
com tendéncia, que serda nao estacionario. Por exemplo, se

Zy = Bo+Bit+ Pot® +a,
AZy = 1 — P2+ 2Bst +ar —a—1 = B+ it + ar — ar—1,

que tem uma tendéncia linear. A segunda diferenca A?Z; serd estaciondria.
Chamando af = A%, pode-se demonstrar (veja Anderson, 1971) que

2d (2d)!
3 * . 2 s
Var(ay) o ( d) o; @7 (3:32)
2 s( 2d
C >i<A * ' — O.(L(_]‘) ((1+S) s SZO’ 1’...,d5 3.33
ovla.at) = {7 B el (333)

o que mostra que, tomando-se diferencas, introduz-se correlacao nos residuos.

Concluimos que, tomando-se uma diferenca, elimina-se uma tendéncia linear,
se 0o modelo for aditivo (e elimina-se uma tendéncia exponencial, se o modelo
for multiplicativo, da forma Z; = T;a;). Como séries econdmicas geralmente tém
um crescimento exponencial, frequentemente o procedimento mais adequado para
estas séries é tomar

AZ! = Alog Z;, (3.34)

isto ¢, a diferenca do logaritmo da série original.
Se a série temporal sob consideragao nao tiver um comportamento explosivo
(sua nao estacionariedade for do tipo homogéneo, como definido anteriormente),

uma ou duas diferencas sera suficiente para se obter estabilidade ou estacionari-
edade.



Exemplo 3.6. Retomemos o Exemplo 3.1 e calculemos a série de diferencas, ou
seja, AZy = Zy — Zy—1. Os valores estao na Tabela 3.3 e o grafico de AZ; na
Figura 3.6. Observe-se o carater “mais estacionario” de AZ;.

Notemos que, tomando-se uma diferenca da série Z;, estamos na realidade
utilizando um filtro do tipo descrito na se¢ao anterior, onde os coeficientes ¢; sao
dados por

Cj = i " ] =i
0 , para os demais valores de j.

O mesmo pode ser dito de A?Z; e, em geral, de AZ;, para um d inteiro
positivo qualquer.



0 _|
2
o _|
=

©

D o -

o)

o

o)

©

T By -
. _
I
o
=
I

Time

Figura 3.6: Primeira diferenca da Série Energia, jan./77 a dez./78.



Tabela 3.3:  Estimativas da tendéncia (Z;) e da série livre de tendéncia, para
os dados da Tabela 3.1, utilizando o método de suavizacao. AZ; é

o . 12) L1 ,
a primeira diferenca, Zt( ) ¢ a média mével centrada de 12 meses

5 s - e
e Zt( ) ¢ a mediana movel centrada de 11 meses.

t oz oz vy, z9 ZU Az
1] 846 E - - -
2 899 855 44 - - 53
3 819 891 -7.2 - - 80
4] 954 895 59 - - 135
51 912 921 -09 - B
6 %98 902 -04 - 912 -14
70897 925 28 974 954 0.1
8 979 970 09 993 979 82
91034 1030 04 1019 1003 5.5
10| 1076 1105 -29 1049 1034 42
111204 1125 7.9 1084 1076 128
1211096 1101 -05 1125 1096 -10.8
1311003 1093 -9.0 1170 1165 -9.3
14 1181 1116 65 1219 1181 178
15| 1165 1229 -64 1271 1204 -16
16| 1342 1285 57 1327 1342 177
17 | 1347 1379 -32 1377 1347 05
18| 1448 1413 35 1426 1444 10,1
19| 1444 1495 5.1 _ 1448 04
20 | 159.2 1573 1.9 - - 148
21 | 1682 1675 0.7 - - 90
22 | 1752 1726 2.6 - - 70
23 | 1745 1745 0.0 - - 07
24 | 1737 - - - 08




Testes para tendéncia
Pode ser feito de 2 maneiras:

a) Antes da estimacao de Ty ;
b)Depois de obter uma estimativa de T..

Ho: A1 = 0. (ndo existe tendéncia);

Ha: 1 >0, (existe tendéncia crescente)

Verificar se existe componente de tendéncia na série
antes de aplicar qualquer procedimento para sua
estimacao.

Se existisse outra componente (como S;) na série, além
de Ty, teriamos de elimina-la antes de testar a presenca
de Tt.

Esta observacao também vale para o caso em que
qguisermos testar a presenca de S;: teremos de eliminar,
antes, T;.

Observacao: testes devem ser utilizados com cautela e,
em geral, sao pouco poderosos para detectar alternativas
de interesse.



Teste de sequéncias (Wald-Wolfowitz)

Considere as N observacoes Z;, t = 1,..., N, de uma série temporal e seja
m a mediana destes valores. Atribuimos a cada valor Z; o simbolo A, se cle
for maior ou igual a m, e B se ele for menor que m. Teremos, entao, N =
(ny pontos A) + (n2 pontos B).

As hipoteses a serem testada sao:

Hy: nao existe tendencia,

Hy: existe tendéncia,
e a estatistica usada no teste ¢é
T} = numero total de sequéncias (isto é, grupos de simbolos iguais)

Rejeitamos a hipdtese nula Hp se ha poucas sequéncias, ou seja, se T for
pequeno. Para um dado a, rejeitamos Hy se 71 < w,, onde w, é o a-quantil
da distribuicao de 17, que é tabelado. Veja, por exemplo, Tabela 23 de Conover
(1980).

TABLE B.10  (Continued)

One-tailed Alternative; o = 0L.05

3

"y 2 3 4 5 6 T a 9 10 Il 12
b - 2 3 3 k) 4 4 4 5 5 ]
- - 9 10 11 11 12 12 12 13 13

7 - P 3 3 4 4 4 5 5 5 &
- - 9 [0 11l 12 13 13 13 14 14

8 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 6
- - - | 12 13 13 14 14 15 15

9 2 2 3 4 4 5 5 & i 6 7
- - - 11 12 13 14 4 15 15 16

10 2 3 3 4 3 3 6 4] ] 7 7
- - - 11 12 13 14 15 16 16 17

11 2 3 3 4 5 5 6 6 7 7 8
- - 13 14 15 15 16 17 17

12 2 3 4 4 5 6 6 7 7 8 g

13 4 15 16 17 17 18



Para|n1 ou n9 maior que 20 |p0demos usar a aproximagao normal, isto é,
Ty ~ N(p,0%), onde

2n1n2
= ik
/"I’ N + Y
- 2n1na(2ning — N)
N2(N —1)

Exemplo 3.5. Vamos considerar o teste de sequéncias para os dados da Tabela
3.1. A mediana é m = 113,4, n; = ny = 12 e T} = 4. Consultando uma tabela,
encontramos w, = 8, logo rejeitamos Hy.

t Zt t Zt mediana
1 84,6 13 1003 113,4
2 89,9 14 1181
3 81,9 15 1165
4 95,4 16 1342
5 91,2 17 1347
6 89,8 18 1448
7 89,7 19 1444
8 97,9 20 1592
9 103,4 21 1682
10 1076 2 1752
1 1204 A 23 1745
12 1096 LB 22 1737



