MAE 0325 - Aula 2
MODELOS PARA SERIES TEMPORAIS

Suponha que queiramos medir a temperatura do ar, de dado
local, durante 24 horas; podemos obter um grafico semelhante
ao da Figura 1.1.
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Figura 1.1: Temperatura do ar, de dado local, durante 24 horas

Z(t): atemperatura no instante t (dado em horas, por exemplo).

Notamos que para dois dias diferentes obtemos duas curvas
gue nao sao, em geral, as mesmas. Estas curvas sao
chamadas trajetorias do processo fisico que esta sendo
observado e este (0 processo estocastico) nada mais é do que
0 conjunto de todas as possiveis trajetorias que poderiamos
observar.

Cada trajetéria é também chamada uma série temporal ou
funcao amostral.



Designando-se por ZY(15) o valor da temperatura no instante
t = 15, para a primeira trajetoria (primeiro dia de observacao),
teremos um numero real; para o segundo dia, teremos outro
nimero real, Z®(15). Em geral, denotaremos uma trajetéria
qualquer por Z0(t). Para cada t fixo, teremos os valores de uma
variavel aleatoria Z(t), que tera certa distribuicdo de
probabilidades.

Na realidade, o que chamamos de série temporal € uma parte
de uma trajetéria, dentre muitas que poderiam ter sido
observadas.

Em algumas situacfes (como em Oceanografia, por exemplo),
gquando temos dados experimentais, € possivel observar
algumas trajetorias do processo sob consideracdo, mas na
maioria dos casos (como em Economia ou Astronomia),
quando néo é possivel fazer experimentagfes, temos uma so
trajetoria para analise.

1. Processos estocasticos
Definicdo 1. Seja T um conjunto arbitrario. Um processo

estocastico é uma familia X = {X(t), t € T}, tal que, para cada t

€ T, X(t) é uma variavel aleatéria.

Um processo estocastico € uma familia de variaveis aleatorias

definidas num mesmo espacgo de probabilidade (Q, A, P).



Parat € T, X(t) € uma v.a. definida sobre Q, na realidade X(t)

é uma funcao de dois argumentos, X(t,w),t€ T, w € Q.

Para cada t fixo, X(t, w) € uma v.a. com uma distribuicdo de
probabilidade. E possivel que a funcdo de densidade de
probabilidade (fdp) no instante t1 seja diferente da fdp no
instante t2, mas a situagcao usual é aquela que a fdp de X(t, w)

€ mesma, para todos os t.
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Figura 2.1: Um processo estocastico interpretado como uma familia
de varidveis aleatdrias.

Para cada w fixo, uma funcéo de t, ou seja, uma realizac&o ou

trajetoria do processo, uma seérie temporal.
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Figura 2.2: Um processo estocastico interpretado como uma familia
de trajetorias.

2. Especificacdo de um processo estocastico

A funcdo média:
u(t) = E(X(1))
A funcédo de autocovariancia (facv) de X é:
y(ty, t2) = E{X(t2)X(t2)} — E{X(t2)}E{X(t2)}
seti=t2=1,

y(t, ) = var{X()} = E{X(1)%} - EXX()}

A funcao de auto-correlacéo (fac) de X é:

p(ts,t2) = y(tr, t2)/( y(ta, t1) y(tz, t2))*2



A funcédo de covariancia cruzada entre X e Y é:
Yxy(ts, t2) = E{X(t) Y (t2)} — E{X(t)}E{Y(t2)}
A funcéo de correlacéo cruzada entre X e Y é:

Oxy(t1,t2) = yxy(tr, t2)/( yx(ta, t1) yy(tz, t2))¥2

3. Processos estacionarios

Séries estacionarias sdo aquelas que desenvolvem no tempo

ao redor de uma média constante.

Definicao 2: Um processo estocastico X = {X(t), t € T} diz-se
estritamente estacionario se todas as distribuicbes finito-
dimensionais permanecem as mesmas sob translagcdes no
tempo, ou seja,

F(X1, ..., Xn; t1+1, ..., ther) = F(Xq, ..., Xn; 11, ..., tn)

Definicao 3: Um processo estocastico X = {X(t), t € T} diz-se
fracamente estacionario ou estacionario de segunda ordem se
e somente se

a) E{X(t)} = u(t) = 4, constante;



b) E{X(t)?} finita
C) Y(t1, t2) = Cov{X(t1)X(t2)} € uma fungéo de |t1 — t2|.

Definicao 4: Um processo estocastico X = {X(t), t € T} diz-se
Gaussiano se, para qualquer conjunto ti, t2, ..., thn de T, as v.a.

X(t1), ..., X(tn) tém distribuicdo normal n-variada.

Definicdo 5: As séries {X(t), Y(t), t € T} sao conjuntamente
estacionarias se a covariancia cruzada depende apenas de |t1

— 12|, IStO €, yxy(t1, t2) = yxy(|tz — t2]).

4. Funcéo de autocovariancia

Definicdo 6: Uma funcéo real K é ndo negativa definida se e
somente se
Yi=1"Y=1" ai aj K(1i-1;) 2 0

para quaisquer numeros reais ai, ..., an € T1, .., Tn€R.

Seja {X(t), t € T} um processo estacionario real discreto, de
meédia zero e facv y; = E{XtXt+}.
Proposicao 1: A facv y: satisfaz as seguintes propriedades:

a) Yo >0;

b) YT = V-r;



C) Y+ < Yo
d) v: € ndo negativa definida, no sentido que

Yi=1"Y =1" ai aj Yriij= 0
para quaisquer niumeros reais ai, ..., an € Ty, .., Tn€rR

Observacao: a reciproca da propriedade d) também é
verdadeira, isto €, dada uma funcgao y., tendo a propriedade d),

existe um processo estocastico X(t), tendo y. como facv.

Tipicamente, a facv de um processo estacionario tende a zero,

para |t|—-°.

Figura 2.3: Funcao de autocovariancia tipica.



Teorema: uma funcao real definida sobre Z € a funcao de auto-
covariancia de um processo estacionario se e somente se ela

for ndo negativa definida e par.

Exemplos:

Exemplo 2.1. Sequéncia aleatoéria

Consideremos {X,,n = 1,2,...} uma sequéncia de v.a. definidas no mesmo
espago amostral Q. Aqui, 7 = {1,2,...} e temos um processo com parametro
discreto, ou uma sequéncia aleatoria. Para todo n > 1, podemos escrever

P{X1 = al,...,Xn = (1/7,,} = P{X1 = (11}P{X2 — (1,2|X1 = al}
XX P{Xn = aanl =day,.. -,Xn,—l = a'n—l}-

Aqui, os a;’s representam estados do processo e o espago dos estados pode
ser tomado como o conjunto dos reais. O caso mais simples é aquele em que
temos uma sequéncia {X,,n > 1} de v.a. [mutuamente independentes|e neste
caso temos

PR = @ 5 = 580, =8 )= PLEL =@ ) - . - PLX, = e (2.18)

Seasv.a. Xi, Xo,...tiverem todas a mesma distribuicao, teremos, entao, uma
sequencia de v.a. independentes e identicamente distribuidas(m brevemente).
Neste caso, o processo X,, é estaciondrio. Se E{X,} = u, Var{X,,} = o2, para
todo n > 1, entao

2 g :O
i O, Xy f =4 T8 BT 2.19
" ov{Xn, Xnir} {07 se T # 0. ( )

Segue-se que pr = 1, para 7 = 0 e p; = 0, caso contrario.

Definicao 2.6. Dizemos que {z¢,t € Z} é|um ruido branco discretose as v.a. &
sao nao correlacionadas, isto é, Cov{es, e} = 0,t # s.

Tal processo serd|estaciondrio |se| E{s;} = u- e Var{e;} = o2 para todo t.
Segue-se que a facv de g, é dada por (2.19).
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Figura 2.4: Fac de um ruido branco.

Obviamente, se as v.a. £ sao independentes, elas também serao nao correlacio-
nadas. Uma sequéncia de v.a. como definida acima, é chamadajum processo |

|p'u,mmente aleato’m’o,|

[lustramos na Figura 2.4 a funcao de autocorrelagao (fac) de um ruido branco.
De agora em diante iremos supor que - = 0. Escreveremos, brevemente,

e, ~ RB(0,02).

No caso de um processo puramente aleatério, escreveremos

g~ ddd (0,07).




Mean Function of a Moving Average Series
If w; denotes a white noise series, then p,., = E{wy;) = 0 for all £. The top
series in Figure 1.8 reflects this, as the series clearly fluctuates around a
mean value of zero. Smoothing the series as in Example 1.9 does not change
the mean because we can write

pot = E(ve) = %[EUL':—I] + E(w) + E{ﬂ':+l]] = 0.

v = %[w.-,_l +wy + Wiy,

Autocovariance of White Noise
The white noise senes we has Flwe) =0 and

]

oL & £,
; w
Y8, £) = coviw,g, wy) ) ) (1.12)
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Fig. 1.B. Gaussian white noise series (top) and three-point moving average of the
Gaussian white noise series (bottom).



Autocovariance of a Moving Average
Consider applying a three-point moving average to the white noise series uy
of the previous example as in Example 1.9. In this case,

Yol5,t) = cov(ve,ve) = cov {2 (Wee1 + Ws +Was1), 3 (W1 +wi + wigr) }.
When s =t we have®

";rL.I:f.. f::l = %Eﬂv{(tﬂg_1 4wy 4+ Wy IR [H’g,_l + wy 4+ ?..I'Jf.,.l}}

— %[cm*[wt_l._wt_ﬂ + cov(we, we) + cov(we i, wepr)]

3

2
0w

When s=¢4+1,

Yolt + 1,t) = geov{(we + wepr +wipa), (W1 + we + wep)}

= %[mv[whwf] + cov(wy 1, wipr)]
30w»
using (1.12). Similar computations give v, (t — 1,t) = 205, /0, 1,(t + 2,t) =
Yot —2,t) =02 /9, and 0 when |t — 5| > 2. We summarize the values for all
s and t as

S0l s=t,
2.2 —
2gs |ls—t| =1,
Yolsit) =17 5 | | (1.13)
30w |5—1 =2,
0 |s —t| = 2.
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Fig. 1.12. Autocovariance function of a three-point moving average.



Example 1.11 Random Walk with Drift

A model for analyzng trend such as seen in the global temperature data in
Figure 1.2, 1= the random walk with drft model given by

Ty =& + Tr—1 + uy (1.3)
for £ = 1,2, ..., with mtial condition x5 = 0, and where w; 15 white noise.
The constant 4§ 1= called the drnft, and when & = 0, {1.3) 15 called simply a
random walk. The term random walk comes from the fact that, when § = 0,
the value of the time series at time ¢ 15 the value of the senes at time £ — 1
pluzs & completely random movement determined by w,. Note that we may
rewrite (1.3) as a cumulative sum of white noise vanates. That is,

4
Te=dt+ Yy (1.4)
j=1

random walk
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Fig. 1.10. Random walk, 7, = 1, with drft § = .2 (upper jagged line), without
drift, § = 0 (lower jagged line), and a straight hine with slope .2 (dashed line).



Mean Function of a Random Walk with Drift
Consider the random walk with drift model given in (1.4),

t
Te=0t+y wy,  t=1,2... .
j=1
Because E{w;) =0 for all {, and 4 is a constant, we have

pore = B(z) = 6t + Y E(w;) =8t

j=1

Autocovariance of a Random Walk
For the random walk model, x;, = Zf’. w:, we have

j=1 "3
& t
Yz (5,t) = cov(z., 1) = cov Z wj,Zwk = min{s, t} o2,
Jj=1 k=1

Example 1.12 Signal in MNoise
Many realistic models for generating time senes assume an underlying signal
with some consmstent periodic variation, contaminated by adding a random
noise. For example, it is easy to detect the regular evele MR series displayed
on the top of Figure 1.6. Consider the modsl

1y = 2eos(2rt /50 4 Gw) 4wy (1.5)

for t = 1,2,..., 500, where the first term is regarded as the signal, shown in
the upper panel of Figure 1.11. We note that a sinusoidal waveform can be
written as

A cos{2muwt + #), (1.6}

where A is the amplitude, w 15 the frequency of oscillation, and ¢ 15 a phase
shift. In (15), 4 = 2, w = 1/50 (one cvele every 50 time points), and
B = M.
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Fig. 1.11. Cosine wave with period 50 points (top panel) compared with the cosine
wave contaminated with additive white Gaussian noise, o, = 1 (middle panel) and
Tuw = 5 (bottom panel); see (1.5).

Example 1.15 Mean Function of Signal Plus Noise
A great many practical applications depend on assuming the observed data
have heen generated by a fixed signal waveform superimposed on a zero-
mean noise process, leading to an additive signal model of the form (1.5). It
15 clear, because the signal in (1.5) is a fixed function of time, we will have

pee = E(z) = E[2cos(2mt/50 4+ .67) + w,]
= 2cos(2mt /50 + .6) + E(w)
= 2cos(2mt /50 + .67),

and the mean function 1s just the cosine wave.

Example 1.10 Autoregressions
Suppose we consider the white noise series w; of Example 1.8 as input and
calculate the output using the second-order equation

Ty =Ty — .o + uy I:lg}
successively for £ = 1,2,...,500. Equation (1.2) represents a regression or

prediction of the current value x; of a time series as a function of the past
two values of the series, and, hence, the term autoregression is suggested
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Fig. 1.9, Autoregressive serles generated from model (1.2).

Example 1.21 Joint Stationarity
Consider the two series, =; and y, formed from the sum and difference of
two successive values of a white noise process, say,

Iy = Wi 4+ Wy

and
Up =Wy — Wy,

where wy are independent random variables with zero means and variance
o2 . It is easy to show that 7,(0) = 7,(0) = 202 and 7.(1) = 7(—1) =
2,7y (1) = v (—1) = —a2,. Also,

2
Yryll) = cov(Tes1, ¥t ) = cov(wep + we, wy — Wiy ) = 7y,

because only one term is nonzero (recall footnote 3 on page 20). Similarly,
Vey(0) = 0,7,y (—1) = —o],. We obtain, using (1.27),

0 h=0,

/2 h=1,
P =3 19 h— 1

0 | =2

Clearly, the autocovariance and cross-covariance funetions depend only on
the lag separation, h, so the series are jointly stationary.



5. Tipos de modelos

a) modelos paramétricos: a analise é feita no dominio do tempo;
- 0s modelos de regressao
- 0s modelos de auto-regressivos e de medias moveis(ARMA)
- 0s modelos auto-regressivo integrados e de médias
mpveis(ARIMA)
- modelos de memoria longa (ARFIMA)
- modelos estruturais e modelos nao lineares

b) modelos nédo paramétricos: a analise é feita no dominio de
frequéncia. A funcao de autocovariancia e sua transformada

de Fourier, o espectro.



